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CHAPITRE  I".  Principe  général  de  la  Dyna- 
mique, page  I 

Énoncé  de  ce  principe,  dont  l'auteur  est  D'Alembert,  et 
d'après  lequel  on  ramène  toutes  les  questions  de  Dynamique 
à  de  simples  problèmes  de  Statique ,  n"  35o 

Autre  énonce'  du  même  principe,  dont  l'avantage  est  de  con- 
duire immédijatement  à  des  équations  entre  les  données  et 
les  inconnues  de  chaque  problème  ,  n°  35i 

En  vertu  de  ce  principe,  les  tensions  des  liens  physiques  d'un 
système  de  points  matériels ,  et  les  pressions  exercées  stur  des 
surfaces  ou  des  courbes  données,  se  déterminent,  dans  l'état 
de  mouvement ,  par  les  mêmes  règles  que  dans  l'état  d'équi- 
libre ;  les  forces  motrices  qui  agissent  sur  les  mobiles  se 
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àécoixi^oseyiten  forces  perdues,  qui  produisent  ces  tensions 
ou  pressions ,  et  en  d'autres  forces  qui  font  varier  les  vi- 
tesses des  mobiles  ;  exemples  de  ce  double  effet  des  forces 
données  ,  n°  352 

Extension  du  principe  général  de  la  Dynamique  aux  percus- 
sions considérées  comme  des  forces  motrices  qui  ont  lieu 
pendant  un  temps  très  court  et  produisent  des  changemens 
brusques  de  vitesse  ;  influence  que  peut  avoir  le  frottement 
pendant  Faction  de  ces  forces ,  n°  353 

Application  du  principe  général  au  mouvement  de  deux  corps 
pesans  posés  sur  des  plans  inclinés  et  liés  par  un  fil  inex- 
tensible ;  tension  de  ce  fil  ;  détermination  des  vitesses  ini- 
tiales ,  n°'  354  et  355 

Mouvement  d'une  chaîne  pesante  posée  sur  deux  plans  in- 
clinés ;  dans  quel  cas  la  chaîne  demeurera  en  équilibre, 

n°356 

Mouvement  rectiligne  de  deux  points  matériels  soumis  à  leurs 
répulsion  ou  attraction  mutuelles ,  n°  35^ 

Les  formules  de  ce  mouvement  s'étendent  à  deux  corps  solides 
dont  tous  les  points  ont  des  vitesses  parallèles  à  une  même 
droite  ;  mouvement  du  boulet  et  du  canon  pendant  que  le 
boulet  est  dans  Vâme  de  la  pièce  ;  hypothèses  sur  lesquelles 
la  loi  de  la  force  de  la  poudre  est  fondée  ;  calcul  numérique 
de  la  force  de  la  poudre ,  d'après  la  vitesse  du  boulet  à 
la  bouche  du  canon;  remarque  de  Lagrange  sur  ce  pro- 
blème, n""  358  et  359 

Application  du  principe  de  D'Alembert  au  cas  le  plus  simple 
du  choc  des  corps  ;  données  physiques  de  la  question ,  et  hy- 
pothèses nécessaires  à  sa  solution ,  n**  36o 

Choc  de  deux  corps  mous  ou  dénués  d'élasticité;  définition  de 
la  force  vwe;  perte  de  force  vive  qui  a  toujours  lieu  dans  ce 
cho<:,  n°  36i 

Choc  de  deux  corps  parfaitement  élastiques;  conservation  de 

la  somme  des  forces  vives  ;  choc  d'une  série  de  billes  en  re- 

.pos  par  une  bille  en  mouvement;  les  lois  précédentes  du 
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choc  des  corps  spliériques  ,  mous  ou  élastiques,  sont  confir- 
mées par  Texpérience  ,  n**'  862  et  363 

Conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité  dans  le  choc 
de  deux  corps  spliériques ,  n°  364 

Théorie  imparfaite  de  la  résistance  des  milieux  ,  dans  laquelle 
cette  résistance  est  assimilée  à  une  suite  de  chocs  du  mobile 
contre  les  molécules  du  fluide  qu'il  traverse  ;  expression  de 
la  résistance  sur  une  surface  plane  et  sur  chaque  élément 
d'une  surface  courbe  ;  calcul  de  la  résistance  sur  mie  sur- 
face de  révolution,    et,  en  particulier,  sur  une    sphère, 

n°^  365  et  366 

Le  coefficient  de  la  résistance  relative  au  mouvement  des  pro- 
jectiles dans  l'air,  qui  résulterait  de  cette  théorie,  n'est  pas 
d'accord  avec  l'observation;  valeur  de  ce  coefficient,  que 
l'on  a  déduite  de  l'expérience;  en  quoi  consiste  réellement 
la  résistance  des  fluides;  elle  n'a  encore  été  déterminée, 
d'après  les  lois  de  la  Mécanique  (n^  19O?  ^^*^  dans  le  cas  des 
petites  oscillations  d'un  pendule ,  n°  367 

CHAPITRE  II.  Détermination  des  momens  d inertie 
et  des  axes  principaux ,  page  42 

Intégrales  définies  qui  se  présenteront  dans  les  équations  du 
mouvement  des  corps  solides,  dont  les  masses  seront  dé- 
composées, pour  plus  de  simplicité,  en  élémens  infiniment 
petits  (n*'  98)  ;  définition  des  momens  d'inertie  et  des  axes 
principaux  ,  11°  368 

Calcul  du  moment  d'inertie  d'un  parallélépipède  rectangle, 
Taxe  étant  une  de  ses  arêtes ,  n°  369 

Calcul  du  moment  d'inertie  de  l'ellipsoïde ,  par  rapport  à  l'un 
de  ses  axes  de  figure  ,  n°  370 

Moment  d'inertie  d'une  sphère  composée  de  couches  concen- 
triques de  différentes  densités,  n°  371 

Les  intégrales  triples  d'où  dépendent,  en  général,  les  momens 
d'inertie ,  se  réduisent  à  des  intégrales  simples  dans  le  cas 

a.. 
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d'un  solide  de  révolution  ;  application  à  la  sphère  ,  au  cône 
et  au  cylindre  ,  n«'  372  et  S^S 

Connaissant  le  moment  d'inertie  d'un  corps  quelconque  par 
rapport  à  un  axe  passant  par  son  centre  de  gravité,  on  en 
déduit  le  moment  d'inertie  du  même  corps  par  rapport  à 
un  axe  parallèle  au  premier,  n°  874 

Connaissant  les  momens  d'inertie  par  rapport  aux  trois  axes 
principaux  qui  se  coupent  en  un  point,  on  en  conclut  le 
moment  d'inertie  relatif  à  un  axe  quelconque  passant  par 
ce  point ,  n°  370 

Propriétés  des  momens  d'inertie  principaux,  ou  qui  répondent 
aux  axes  principaux,  n°  376 

Avant  de  démontrer  l'existence  des  axes  principaux,  et  d'en 
déterminer  la  direction  ,  on  rappelle  d'abord  les  formules 
générales  de  la  transformation  des   coordonnées,  n**  377 

Les  neuf  coefficiens  qui  entrent  dans  ces  formules  sont  des 
fonctions  de  trois  angles  indépendans  entre  eux;  de'nnition 
de  ces  trois  angles  ;  sens  déterminé  suivant  lequel  ils  devront 
être  comptés  ,  et  comment  ils  pourront  croître  dans  le  mou- 
vement d'un  corps  solide  ;  valeurs  des  neuf  coefficiens  en 
fonctions  de  ces  trois  angles  ;  moyen  d'obtenir  ces  valeurs, 

n°»  378  et  379 

On  démontre  qu'il  existe  toujours  trois  axes  principaux  rec- 
tangulaires qui  se  coupent,  en  chaque  point  d'un  corps 
quelconque  ,  et  l'on  donne  les  formules  propres  à  les  dé- 
terminer ,  n°  38o 

Il  n'y  a  qu'un  seul  système  de  trois  axes  principaux ,  quand 
les  trois  momens  d'inertie  qui  s'y  rapportent  sont  inégaux  ; 
leur  nombre  est  infini,  lorsque  deux  de  ces  momens 
sont  égaux  ;  si  les  momens  d'inertie  relatifs  à  trois  axes 
principaux  ,  qui  se  coupent  en  un  point ,  sont  égaux ,  toutes 
les  droites  passant  par  ce  point  sont  des  axes  principaux , 
auxquels  répondent  des  momens  d'inertie  égaux,       n°  38 1 

détermination  des  points  singuliers,  qui  jouissent  de  cette 
dernière  propriété  ;  application  à  l'ellipsoïde  et  au  parallélé- 
pipède, n°^  382  et  383 
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CHAPITRE   III.    Du  mouvement  d'un  corps  solide 
autour  d'un  axe  jixe^  P^g^  77 

§  I".  Mouvement  de  rotation  uniforme  ,  ihid. 

Définition  de  la  vitesse  angulaire  commune  à  tous  les  points 
d'un  système  de  forme  invariable ,  tournant  autour  d'un 
axe  fixe ,  n°  384 

Détermination  de  cette  vitesse,  lorsque  les  points  du  système 
ont  éprouvé  simultanément  des  percussions  qui  leur  auraient 
imprimé ,  s'ils  étaient  libres ,  des  vitesses  données ,  n°  385 

Cas  où  le  système  se  change  en  un  corps  solide ,  frappé  par  un 
ou  plusieurs  autres  corps,  qui  lui  restent  attachés  après 
le  choc ,  n°  386 

Comment  on  peut  déterminer  la  percussion  que  l'axe  éprouve 
à  l'instant  du  choc  \  conditions  nécessaires  pour  que  l'axe 
n'éprouve  aucune  percussion  ;  définition  du  centre  de  per- 
cussion ,  n°'  387  et  388 

Pressions  exercées  sur  l'axe  pendant  le  mouvement  de  rota- 
tion, et  dues  aux  forces  centrifuges  de  tous  les  points  du 
corps  ;  propriété  générale  des  axes  principaux  dans  le  mou- 
vement uniforme  de  rotation;  propriété  particulière  des 
axes  principaux  qui  passent  par  les  centres  de  gravité  du 
mobile ,  n°'  389  et  39a 

^  II.  Mouvement  de  rotation  varié  j  page  92 

Équation  différentielle  de  ce  mouvement  ;  différentielle  de  la 
vitesse  angulaire  j  on  en  déduit  la  vitesse  constante  prove- 
nant d'une  percussion  ,  que  l'on  a  précédemment  donnée , 

n"^  391  et  392 

Calcul  des  pressions  totales  exercées  sur  l'axe  à  un  instant 
quelconque  ,  n°  393 

Mouvement  d'un  pendule  composé ,,  dans  le  vide  ;  réduction 
du  pendule  composé  au  pendule  simple  ,  n°'  394  et  395 

Définition  du  centre  d'oscillation^  réciprocité  du  centre  d'os- 
cillation et  du  centre  de  suspension  ;  méthode  fondée  sur 
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cette  réciprocité  ,  pour  déterminer  la  longueur  du  pendille 
simple,  correspondant  à  un  pendule  donné  j  on  fait  voir  que 
pour  un  même  corps,  il  y  a  une  infinité  d'axes  autour  desquels 
les  petites  oscillations  ont  la  même  durée,  n""  3g6,  897,  898 

Mouvement  d'un  pendule  composé,  dans  un  milieu  résistant  ; 
la  longueur  du  pendule  simple  qui  a  le  même  mouvement , 
ne  dépend  pas  de  la  résistance,  ^°  ^99 

Mouvement  d'un  treuil  et  de  deux  corps  pesans  ,  suspendus  au 
cylindre  et  à   la  roue  ;  application  à  la  machine  à'Athood, 

n°*  4o<*  ^t  4^  * 

Pendule  de  Robins  ;  usage  de  ce  pendule  pour  déterminer  les 

vitesses  initiales  des  projectiles  de  Tartillerie,  n^*  ^02  et  4o3 

CHAPITRE  IV.  Pu  mouvement  dun  corps  solide 
autour  d un  point  fixe  y  page  121 

§  P'.  Formules  préliminaires ,  ihid. 

Le  mouvement  de  rotation  d'un  système  de  forme  invariable  , 
autour  d'un  point  fixe ,  a  li«u  autour  d'une  droite  variable 
d'un  instant  à  l'autre ,  que  l'on  appelle  axe  instantané  de 
rotation  j  n"  4^4 

Détermination  de  la  direction  de  cet  axe ,  soit  par  rapport  à 
des  droites  fixes  dans  l'intérieur  du  corps,  soit  par  rapport 
à  des  droites  fixes  dans  l'espace  ,  •  n°  4^5 

Expression  de  la  vitesse  angulaire  de  rotation  du  corps  autour 
de  l'axe  instantané  ;  décomposition  de  cette  vitesse  en 
trois  autres ,  autour  de  trois  axes  rectangulaires,  fixes  ou 
mobiles  ;  la  composition  et  la  décomposition  des  vitesses 
de  rotation  se  font  suivant  les  mêmes  règles  que  celles  des 
vitesses  de  translation,  n°®  4^^  ^*  4^7 

Composantes  de  la  vitesse  absolue  d'un  point  quelconque  du 
corps ,  par  rapport  à  trois  axes  fi^xes  dans  son  intérieur  ; 
composantes  de  la  force  accélératrice ,  par  rapport  aux 
mêmes  axes ,  n°  4^8 

Momens  des  quantités  de  mouvement  de  tous  les  points  du 
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corps  à  un  instant  quelconque ,  par  rapport  à  trois  axes 
passant  par  le  point  fixe  ;  cas  où.  ces  trois  droites  sont  les 
axes  principaux  qui  se  coupent  en  ce  point  j  signe  de  chacun 
de  ces  momens ,  d'après  le  sens  de  la  rotation  autour  de 
Taxe  correspondant  ;  moment  principal  de  ces  mêmes  quan-^ 
tite's  de  mouvement,  et  direction  de  son  axe,  3tl°4o9 

Équations  différentielles  qui  ont  lieu  entre  les  trois  angles 
du  n°  378 ,  d*où  dépend  la  position  du  mobile  à  chaque 
instant,  et  les  trois  composantes  de  sa  vitesse  angulaire 
par  rapport  à  ses  trois  axes  principaux  ,  n°  4io 

Autres  formules  qui  pourront  être  utiles  dans  la  suite,  n°  4^  i 

§  II.  Équations  différentielles  du  mouvement  de  rotation 
autour  d'un  point  Jixe  y  page  1 36 

Ces  équations ,  au  nombre  de  trois ,  s'obtiennent  très  facile- 
ment, au  moyen  des  formules  du  n°  4^^  ^^  du  principe 
de  D'Alembert;  on  les  réduit  à  leur  forme  la  plus  simple, 
en  rapportant  les  composantes  de  la  force  accélératrice 
d'un  point  quelconque  du  mobile  ,  à  ses  trois  axes  prin- 
cipaux ;  le  problème  général  du  mouvement  de  rotation 
dépend  de  six  équations  du  premier  ordre ,  savoir,  celles 
qu'on  vient  de  former,  et  celles  du  n°  4*^'>  ^^^  ^^  ^^ 
pesanteur  est  la  seule  force  qui  agit  sur  les  points  du 
mobile  ,  n^^  I^ii  Gt  ^iZ^ 

Quand  ce  mobile  n'est  soumis  à  aucune  force  motrice  ,  ou 
bien  ,  quand  il  s'agit  d'un  corps  pesant ,  et  que  le  point 
fixe  est  son  centre  de  gravité ,  on  parvient  à  intégrer  les  six 
équations  du  mouvement  de  rotation ,  et  à  faire  dépendre 
les  inconnues ,  de  deux  fonctions  elliptiques  ;  dans  ce  mou- 
vement ,  produit  par  des  percussions  initiales ,  les  momens 
des  quantités  du  mouvement  de  tous  les  points  du  corps, 
par  rapport  à  des  axes  passant  par  le  point  fixe ,  sont 
constans  ;  leur  moment  principal  et  sa  direction  sont  in- 
variables ,  et  cette  considération  facilite  l'intégration  des 
équations  du  problème  ,  u°^  4^4  5  4*^  ?  4^^  ^^  4*7 

Détermination  complète  des  cQnstautes  arbitraires,  contenues. 


Tirj  TABLE  DES  MATIÈRES. 

dans  les  intégrales  de  ces  équations ,  en  supposant ,  pour 
fixer  les  idées ,  que  le  mobile  a  été  frappé ,  à  Torigine  du 
mouvement ,   par  un  autre  corps  qui  y  est  resté  attaché , 

n°  4i8 

Diverses  propriétés  générales  du  mouvement  de  rotation  d'un 
corps  qui  n'est  soumis  à  aucune  force  motrice,  4^9 

Détermination  de  ce  mouvement ,  plus  simple  que  la  précé- 
dente ,  mais  seulement  approchée ,  lorsque  l'axe  instantané 
de  rotation  s'écarte  constamment  très  peu  de  l'un  des  trois 
axes  principaux  du  mobile,  et  qui  se  coupent  au  point  fixe  ; 
on  retrouve  la  propriété  des  axes  principaux  déjà  démontrée 
dans  le  n°  889  ;  on  fait  voir ,  de  plus ,  que  le  mouvement 
est  stable  autour  des  axes  du  plus  grand  et  du  plus  petit 
moment  d'inertie,  et  seulement  instantané  autour  du  pre- 
mier axe  principal  ;  détermination  des  constantes  arbitraires 
dans  le  cas  de  la  stabilité ,  n°^  ^2.0  ,  ^2.1  et  4^2 

Le  mouvement  de  rotation  produit  par  des  percussions  ini- 
tiales ,  devient  plus  simple  ,  quand  le  mobile  est  un  solide 
de  révolution  ,  et  que  son  axe  de  figure  passe  par  le  point 
fixe  ;  les  inconnues  se  déterminent  alors  sans  le  secours  des 
fonctions  elliptiques  ,  n°   4^^ 

Autre  démonstration  de  la  stabilité  du  mouvement  autour 
de  deux  des  axes  principaux ,  n**  4^4 

5  m.  Solution  d'un  cas  particulier  du  moui^ement  de  jvta" 
tion  d'un  corps  pesant  ^  page  162 

Le  mobile  est  un  solide  de  révolution  dont  l'axe  de  figure 
passe  par  le  point  fixe  ;  on  appelle  équateur  la  section  de 
ce  corps  faite  par  ce  point  et  perpendiculaire  à  cette  droite  ; 
le  mouvement  parallèle  à  l'équateur  est  uniforme  ;  l'inter- 
section de  l'équateur  et  du  plan  horizontal  passant  par  le 
point  fixe ,  s'appellera  la  ligne  des  nœuds  y  définition  du 
nœud  ascendant ,  et  distinction  de  son  mouvement  direct 
et  de  son  mouvement  rétrograde  sur  le  plan  horizontal  , 

n°'  4^5  et  426 

Dans  ce  cas,  les  six  équations  du  mouvement  de  rotation  s'intè-= 
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grent ,  et  les  inconnues  du  problème  s'expriment  exactement 
par  des  fonctions  elliptiques  ;  détermination  des  constantes 
arbitraires,  contenues  dans  les  intégrales  ,      n°*  4^7  et  428 

Cas  où  le  mobile  se  réduit  à  un  point  matériel  ,  dont  la 
distance  au  point  fixe  est  constante;  on  retrouve  alors  les 
formules  du  n°  2o5  ,  relatives  au  pendule  simple  ,      n°  4^9 

Lorsque  l'axe  de  figure  a  été  écarté  de  la  verticale  ,  et  qu'a- 
près avoir  imprimé  au  mobile  une  vitesse  de  rotation  autour 
de  cette  droite  inclinée  ,  il  est  ensuite  abandonné  à  lui- 
même  ,  on  démontre  que  le  mouvement  du  nœud  ascen- 
dant sera  direct  ou  rétrograde  ,  selon  que  le  centre  de 
gravité  du  corps  sera  situé  au-dessus  ou  au-dessous  du 
plan  horizontal,  passant  par  le  point  fixe  ;  quand  la  vi- 
tesse de  rotation  est  nulle ,  le  mouvement  du  corps  se 
réduit  à  celui  d'un  pendule  composé  ,  n°  4^^ 

On  applique  les  formules  du  numéro  précédent ,  au  cas  où 
l'axe  de  rotation  a  été ,  primitivement ,  très  peu  écarté  de  la 
verticale,  et  l'on  détermine  de  cette  manière  les  valeurs 
approchées  des  angles  d'où  dépend  la  position  du  mobile  à 
un  instant  quelconque  ,  n°  /^3i 

On  applique  les  mêmes  formules  au  cas  où  l'inclinaison  de 
l'équateur  demeure  à  peu  près  invariable  ;  il  faut  pour 
cela  que  la  vitesse  de  rotation  soit  très  rapide  ;  on  déter- 
mine ,  dans  cette  hypothèse ,  les  petites  variations  de  l'in- 
clinaison de  l'équateur  ,  et  le  mouvement  de  la  ligne  des 
nœuds  ,  qui  est  très  lent  par  rapport  au  mouvement  de 
rotation  ,  et  à  peu  près  uniforme  ;  ce  cas  est  celui  de  la  ma- 
chine de  Bohnenberger f  n°  4^2 

CHAPITRE  V.  Du  mous^ement  d'un  corps  solide 
entièrement  libre ^  page  179 

Décomposition  de  ce  mouvement  en  deux  autres,  l'un  de 
rotation  autour  d'un  point  du  corps,  l'autre  de  translation^ 
commun  à  tous  ses  points  ;  cas  où  le  second  mouvement 
est  révolutif ,   et  où  chaque  révolution  s'achève  dans  le 
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même  temps  que  chaque  rotation  ;  ce  cas  a  lieu  (feins  le 
mouvement  des  satellites  ,  et,  en  particulier,  dans  le  mou- 
vement de  la  lune ,  qui  tourne  ,  en  conséquence ,  constam- 
ment la  même  face  vers  la  terre  ,  n°  4^3 

Détermination  de  la  vitesse  que  prend  le  centre  d'un  corpfi 
solide,  sur  lequel  on  exerce  une  ou  plusieurs  percussions 
déterminées;  réciproquement,  cette  vitesse  fait  connaître  la 
direction  et  l'intensité  de  la  percussion,  soit  que  le  corps 
qui  a  frappé  celui  que  Ton  considère  y  soit  resté  attaché  , 
ou  qu'il  s'en  soit  séparé  après  le  choc,  n°^  4^4  ^*  4^*^ 

Gomment  on  pourrait  déterminer  le  mouvement  initial  de  ro- 
tation autour  d'un  point  quelconque  du  mobile,  si  l'on 
connaissait,  en  grandeur  et  en  direction,  la  vitesse  initiale 
de  ce  point  ;  quand  ce  point  est  le  centre  de  gravité ,  cette 
connaissance  est  inutile ,  et  le  mouvement  de  rotation  ini- 
tial est  le  même  que  si  le  centre  de  gravité  demeurait  en 
repos ,  n°  4^6 

Détermination  de  l'axe  instantané  initial  qui  passe  par  le 
centre  de  gravité ,  et  de  la  vitesse  angulaire  autour  de  cet 
axe  ;  cas  où  cette  droite  est  un  des  trois  axes  principaux  qui 
se  coupent  au  centre  de  gravité  ,  n°  4^7 

Equations  différentielles  du  mouvement  du  centre  de  gravité  ; 
comment  on  formerait  celles  du  mouvement  de  rotation 
autour  de  ce  point ,  n°  4^8 

Ces  deux  systèmes  d'équations  différentielles,  ainsi  que  les  deux 
mouvemens  correspondans,  sontindépendans  l'un  de  l'autre, 
dans  le  cas  d'un  corps  soumis  à  la  seule  action  de  la  pesan- 
teur; détermination  complète  du  mouvement  d'un  ellip- 
soïde pesant ,  frappé  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'un  de 
ses  trois  axes  de  figure,  n°  4^9 

La  même  indépendance  a  lieu  dans  le  cas  d'une  e»phère  com- 
posée de  couches  concentriques  et  dont  tous  les  points  sont 
soumis  à  des  attractions  dirigées  vers  des  centres  fixes  ou 
mobiles  ;  quand  le  mobile  s'écarte  de  la  forme  sphérique , 
ces  attractions  influent  sur  son  mouvement  de  iNDtation  ; 
perturbations  du  mouvement  de  la  terre  autour  de  son 


TABLE  DES  MATIÈRES.  xi 

centré  de  gravite' ,  dues  à  sa  non -sphéricité' ,  et  produites  par 
les  actions  du  soleil  et  de  la  lune  ;  ces  forces  ,  qui  donnent 
lieu  à  la  précession  des  équinoxes  et  à  la  nutation  de  Taxe 
de  la  terre ,  n'ont  cependant  aucune  influence  sensible  sur 
la  direction  de  cet  axe  dans  Tintérieur  du  globe,  ni  sur 
la  durée  de  sa  rotation  autour  de  cette  droite  mobile 
dans  Tespace  ,  n***  44^  ^^  44 ^ 

L'invariabilité  du  jour  sidéral  et  du  jour  moyen  est  confirmée 
par  les  éclipses  que  les  Chaldéens  ont  observées  ;  calcul  qui 
fait  voir  que  la  durée  du  jour  moyen  n'a  pas  varié  d'un  cen- 
tième de  seconde  en  2600  ans ,  n°*  44^  ®^  44^ 

Examen  des  diflérens  effets  qui  peuvent  être  produits  par  le 
frottement  de  la  surface  d'un  projectile  contre  Tair  dans 
lequel  il  se  meut,  et  par  la  résistance  proprement  dite  de  ce 
fluide,  n«^444,  445  et  446 

CHAPITRE  VI.  Du  mouvement  dun  corps  solide 
pesant  sur  un  plan  donné ,  page  207 

§  P".  Cas  ou  l'on  na  pas  égardaufroUement,  ibid. 

On  supposera  que  le  mobile  touche  le  plan  donné  par  un  seul 
point  de  sa  surface  ,  pendant  toute  la  durée  du  mouvement; 
équations  difl'érentielles  du  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité et  du  mouvement  de  rotation  autour  de   ce  point, 

n°  447 

Équation  résultante  du  contact  du  mobile  avec  le  plan 
donné,  qui  peut  être  fixe  ou  avoir  un  mouvement  donné  ; 
distinction  entre  le  cas  où  le  point  de  contact  se  déplace  à 
la  surface  du  mobile ,  et  le  cas  où  ce  point  est  constamment 
l'extrémité  d'une  pointe,  comme  dans  le  jeu  de  la  tou- 
pie ,  n°  44s 

Cas  où  le  plan  donné  est  fixe  et  horizontal  ;  on  indique  , 
comme  exemples ,  les  petites  oscillations  d'un  ellipsoïde 
homogène  ou  d'une  sphère  hétérogène  ;  on  obtient  deux  in- 
tégrales premières  des  équations  difîerentielles  du  n°  44?  > 
qui  sufîiront  pour  la  solution  rigoureuse  du  problème ,  au 
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moyen  des  fonctions  elliptiques,   quand  le  mobile  est  un 
solide  de  révolution  ,  n*"  449  ^t  4^*^ 

Mouvement  d'un  solide  de  révolution ,  terminé  par  une  pointé, 
et  qui  s'appuie  ,  par  son  extrémité ,  sur  un  plan  dont  les  os- 
cillations sont  connues,  n°  ^5i 

Quand  le  mobile  a  une  vitesse  de  rotation  très  rapide  par  rap- 
port aux  divers  mouvemens  du  plan  donné ,  on  réduit  les 
équations  différentielles  du  problème  à  la  forme  linéaire, 
par  la  transformation  dont  Lagrange  a  fait  usage  dans  le 
cas  de  la  libratîon  de  la  lune  ,  n°^  4^^  ^t  4^3 

Intégration  de  ces  équations  linéaires;  leurs  intégrales  font 
voir  que  les  oscillations  du  plan  sur  lequel  le  corps  s'appuie, 
.  s'affaiblissent  dans  le  mouvement  de  son  axe  de  figure ,  et 
deviennent  insensibles  quand  la  rotation  autour  de  cette 
droite  est  suffisamment  rapide  ;  moyen  fondé  sur  ce  résul- 
tat, qui  a  été  proposé  pour  obtenir  à  la  mer  un  hori- 
zon   artificiel    propre    aux     observations    astronomiques , 

n«'  454  et  455 

§  II.  Cas  où  l'on  a  égard  au  frottement ,  page  229 

Lois  du  frottement  d'un  corps  en  mouvement,  données  par 
l'expérience ,  n°  4^6 

Mouvement  d'un  corps  glissant  sur  un  plan  fixe  horizontal,  et 
entraîné  par  un  poids  donné  ,  n°^  4^7  ^^  4^^ 

Intégrale  de  l'équation  de  ce  mouvement,  dans  le  cas  où  l'on 
fait  abstraction  de  la  résistance  de  l'air  ;  détermination  du 
coefficient  du  frottement  par  deux  moyens  différens  ;  quand 
ce  coefficient  est  connu ,  et  que  l'on  incline  le  plan ,  on  dé- 
termine immédiatement  le  mouvement  du  même  corps  sur 
ce  plan  ,  n°^  4^9  ^^  4^^ 

Conséquence  de  cette  proposition,  que  le  frottement  est  indé- 
pendant de  l'étendue  de  la  suJàface  frottante  ,  et  proportion- 
nel à  la  pression  totale  ;  en  quoi  cette  loi  du  frottement 
consiste  réellement  ;  examen  de  ce  qui  arriverait  si  la  ma- 
tière de  la  surface  frottante  n'était  pas  partout  la  même  y 

n«464 
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Double  mouvement  d'un  corps  qui  glisse  sur  un  plan  horizon- 
tal, et  qui  tourne  en  même  temps  autour  d'un  axe  ver- 
tical ,  n°  462  et  463 
Énonce'  des  difFérens  cas  que  peut  présenter  le  mouvement  d'un 
corps  solide  qui  roule  sur  un  plan  ;  frottement  de  la  pre^ 
mière  et  de  la  seconde  espèce,  n"*  4^3  his  ^) 
Mouvement  d'une  sphère  qui  roule  sur  un  plan  horizon- 
tal ,  n°  464 

CHAPITRE  VIL  Du  choc  des  corps  de  forme  quel- 
conque j,  pag-e:254 

En  quoi  consiste  le  problème  du  choc  des  corps,  dans  le  cas  le 
plus  général ,  n°  465 

Équations  fournies  par  le  principe  de  D'Alembert ,  dans  le  cas 
de  deux  corps  de  forme  quelconque  et  entièrement  libres, 

n°^  466  et  467 

Indétermination  du  problème ,  quand  on  n'a  pas  égard  à  la 
compressibilité  des  mobiles;  équation  nécessaire  à  sa  so- 
lution, et  qui  résulte  de  cette  compressibilité,  quelque 
petite  qu'elle  soit,  n°  468 

Modification  des  formules  du  n°  4^7?  provenant  du  depré 
d'élasticité  des  mobiles  ;  le  problème  est  complètement  ré- 
solu dans  les  deux  cas  des  corps  entièrement  dénués  d'é- 
lasticité, et  des  corps  parfaitement  élastiques  ,        n°  469 

Le  choc  de  deux  corps  n'altère  pas  les  vitesses  de  leurs  cen- 
tres de  gravité  ,  parallèlement  au  plan  tangent  à  leurs  sur- 
faces ,  mené  par  leur  point  de  contact ,  non  plus  que  les 
moniens  de  leurs  quantités  de  mouvement ,  rapportés  à 
leur  normale  commune ,  n°  470 

Quand  cette  normale  passe  par  le  centre  de  gravité  de  l'un  des 
deux  corps ,  son  mouvement  de  rotation  autour  de  ce 
point  est  le  même  avant  et  après  le  choc  ;  cas   où  cette 


(*)  Le  numéro  qui  devrait  se  trouver  au  bas  de  la  page  247  a  ete  omis  p; 
erreur ,  et  l'on  est  oblige  de  repeter  le  numéro  précédent. 
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droite  passe  par  les  deux  centres  de  gravite';  cas  où  ces  points 
se  mouvaient ,  en  outre  ,  sur  cette  normale  avant  le  choc  , 

n°47i  et  472 

Ghoc  de  deux  corps  élastiques  e'gaux  en  masse  :  choc  d'un 
corps  parfaitement  élastique ,  contre  un  obstacle  fixe  ; 
égalité  de  Tangle  d'incidence  et  de  l'angle  de  réflexion  ; 
cette  égalité  n'a  plus  lieu ,  quand  on  a  égard  au  frottement 
du  mobile  contre  le  plan  fixe  ,  n°^  4?^  e*  474 

On  explique  comment  on  peut  tenir  compte  du  frottement 
d'un  mobile  contre  un  autre ,  pendant  la  durée  du  choc  de 
ces  deux  mobiles,  n°  ^'j5 

Influence  du  frottement  et  de  la  rotation  dans  le  choc  d'une 
sphère  contre  un  plan  fixe  ,  tel  que  le  choc  d'un  boulet 
contre  le  terrein  ;  examen  des  diverses  circonstances  qui 
peuvent  se  présenter,  n°^  47^  e*  477 

Application  des  formules  générales  à  un  exemple  où  la  nor- 
male commune  aux  deux  mobiles  ne  passe  pas  par  leur 
centre  de  gravité  ;  calcul  de  la  quantité  de  mouvement 
imprimée  à  chacun  d'eux ,  et  qui  mesure  l'intensité  du 
choc,  n°478 

Modification  des  formules  générales,  dans  les  difFérens  cas  où 
les  deux  corps  qui  se  choquent  ne  sont  pas  entièrement 
libres ,  n°  479 

Extension  de  ces  formules  au  cas  d'un  nombre  quelconque 
de  mobiles  qui  se  choquent  simultanément.  Exemple  re- 
latif aune  sphère  en  repos,  choquée  par  deux  autres  sphères 
en  mouvement ,  n"^  4^^  e*  4^^ 

CHAPITRE  VIll.  Exemples  du  mouvement  d'un 
corps  flexible  ^  page  292 

5  P'.   Vibration  d'une  corde  flexible  ,  ibid. 

Hypothèses  que  l'on  fait  sur   cette  corde  ;    équations  diffé- 
rentielles de  son  mouvement ,  n°  4^2 
Réduction  de  ces  équations  à  la  forme  linéaire ,  dans  le  cas 
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des  vibrations  très  petites;  les  vibrations  transversales  et  les 
vibrations  longitudinales  coexistent  dans  une  même  corde , 
et  sont  indépendantes  les  unes  des  autres  ;  ces  deux  sortes 
de  mouvemens  dépendent  d'une  équation  de  même  forme, 
aux  diifërences  partielles    du  second  ordre ,  n°  4<^3 

Intégration  de  cette  équation  sous  forme  finie  ,  n°  4^4 

Détermination  des  deux  fonctions  arbitraires  contenues  dans 
cette  intégrale,  pour  toute  la  longueur  de  la  corde  ,  et  pour 
toutes  les  valeurs  du  temps ,  d'après  la  figure  initiale  de  la 
corde  vibrant  transversalement ,  et  les  vitesses  initiales  de 
tous  ses  points  ,  n°  êfiS 

Construction  géométrique  de  la  figure  de  cette  corde  à  un 
instant  quelconque  ,  n°  4^6 

Lois  des  vibrations  transversales  qui  résultent  de  cette  cons- 
truction ,  et  qui  ont  été  confirmées  par  l'expérience  ,  soit 
par  rapport  à  la  tension  de  la  corde,  soit  par  rapporta  son 
poids  et  à  sa  longueur  ;  l'élévation  du  ton  est  mesurée  par 
le  nombre  des  vibrations  dans  l'unité  de  temps  ,         n°  4^7 

Discontinuité  des  lignes  employées  dans  la  construction  pré- 
cédente ;  restriction  qu'on  doit  apporter  à  la  discontinuité 
de  la  courbe  qui  représente  la  figure  initiale  de  la  corde; 
cette  condition  restrictive  subsiste  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement ,  et  fournit  une  des  équations  nécessaires  au 
problème,  dans  le  cas  d'une  corde  composée  de  deux  parties 
de  matières  différentes,  n"  4^8 

Autre  solution  du  problème  des  cordes  vibrantes,  dans  la- 
quelle l'ordonnée  courante  de  la  corde  est  exprimée  par 
une  série  de  quantités  périodiques  ,  n°  4^9 

Cas  particuliers  où  le  ton  d'une  corde  s'élève  au-dessus  du 
ton  fondamental ,  et  répond  à  une  partie  aliquote  de  sa 
longueur  :  nœuds  de  vibrations  qui  ont  lieu  dans  ces  sortes 
de  cas  ,  n°  490 

Lois  des  vibrations  longitudinales  d'une  corde  tendue,  n°  491 

Rapport  très  simple  entre  leur  nombre  et  celui  des  vibrations 
transversales  de  la  même  corde  ,  n»  4^2 
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5  IL  Vibrations  longitudinales  d'une  verge  élastique,  page  3i6 

Hypothèses  que  ron  fait  sur  cette  verge;  son  mouvement 
longitudinal  dépend  de  la  même  équation  aux  différences 
partielles  que  celui  de  la  corde  tendue  ,  et  ne  diffère  de 
celui-ci  que  par  les  conditions  relatives  aux  extrémités  de  la 
verge ,  n°^  ^qS  et  494 

Solution  du  problème  ,  analogue  à  celle  du  n°  489  î  ^^^^  ^^^ 
vibrations  dans  les  différens  cas  relatifs  aux  extrémités  ; 
élévation  du  ton  fondamental ,  à  raison  des  nœuds  de 
vibrations  ,  n°  49^ 

Cas  où  la  verge  s'étend  indéfiniment  ;  propagation  des  ondes 
sonores  dans  une  barre  homogène ,  cylindrique  ou  pris- 
matique; conditions  pour  qu'une  onde  sonore  ne  se  par- 
tage pas  en  deux  autres  ;  comment  la  vitesse  constante  de 
cette  propagation  se  conclura  du  ton  longitudinal  d'une 
verge   élastique   de    la    même    matière    que    la     barre  , 

n«^   496  et  497 

Cas  où  la  barre  est  terminée  d'un  côté  ;  réflexion  du  son  à 
cette  extrémité;  les  lois  de  la  propagation  et  de  la  ré- 
flexion du  son  dans  un  canal  cylindrique  rempli  d'air, 
d'un  gaz  quelconque ,  ou  d'un  liquide,  sont  les  mêmes  que 
dans  une  barre  solide  ;  celles  des  vibrations  des  verges  élas- 
tiques conviennent  aussi  aux  sons  des  fiâtes ,  et  des  tuyaux 
à^  orgues  y  sauf  les  modifications  relatives  à  l'embouchure , 

n°498 

^  III.    Choc  longitudinal  des  verges  élastiques  ,      page  33 1 

Comment  on  pourra  appliquer  les  formules  du  n°  49^  ^^ 
choc  longitudinal  des  verges  élastiques  ;  ce  phénomène 
consiste  dans  l'action  ,  à  distance  insensible  ,  des  points 
extrêmes  des  deux  verges  ;  les  vitesses  de  ces  points  varie- 
ront très  rapidement ,  et  seront  inconnues  pendant  la  durée 
du  choc\  n°  499 

Conditions  pour  que  les  deux  verges  se  séparent  après  s'être 
rencontrées,  et  que  le  choc  se  termine,  n°'  5oo  et  5oi 
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Équations  communes  à  tous  les  points  des  deux  verges ,  ex^ 
cepte'  les  points  extrêmes  par  lesquels  elles  se  choquent  , 

n°  5oi 

Application  des  formules  du  n°  49^  au  choc  de  deux  verges 
entièrement  libres  ;  sommation  des  se'ries  périodiques 
qu'elles  renferment  ;  on  ve'rifie  qu'elles  repre'sentent  l'état 
initial  des  deux  verges ,  n°'  5oi  et  5o3 

Les  deux  verges  de  mcme  matière  et  de  même  diamètre  se 
séparent  dans  le  seul  cas  où  elles  ont  une  même  longueur  ; 
durée  de  ce  choc;  échange  des  vitesses  primitives  ;  cas 
où  l'une  des  deux  verges  est  composée  de  plusieurs  parties, 
dont  une  se  sépare  des  autres  après  le  choc  ,  n"  5o4 

Choc  d'une  verge  dont  l'extrémité  est  fixe  ,  par  une  verge 
entièrement  libre  ;  réflexion  de  celle-ci  avec  une  vitesse 
égale  et  contraire  à  la  vitesse  primitive,  quelles  que  soient 
les  longueurs  des  deux  verges  ;  durée  du  choc,  n°*  5o5  et  5o6 

§  IV.  Digression  sur  les  intégrales  des  équations  aux  diffé- 
rences partielles ,  P^ge  347 

Lç  nombre  des  fonctions  arbitraires  que  renferme  l'intégrale 
complète  d'une  équation  aux  différences  partielles,  peut 
être  moindre  que  le  nombre  qui  marque  l'ordre  de  cette 
équation  ;  il  peut  changer  avec  la  variable  par  rapport  à 
laquelle  la  série  est  ordonnée  ;  toutes  les  fonctions  arbi- 
traires peuvent  disparaître  ,  et  se  trouver  remplacées  par 
des  séries  infinies  de  constantes  arbitraires;  dans  ce  cas 
singulier ,  l'intégrale  complète  est  exprimée  par  la  somme 
d'un  nombre  illimité  d'intégrales  particulières,  r^^  So'j  et  5o8 

Exemples    très    simples   de   ces    diverses    transformations , 

n°^  509  et  5io 

Les  séries  qui  se  présentent  dans  cet  exemple  ,  et  l'intégrale 
de  l'équation  donnée ,  peuvent  s'exprimer  sous  forme  finicj 
au  moyen  d'une  intégrale  définie,  n"5ii 

Valeur  d'une  intégrale  définie  qu'on  a  souvent  occasion  d'em- 
ployer ,  n"  5i2 

Application  de  ces  considérations  générales  aux  équations 

b 
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linéaires  relatives  à  des  probièmes  de  Physique  et  de  Mé- 
canique ;  leurs  intégrales  complètes  s'expriment ,  ge'néra- 
lement ,  par  des  séries  d'exponentielles  ou  de  sinus  et 
cosinus ,  dont  les  exposans  ou  les  arcs  sont  proportionnels 
au  temps  ;  par  la  manière  dont  elles  sont  obtenues ,  on 
est  certain  que  ces  expressions  en  séries,  des  inconnues  d'un 
problème ,  en  renferment  la  solution  la  plus  générale  ;  il  y 
a  un  procédé  uniforme  pour  déterminer  dans  chaque  cas 
les  coefficiens  de  ces  séries,  d'après  l'état  initial  du  système  ; 
après  cette  détermination ,  si  l'on  fait  le  temps  égal  à  zéro 
dans  ces  séries ,  on  obtient  des  séries  particulières  qui  re- 
présentent les  fonctions  arbitraires  relatives  à  cet  état  ini- 
tial ,  mais  feulement  dans  l'étendue  du  système ,  n°*  5i3, 

5r4,  5i5  et  5i6 
Toute  solution  d'un  problème  dans  laquelle  on  n'a  pas  véri- 
fié,  à  posteriori,  l'exactitude  de  ces  dernières  séries,  ou 
démontré ,  à  priori,  la  généralité  de  l'intégrale  en  série  dont 
on  a  fait  usage,  doit  être  regardée  comme  insuffisante, 

n°5i7 

5  V.  Vibrations  transversales  dune  verge  élastique,  page  368 

On  énonce  les  diverses  sortes  de  vibrations  dont  une  verge 
élastique  est  susceptible,  et  entre  lesquelles  l'analyse  a  fait 
connaître  des  rapports  que  l'expérience  a  confirmés ,    n°  5 18 
Équation  du  mouvement  transversal ,  et  conditions  relatives 
aux  extrémités ,  n°  5 1 9 

Calcul  du  coefficient  que  renferme  cette  équation,  dans  dif- 
férentes hypothèses  sur  la  section  transversale  de  la  verge , 

n"  520 
Intégrale  en  série  de  celte  équation  ,  n°  52i 

Détermination  des  coefficiens  de  cette  série ,  d'après  l'état  ini- 
tial de  la  verge  ,  par  le  procédé  indiqué  dans  le  n°  5i5; 
formules  du  n°  5 16 ,  relatives  à  l'état  initial  de  la  verge  ; 
cas  où  elle  doit  prendre  un  mouvement  de  translation  ou  de 
cotation  ,  n°'  5ii  et  523 

On  démontre  ,  dans  le  cas  de  la  verge  libre  par  ses  deux  bouts,. 
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la  réalité  des  racines  de  l'équation  transcendante  qui  sert  à 
déterminer  les  coefriciens  du  temps  sous  les  sinus  et  cosinus 
contenus  dans  l'intégrale  en  série  ,  n°  5^4 

Condition  nour  que  la  verge  exécute  des  vibrations  isochrones  ; 
les  différens  tons  que  la  verge  libre  peut  faire  entendre,  dé- 
pendent des  racines  de  l'équation  précédente  ;  toutes  choses 
d'ailleurs  égales ,  ils  varient  avec  la  figure  de  la  section  trans- 
versale, et  leur  élévation  est  en  raison  inverse  du  carré  de 
la  longueur  ;  détermination  des  nœuds  de  vibration  qui  leur 
correspondent,  n°'  525  et  520 

Vibrations  isochrones  d'une  verge  encastrée  par  une  extrémité, 
et  libre  à  l'autre  bout ,  n°  527 

Calcul  du  nombre  de  vibrations  correspondant  au  ton  fonda- 
mental et  aux  tons  plus  élevés ,  dans  le  cas  de  cette  dernière 
verge  élastique ,  et  dans  le  cas  de  la  verge  libre  aux  deux 
extrémités,  n"  528 

Comparaison  des  nombres  de  vibrations  transversales  et  lon- 
gitudinales d'une  même  verge ,  n**  529 

CHAPITPtE  ÏX.  Equations  et  propriétés  générales  du 
mouvement  d'un  système  de  corps,  P^S^  ^9^ 

§  1".  Equations  générales  du  mouvement  y  ihid. 

Combinaison  du  principe  de  D'Aîembert  et  du  principe  des  vi- 
tesses virtuelles ,  n°  53o 

Elle  conduit  à  une  formule  générale,  d'où  l'on  déduira ,  par 
un  procédé  uniforme,  toutes  les  équations  différentielles  du 
mouvement  d'un  système  de  points  matériels ,  dont  la  liai- 
son mutuelle  est  exprimée  par  des  équations  données  ;  ce 
procédé  fera  aussi  connaître  les  tensions  des  liens  physi- 
ques ,  et  les  pressions  sur  des  surfaces  ou  sur  des  coui  iies 
données ,  qui  auront  lieu  pendant  le  mouvement ,      n°  53 1 

On  indique  l'usage  de  la  méthode  fondée  sur  la  variation  des 
constantes  arbitraires  pour  la  résolution  des  équations  pié- 
cédentes,  n°  532 
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Cas  où  l'une  des  équations,  qui  expriment  la  liaison  des  points 
du  système,  est  une  suite  d'une  ou  de  plusieurs  autres  de  ces 
e'quations;  exemple  d'un  problème  inde' termine',  quand  on 
fait  abstraction  de  l'extensibilité'  des  liens  physiques ,  et 
déterminé,  quand  on  y  a  égard,  quelque  petite  qu'elle 
soit ,  n°'  533  et  534 

Formule  analogue  à  celle  du  n°  53 1,  et  relative  aux  change- 
inens  brusques  de  vitesse  ,  n°  535 

Considération  essentielle  à  laquelle  il  faudra  avoir  e'gard  dans 
les  usages  qu'on  fera  de  cette  formule  ;  comment  ou  tiendra 
compte,  dans  cette  formule,  de  l'effet  du  frottement  pen- 
dant la  durée  des  cliangemens  brusques  ;  ce  serait  une  er- 
reur d'y  introduire  les  effets  des  forces  moléculaires,  qui  y 
sont  déjà  compris  implicitement ,  n"^  536  et  537 

Équations  différentielles  du  mouvement  de  translation  d'un 
système  entièrement  libre,  qui  sont  celles  de  son  centre  de 
gravité ,  n°  538 

Équations  différentielles  du  mouvement  de  rotation  du  même 
système  ;  elles  conservent  la  même  forme  ,  soit  que  le 
centre  du  mouvement  soit  un  point  fixe ,  ou  qu'il  soit  le 
centre  de  gravité  du  système,  n°^  539  et  ^4^ 

Les  sommes  des  quantités  de  mouvement  de  tous  les  points 
d'un  système  libre,  suivant  trois  axes  rectangulaires,  et 
leurs  momens  par  rapport  à  ces  axes ,  ne  varient  pas  dans 
les  changemens  brusques  de  vitesse  ;  équations  du  mouve- 
ment initial  de  translation  et  de  rotation  du  système  ;  com- 
ment on  peut  les  déduire  des  équations  de  ces  mouvemens  à 
un  instant  quelconque  ,  n°'  54i  et  54^ 

On  retrouve,  d'une  autre  manière,  les  formules  dun°  4^8,  re- 
latives aux  vitesses  de  rotation  ;  la  similitude  de  la  compo- 
sition de  ces  vitesses  et  de  la  composition  des  vitesses  de 
translation ,  peut  conduire  à  l'analogie  entre  la  composition 
des  momens  et  celle  des  forces  ,  n"  543 

5  II.  Lois  générales  des  petites  oscillations,  page  424 

Développemens  en  séries  des  coordonnées  des  points  du  sys- 
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ièrae,  et  des  expressions  des  forces  qui  leur  sont  appli- 
que'es,  n°  544 

Formation  des  équations  différentielles  linéaires  et  du  second 
ordre ,  d'où  dépendent  les  valeurs  approchées  des  inconnues 
du  problème,  auxquelles  valeurs  on  s'arrête  toujours  dans 
les  questions  de  ce  genre  ;  le  nombre  de  ces  équations,  égal 
à  celui  des  inconnues  indépendantes  entre  elles  ,  peut  s'éle- 
ver depuis  un  jusqu'à  trois  fois  le  nombre  des  mobiles  ; 
quand  les  mobiles  sont  des  points  maténels  en  nombre  in- 
fini ,  les  équations  différentielles  se  changent  en  équations 
aux  différences  partielles ,  n**  545 

Intégration  générale  de  ces  équations  différentielles  ;  conse- 
■quences  qui  s'en  déduisent;  principe  de  la  coexistence  des 
petites  oscillations,  n^*  546  et  047 

Cas  où  les   oscillations  ont   lieu   dans  un   milieu   résistant, 

n^  548 

Exemples  de  la  coexistence  des  petites  oscillations  ;  applica- 
tion du  principe  précédent  au  mouvement  d'un  point  pe- 
sant sur  un  ellipsoïde,  n"*  54^ 

Autre  théorème  général,  distinct  du  précédent,  et  qu'on  peut 
2i^i^Q\QX  principe  de  la  supeijjosition  des  petits  moui^emens; 
applications  nombreuses  de  ce  principe,  n°''  55o  et  55 1 

5  III.  Principes  de  la  conservation  du  niouvement  du  centre 
de  gravité  et  de  la  conservation  des  aires,  P^S^  44? 

Loi  générale  de  V égalité  de  l'action  à  la  réaction ,  n**  552 

Principe  de  la  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité y  fondé  sur  cette  loi  de  la  nature  ;  conséquences  diverses 
de  ce  principe  ,  n**  553 

Dans  le  mouvement  d'un  système  de  points  qui  ne  sont  soumis 
qu'à  leurs  actions  mutuelles,  les  momens  de  leurs  quanti- 
tés de  mouvement  sont  constans,  par  rapport  à  trois  axes 
qui  se  coupent ,  soit  en  un  point  6xe ,  soit  au  centre  de  gra- 
vité du  système,  soit  en  un  point  aninié  d'un  mouvement 
rectiligne  et  uniforme  ;  le  même  théorème  a  encore  lieu,  par 
rapport  à  un  point  fixe ,  quand  les  mobiles  sont ,  en  outre, 
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sollicités  par  des  forces  diiige'es  vers  ce  point,  n*"  554,  ^^^ 

et  556 

Détermination  du  moment  principal  de  ces  quantités  de  mou- 
vement ,  et  de  la  direction  de  son  axe ,  n°  557 

Dans  le  mouvement  de  rotation  de  la  terre  ,  ce  moment  prin- 
cipal est  indépendant  du  refroidissement  du  globe ,  des  ex- 
plosions volcaniques,  du  souffle  des  vents,  etc.;  consé- 
quence qui  en  résulte  relativement  à  la  durée  du  jour, 

n«558 

Autre  énoncé  des  théorèmes  précédens  ;  principe  de  la  conser- 
vation des  aires,  n°  55g 

Théoihme  à\i plan  invariable,  dans  toute  sa  généralité,  n°  56o 

Usage  de  ce  plan  et  d'une  droite  invariable  dont  il  est  ac- 
compagné dans  le  système  solaire ,  n°  56i 

Formules  pour  déterminer  ce  plan  à  un  instant  quelconque, 
en  ayant  égard  au  mouvement  de  translation  et  au  mouve- 
ment de  rotation  des  corps  célestes;  les  termes  qui  provien- 
nent du  mouvement  de  rotation  dépendent  de  la  constitu- 
tion intérieure  de  ces  corps,  et  dememeront  toujours 
inconnus;  on  fait  voir  qu'en  négligeant  la  partie  variable 
de  ces  termes ,  il  n'en  résultera  aucune  erreur  que  les  ob- 
servations puissent  jamais  rendre  sensible ,  n°  562 

Formules  du  plan  invariable,  rapportées  au  centre  du  so- 
leil, n«563 

§  IV.  Principes  des  forces  vives  et  de  la  moindre  action, 

page  475 

Équation  et  énoncé  du  principe  des  feu  ces  vives ,  n<*  564 

Conséquences  immédiates  de  ce  principe  ,  n°  565 

Calcul  des  forces  vives  dues  aux  forces  qui  émanent  de  cen- 
tres fixes,  aux  attractions  et  répulsions  mutuelles  des  corps 
du  système  ,  et  à  leurs  poids,  n°  566 

Variation  des  forces  vives  dues  aux  pressions  contre  des  sur- 
faces mobiles,  et  aux  frottemens;  à  l'égard  de  ces  forces,  le 
théorème  du  n°  564  ^'^  P^^^  ^^^"  î  ^^  ^^i*  voir  que  les  frot- 
temens et  les  résistances  des  milieux  produisent  toujours  des 
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diminutions  de  force  vive  ,  qui  finissent  par  ane'antir  le 
mouvement  du  système,  quand  ces  pertes  ne  sont  pas  répa- 
re'es  par  d'autres  forces ,  n°*  567  et  568 

Comment  la  force  vive  absolue  d'un  système  se  déduit  de  la 
force  vive  due  aux  vitesses  de  ses  différentes  parties  dans  leur 
mouvement  relatif  autour  du  centre  de  gravité  ;  application 
de  l'équation  générale  du  principe  des  forces  vives  au  système 
solaire  ;  usage  de  cette  équation  pour  reconnaître  si  l'action 
des  comètes  a  une  influence  sensible  sur  les  mouvemens  des 
autres  corps  célestes ,  n°  569 

La  proposition  relative  à  la  stabilité  de  l'équilibre  qu'on  a 
supposée  dans  le  n°  347,  est  maintenant  démontrée,  à  l'aide 
du  principe  des  forces  vives,  n®  $70 

Équation  relative  aux  changemens  brusques  de  vitesse,  et 
analogue  à  l'équation  du  principe  des  forces  vives  ;  vérifica- 
tion de  cette  équation  dans  le  mouvement  initial  d'un  corps 
solide  autour  d'un  point  fixe  ,  11°  671 

Au  moyen  de  cette  équation,  on  démontre  qu'il  y  a  toujours 
perte  de  force  vive  dans  le  choc  des  corps  dénués  d'élasti- 
cité, augmentation  dans  les  explosions  qui  séparent  les  par- 
ties des  corps,  et  invariabilité  dans  le  choc  des  corps  par- 
faitement élastiques,  n*^  572 
Énoncé  général  du  principe  de  la  moindre  action  ;  ce  prin- 
cipe, en  cela  différent  des  précédens,  ne  fait  connaître  au- 
cune intégrale  des  équations  différentielles  du  mouvement  ; 
résumé  des  intégrales  qui  sont  fournies  par  les  principes  de 
la  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité,  de  la 
conservation  des  aires  et  des  forces  vives ,                    n"  578 
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LIYRE  CINQUIÈME, 

HYDROSTATIQUE. 

CHAPITRE  I^.  Notions  préliminaires j,        page  5oï 

Objet  de  V Hydrostatique  ;  comment  on  y  considérera  les 
fluides ,  n°  674 

Distinction  entre  les  liquides,  les  fluides  ae'riforraes  et  les  va^ 
peurs ,  n''  575 

Proprie'té  caracte'ristique  des  fluides,  que  l'on  prendra  pour 
une  donnée  de  l'expérience,  et  qui  servira  de  base  à  l'Hydros- 
tatique ,  n°  576 

Explication  détaillée  de  cette  propriété;  définition  de  la  pres- 
sion rapportée  à  Tunité  de  surface  ,  n°'  577  et  678 

Démonstration  du  principe  des  vitesses  virtuelles  dans  l'équi- 
libre d'un  liquide  ,  n"  679 

Pression  exercée  par  un  fluide  élastique  ,  .  n°  58o 

CHAPITRE  IL  Équations  générales  de  V équilibre 
des  fluides^  page  617 

Formation  des  équations  générales ,  qui  sont  au  nombre  de 
trois,  entre   la  pression  intérieure  et  les  forces  données, 

n°^58iet582 

Condition  à  laquelle  ces  forces  doivent  satisfaire,  pour  que 
Téquilibre  soit  possible  j  équation  différentielle  de  la  surface 
libre  d'un  fluide ,  n**  583 

Propriété  de  cette  surface  j  définition  des  surfaces  et  des  cou- 
ches de  niveau,  n°  584 

Équilibre  d'un  liquide  homogène  soumis  à  des  attractions  di- 
rigées vers  des  centres  fixes ,  n°  585 

Condition  relative  aux  surfaces  de  niveau  d'un  liquide  hétéro- 
gène ou  d'un  fluide  élastique ,  n*^  ^i^ 
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Lois  de  la  densité  et  de  la  pression  dans  un  fluide  élastique  en 
équilibre  ,  n°  687 

€as  où  les  forces  qui  agissent  sur  les  points  d'un  fluide  sont 
leurs  actions  mutuelles;  parmi  ces  forces,  on  ne  doit  pas  te- 
nir compte  de  celles  qu'on  appelle  proprement^brce^  molé- 
culaires, et  qui  produisent  la  pression  à  laquelle  on  a  déjà  eu 
égard  dans  les  équations  générales  de  l'Hydrostatique;  ces 
équations  sont  nécessaires  et  suffis anles  pour  l'équilibre  des 
fluides  ,  n«  588 

Figure  constante  d'un  fluide  qui  tourne  autour  d'un  axe  fixe, 
ou  équilibre  des  forces  qui  le  sollicitent  et  des  forces  cen- 
trifuges provenant  de  la  rotation  ,  n"  689 

Figure  d'un  liquide  pesant ,  contenu  dans  un  vase  qui  tourne 
autour  d'un  axe  vertical,  n''  590 

La  figure  elliptique  de  révolution  satisfait  à  l'équilibre  d'un 
liquide  homogène,  tournant  autour  d'un  axe  fixe  et  soumis 
à  l'attraction  mutuelle  de  ses  points  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance  ,  pourvu  que  la  vitesse  de  rotation  ne 
dépasse  pas  une  certaine  limite  ;  en  deçà  de  cette  li- 
mite il  y  a  toujours  deux  aplatissemens  de  l'ellipsoïde, 
qui  répondent  à  une  vitesse  donnée  ;  au-delà,  la  figure 
elliptique  est  impossible  ;  mais  ce  n'est  que  quand  on  sup- 
pose l'aplatissement  très  petit ,  qu'il  est  démontré  que  la 
figure  elliptique  soit  la  seule  qui  convienne  à  l'équilibre , 

n'^  591 

Application  des  formules  d  u  numéro  précédent  ;  cas  où  le 
rapport  de  la  force  centrifuge  à  l'attraction  totale ,  qui  a 
lieu  à  J'équateur  ,  est  une  très  petite  fraction  ,  comme  dans 
le  mouvement  de  rotation  de  la  terre  ,  i\°  692 

Différence  essentielle  entre  les  couches  de  niveau  dans  uii 
fluide  soumis  à  l'action  mutuelle  de  ses  difïérens  points  y  et 
dans  un  fluide  dont  les  points  sont  sollicités  par  des  forces 
dirigées  vers  des  centres  fixes  et  donnés,  n**  693 

Équilibre  d'un  fluide  dont  les  points  s'attirent  proportion- 
nellement à  leurs  distances  mutuelles  ,  w"  094 
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CHAPIl'RE  III.   De  V équilibre  des  fluides  pesans^ 

page  554 

équilibre  d'un  liquide  liomogène  contenu  dans  un  vase  ;  la 
pression  sur  le  fond  du  vase  est  indépendante  de  sa  forme  , 

n^  595 

Équilibre  de  plusieurs  liquides  superposes  ;  valeur  de  la  pres- 
sion sur  le  fond  du  vase ,  n°  5g6 

Lois  de  l'e'quilibre  des  liquides  contenus  dans  des  vases  com- 
niuniquans  ,  n°  597 

Énumération  des  applications  principales  dont  ces  lois  sont 
susceptibles  ;  siphon ,  presse  hydraulique  ,  baromètre  ,. 
pompe ,  n°  698 

Pression  exerce'e  par  un  liquide  sur  une  paroi  plane  inclinée  ; 
le  centre  de  pression  est  toujours  plus  bas  que  le  centre  de 
gravité  ,  n**  699 

Exemples  de  la  détermination  du  centre  de  pression,     n°  600 

Pression  exercée  sur  un  corps  plongé  dans  un  liquide  ;  les 
pressions  horizontales  se  détruisent  ;  résultante  des  pres- 
sions verticales ,  n°*  601  ,  602 ,  6o3 

Perte  de  poids  d'un  corps  pesé  dans  un  fluide  ;  détermina- 
tion de  la  pesanteur  spécifique ,  au  moyen  de  la  balance 
hydrostatique ,  n°  6o4 

Pression  exercée  par  un  liquide  sur  la  surface  entière  du  vase 
qui  le  contient  ;  principe  des  machines  à  réaction  ,     n°  6o5 

CHAPITRE  IV.  De  V équilibre  et  du  mouvement  des 
corps  flottans j  page  579 

Conditions  de  l'équilibre  d'un  corps  flottant;  problème  de 
géométrie  auquel  se  réduit  la  détermination  des  positions 
d'équilibre  d'un  corps  homogène  ,  n°  606 

Solution  complète  de  ce  problème ,  dans  le  cas  d'un  prisme 
triangulaire  couché  horizontalement ,  n°'  607  et  608 

Cas  où  la  base  de  ce  prisme  est  un  triangle  isocèle  ;  cas  où 
elle  est  un  triangle  équilatéral,  n°*  609  et  61© 
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Équilibre  d'un  prisme ,  d'un  cylindre  et  d'un  solide  de  re'- 
voluiion ,  dans  une  situation  verticale  ;  usage  des  pesé- 
liqueurs  ,  n"^  6 1 1 

Règle  du  métacentre  pour  s'assurer ,  dans  un  cas  particulier, 
de  la  stabilité'  de  l'équilibre  d'un  corps  flottant ,        n°  612 

Application  du  principe  des  forces  vives  au  mouvement  d'un 
corps  flottant  de  forme  quelconque ,  très  peu  e'carte'  d'une 
position  d'équilibre  ;  condition  générale  de  la  stabilité  de 
cet  équilibre,  n°'6i3,  6i4,6i5et6i6 

Détermination  des  petites  oscillations  d'un  corps  flottant, 
symétrique  par  rapport  à  une  section  verticale;  oscilla- 
tions verticales  du  centre  de  gravité  ;  oscillations  du  corps 
autour  d'un  axe  passant  par  ce  point  et  perpendiculaire  à 
cette  section  ,  n°*  61^  et  618 

CHAPITRE  V.  De  la  mesure  des  hauteurs  par 
l'observation  du  baromètre  ^  P^g^  ^^9 

La  pression  barométrique  est  égale  au  poids  de  la  colonne 
d'air  supérieure;  sa  diminution  fera  connaître  la  hauteur 
verticale  de  l'élévation  ,  n**  619 

Masse  totale  de  l'atmosphère  comparée  à  celle  de  la  terre  ; 
limite  de  la  hauteur  de  l'atmosphère  ;  décroissement  de  la 
température  à  mesure  qu'on  s'élève  au-dessus  de  la  terre  , 

n^  620 

Manomètre  ;  usage  qu'on  pourrait  faire  de  cet  instrument 
pour  comparer  les  intensités  de  la  pesanteur  à  difîérentes 
latitudes  ,  n°  621 

A  température  égale ,  la  densité  d'un  fluide  élastique  est 
proportionnelle  à  la  pression  qu'il  éprouve ,  ce  qui  cons- 
titue la  loi  de  Mariotle  ,  n"  62a 

Usage  de  cette  loi  pour  calculer  l'élévation  de  l'eau  dans 
une  pompe  ,  quand  il  se  trouve  de  l'air  au-dessous  du 
piston ,  ii°  623 

Dilatation  égale  et  uniforme  de  tous  les  gaz  par  les  vapeurs, 
pour  des  degrés  égaux  de  température  ,  mesurés  sous  une 
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pression  constante  par  le  thermomètre  à  air;  coefficient  dé 
la  dilatation  pour  chaque  degré  ;  ce  coefficient ,  commun 
à  tous  les  fluides  élastiques,  n'est  pas  rigoureusement 
constant ,  quand  la  température  est  mesurée  par  un  ther- 
momètre à  mercure  j  équation  qui  donne  la  pression  en 
fonction  de  la  densité  et  de  la  température  ;  calcul  du 
rapport  de  la  pression  à  la  densité  ,  dans  l'air  parfaite- 
ment sec  et  dans  l'air  au  maximum  d'humidité ,  pour  la 
température  zéro  ,  n"'  624  et  62,6 

Équation  d'équilibre  d'une  colonne  verticale  de  l'atmosphère  ; 
loi  de  la  pression  et  de  la  densité  ;  on  vérifie  que  le  poids 
total  de  la  colonne  est  équivalent  à  la  pression  inférieure  , 

n«626 

Mouvement  d'un  ballon  qui  s'élève  dans  Vair  ,  n°  627 

Formule  pour  la  mesure  des  hauteurs  par  l'observation  du 
baromètre  ;  le  coefficient  constant  de  cette  formule  s'ac- 
corde avec  la  moyenne  d'un  grand  nombre  de  hauteurs 
mesurées  trigonométriquement,  n°  €128 

Modification  qu'on  doit  faire  subir  à  cette  formule ,  d'après 
la  remarque  du  n°  d.65,  quand  on  veut  la  faire  servir  ù 
calculer  la  hauteur  d'un  lieu  au-dessus  du  niveau  de  la  mer  ; 
exemple  de  ce  calcul,  n**  629 

Formule  moins  exacte  ,  mais  plus  simple  que  la  précédente  , 
et  qui  suffit  aux  usages  ordinaires  ;  comment  on  peut  subs- 
tituer à  l'observation  du  baromètre ,  celle  du  degré  de  l'é- 
buUition  de  l'eau  à  différentes  hauteurs ,  n°  63o 

Remarques  relatives  à  la  densité  et  à  la  force  élastique  ou 
tension  des  vapeurs  ;  formule  qui  donne  la  densité  de  l'air 
mouillé  ,  d'après  la  tension  de  la  vapeur  qu'il  renferme  ,  et 
la  densité  de  l'air  parfaitement  sec  ,  n°  63 1 

Comparaison  de  l'atinosphère  aqueuse  qui  se  formerait ,  si 
notre  atmosphère  n'existait  pas ,  à  la  quantité  de  vapeur 
d'eau  que  notre  atmosphère  peut  contenir,  n**  682 
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CHAPITRE  VI.  De  la  force  élastique  et  de  la  cha- 
leur des  gaz  ,  page  657 

Cas  où  l'on  a  besoin  de  connaître  les  variations  de  la  pression 
et  de  la  température  d'un  gaz,  produites  par  celles  de  la 
densité' ,  sans  que  la  quantité'  de  chaleur   varie  ,  n°  633 

Définition  de  la  chaleur  spécifique  ,  soit  à  volume  constant, 
soit  à  pression  constante  ;  équation  aux  différences  par- 
tielles d'où  dépend  la  quantité  de  chaleur  en  fonction 
de  la  pression  et  de  la  densité,  n°  634 

Expérience  propre  à  déterminer  l'accroissement  de  tempé- 
rature d'un  gaz  ,  correspondant  à  une  petite  condensation 
sans  perte  de  chaleur  ;  calcul  numérique  de  cet  accroisse- 
ment de  température  ,  qui  peut  aussi  se  déduire  de  la 
vitesse  du  son  ,  n''  635 

Comment  cet  accroissement  de  température  est  lié  au  rap- 
port des  deux  chaleurs  spécifiques  du  gaz  ;  valeurs  diffé- 
rentes de  ce  rapport ,  données  par  l'expérience  ;  on  le 
regarde  comine  indépendant  de  la  température  et  de  la 
pression  dans  l'air  atmosphérique  ,  n°^  636  et  637 

Intégration  de  l'équation  du  n°  634  ?  dans  l'hypothèse  de  ce 
rapport  constant  ;  lois  delà  pression  et  de  la  température 
en  fonctions  de  la  densité ,  quand  la  quantité  de  chaleur 
est  invariable  ,  n*^  638 

Expression  de  la  quantité  de  chaleur  en  fonction  de  la  tem- 
pérature et  de  la  densité' ,  dans  l'hypothèse  que  la  chaleur 
spécifique  du  gaz  est  indépendante  de  la  température 
mesurée  par  un  thermomètre  à  air  ;  chaleur  spécifique 
en  fonction  de  la  pression  ;  application  à  l'air  atmosphé- 
rique ;  rapport  des  quantités  de  chaleur  perdue ,  par  un 
même  volume  d'air ,  sous  différentes  pressions  ;  ce  rapport 
est  confirmé  par  l'expérience ,  no  63q 

Application  des  formules  précédentes  à  la  vapeur  d'eau  ;  re- 
marque relative  aux  machines  à  vapeur  à  hautes  pressions, 

n°^  640  et  641 
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Mouvement  du  piston  dans  une  machine  à  vapeur;  e'tat  de 
la  vapeur  à  un  instant  quelconque  ;  calcul  de  la  force  vive 
produite  par  la  chute  ou  l'élévation  du  piston  ;  détente^  de 
la  vapeur ,  n°  642 

La  force  élastique  du  mélange  de  plusieurs  gaz  est  égale  à 
la  somme  des  forces  élastiques  de  ces  fluides  ;  équation  qui 
détermine  la  chaleur  spécifique  du  mélange,  d'après  celles 
des  gaz  mélangés,  en  proportion  donnée;  le  rapport  des 
chaleurs  spécifiques  à  pression  constante  et  à  volume  cons- 
tant ,  ne  peut  pas  être  indépendant  de  la  pression  dans 
les  gaz  mélangés  ,  n°*  643  et  644 


LIVRE  SIXIÈME. 

HYDRODYNAMIQUE. 

CHAPITRE  I".  Équations  générales  du  mouvement 
des  fluides^  page  665 

Objet  de  V hydrodynamique^  observation  relative  à  la  pro- 
priété caractéristique  des  fluides,  sur  laquelle  sont  fon- 
dées les  équations  générales  de  l'équilibre  des  fluides  ; 
comparaison  entre  cette  propriété  et  la  loi  de  Mariotte  ;  on 
admettra ,  dans  ce  traité ,  que  cette  propriété  a  lieu  dans 
l'état  de  mouvement ,  n°  645 

Expressions  des  composantes  de  la  vitesse  du  fluide,  en  un 
point  et  à  un  instant  quelconques  ;  accroissemens  infini- 
ment petits  de  ces  composantes  pour  un  même  point  du 
fluide;  accroissement  de  la  densité,  et,  généralement, 
d'une  fonction  quelconque  du  temps  et  des  trois  coordon- 
nées considérées  comme  des  fonctions  du  temps  ,  n°  646 

Équations  différentielles  du  mouvement  des  fluides  qui  se 
déduisent  de  celles  de  leur  équilibre ,  par  le  principe  de 
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D'Aleinbert  ;  équation  relative  à  la  surface  libre  d'un  fluide 
en  mouvement ,  n°  647 

Quatrième  e'quation  du  mouvement  des  fluides  ;  sa  décompo- 
sition en  deux  autres ,  dans  le  cas  des  liquides  ;  valeur  de 
la  pression  en  fonction  de  la  température  et  de  la  den- 
sité ,  dans  le  cas  des  fluides  élastiques ,         n""  648  et  649 

Dans  un  liquide  en  mouvement  dont  la  température  varie 
d'un  point  à  un  autre  et  avec  le  temps  ,  la  distribution 
de  la  cbaleur  dépend  de  la  même  équation  que  dans  un 
corps  solide  bétérogène  ;  dans  un  fluide  élastique  ,  cette 
équation  doit  être  remplacée  par  une  autre ,  dont  on  in- 
dique la  formation  ,  n**  65o 

On  explique  pourquoi  la  quatrième  équation  du  mouvement 
des  fluides  s'appelle  équation  de  la  continuité  ^  exemples 
de  mouvemens  dans  lesquels  elle  n'a  pas  lieu  ,  n"  65 1 

Conditions  relatives  à  la  superflcie  des  fluides ,  que  l'on  a 
coutume  d'ajouter  aux  équations  de  leur  mouvement,  dans 
les  difîerens  problèmes  d'bydrodynamique ,  652 

Réduction  des  équations  du  mouvement  des  fluides  à  un 
moindre  nombre  et  à  une  forme  plus  simple  ,  dans  un 
cas  très  étendu  ,  n"  653 

On  démontre,  en  général,  que  si  la  condition  nécessaire  pour 
que  cette  réduction  ait  lieu  ,  se  vérifie  à  l'origine  du  mou- 
vement, elle  sera  satisfaite  pendant  toute  sa  duiée  ,  n°  654 

Mouvement  d'un  liquide  qui  tourne,  sans  changer  de  figure, 
autour  d'un  axe  fixe  ;  on  retrouve ,  d'après  les  équations 
générales  de  l'hydrodynamique  ,  l'équation  de  la  surface 
qu'on  avait  déduite  précédemment  (  n"  589)  de  l'équi- 
libre dès  forces  centrifuges ,  jointes  aux  forces  motrices  des 
points  du  fluide  ,  n°  655 

CHAPITRE  IL  De  la  propagation  du  son,  page  6g S 

Indication  des  ouvrages  où  l'on  trouvera  les  principaux  résul- 
tats qui  ont  été  déduits,  jusqu'à  présent,  des  équations- 
générales  du  mouvement  des  fluides  ,  n°  Ç)^Çy 

Equation  générale  aux  difl'érences  partielles,  d'où  dépend  la 
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théorie  du  son ,   dans  la  supposition  du  n°  653 ,  qui  con- 
vient aux  deux  cas  particuliers  qu'on  va  considérer  ,  n**  667 

Cas  où  Fair  est  contenu  dans  un  tuyau  cylindrique  ;  le 
mouvement  est  le  même  que  suivant  la  longueur  d'une 
verge  élastique  ;  comment  les  différens  tons  d'un  instru- 
ment à  vent  peuvent  servir  à  déterminer  le  rapport  des 
chaleurs  spécifiques  à  volume  constant  et  sous  une  pression 
constante ,  pour  les  différens  gaz  que  l'on  fait  vibrer  dans 
cet  instrument  ,  n**  658 

Propagation  du  son  à  l'air  libre,  dans  le  cas  où  le  mouve- 
ment est  semblable  en  tous  sens  autour  du  centre  de  l'é- 
branlement ;  intégration .,  sous  forme  finie  ,  de  l'équation 
relative  à  ce  mouvement  ;  détermination  des  deux  fonc- 
tions arbitraires  qu'elle  renferme ,  n°^  669  et  660 

La  vitesse  de  cette  propagation  est  la  même  que  dans  un 
tuyau  cylindrique;  intensité  du  son  à  mie  grande  distance 
du  lieu  de  l'ébranlement  ;  elle  dépend,  toutes  choses  d'ail- 
leurs égales  ,  de  la  densité  de  l'air  en  cet  endroit;  à  quoi 
l'on  doit  attribuer,  suivant  Euler,  la  différence  d'une 
syllabe  à  une  autre  ,  chantées  avec  la  même  force  et  sur  le 
même  ton  ,  n°  661 

Coexistence  des  sons  dans  un  air  ébranlé  simultanément  en 
plusieurs   endroits,  n°  662 

Piéîlexion  du  son  sur  un  plan  fixe  ,  qui  s'étend  indéfinimen  t 
en  tous  sens  ,  n°  663 

Calcul  numérique  de  la  vitesse  du  son  dans  l'air;  comparaison 
du  résultat  de  ce  calcul  à  celui  de  l'observation ,         n"  664 

Différence  entre  les  formules  de  la  vitesse  du  son,  données 
par  JNewton  et  par  Laplace  ;  cause  de  la  propagation  du 
son  dans  les  vapeurs  au  maximum  de  densité  ,         n°  665 

Vitesse  de  la  propagation  du  son  dans  l'eau  ,  n°  666 

CHAPITRE  ni.  Du  moiwement  des  fluides  dans  ime 
hypothèse ,  particulière j  P^§^  721 

On  explique  en  quoi  consiste  cette  hypothèse,  qui  ne  peut 
conduire  qu'à  une  solution  approximative  ;  elle  est  connue 
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sous  la  dénomination  à^ hypothèse  du  parallélisine  des 
tranches;  elle  réduit  le  problème  à  la  détermination  de 
deux  inconnues,  savoir,  la  pression  et  la  vitesse  de  chaque 
tranche  ,  n°  667 

Formules  qui  feront  connaître  ces  deux  inconnues,  en  un 
point  quelconque  du  vase  d'où  le  liquide  s'écoule  par  un 
orifice  horizontal ,  lorsque  l'on  connaîtra  la  vitesse  qui  a 
lieu  à  cet  orifice  ,  n°^  668  et  669 

Équations  différentielles  d'où  dépend  cette  vitesse  et  la 
hauteur  du  niveau  du  liquide  au-dessus  de  l'orifice  ,  n"  670 

Solution  complète  du  problème;,  et  calcul  de  la  dépense 
du  fluide ,  dans  le  cas  où  le  niveau  du  liquide  est  entretenu 
à  une  hauteur  constante  ,  n*'  671 

Cas  où  le  niveau  est  variable  ;  application  au  mouvement  de 
l'eau  qui  sort  d'un   cylindre,  par   un   orifice  horizontal, 

n«^  672  et  673 

Examen  particulier  du  cas  où  l'orifice  est  très  petit;  théo- 
rème relatif  à  la  vitesse  du  fluide  à  cet  orifice ,  horizontal 
ou  incliné  ,  n°^  674  et  675 

La  dépense  observée  s'écarte  beaucoup  de  celle  qui  résulterait 
de  ce  théorème ,  dans  le  cas  de  l'orifice  en  mince  paroi  ; 
explication  qu'on  donne  de  cette  différence;  contraction 
de  la  veine  fluide  ;  augmentation  de  la  dépense  produite 
par  un  ajutage ,  n°  676 

Mouvement  d'un  fluide  élastique  qui  sort  d'un  vase  par  un 
orifice  ,  dans  l'hypothèse  du  parallélisme  des  tranches  ; 
vitesse    de   l'écoulement;   cas   où   Forifice  est  très  petit, 

n"^  677  et  778 

ADDITION 

Relative  à  l'usage  du  principe  des  forces  vives  dans  le  calcul 
des  machines  en  mouvement. 

Objet  de  cette  addition ,  11°  679 

Définition   des   forces  mouvantes  et  des    forces  résistantes  ; 

équation  différentielle  suffisante  pour  déterminer  le  mouve- 

C 
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ment  d'une  machine;  transformation  de  cette  équation, 
dans  laquelle  ces  deux  sortes  de  forces  sont  distinguées 
l'une  de  l'autre  ,  n°^  680  et  681 

Équation  du  principe  des  forces  vives ,  sous  la  forme  où  on 
l'emploie  dans  le  calcul  des  machines  en  mouvement;  défi- 
nition de  la  quantité  de  travail  élémentaire,  du  travail 
moteur  et  du  travail  résistant,  11°  682 

Quantité  de  travail  due  à  la  chute  ou  à  l'élévation  d'un  poids  ; 
unité  dynamique^  mesures  d'une  quantité  de  travail  et 
d'une    force    vive  quelconques ,    en   unités    dynamiques , 

n°  683 

Équations  qui  ont  lieu  quand  une  machine  part  du  repos 
et  quand  elle  est  parvenue  à  un  état  permanent;  considé- 
ration du  frottement  et  des  autres  résistances  ;  effet  gé- 
néral d'une  machine  ,  n°  684 

Définition  et  usage  du  volant  dans  les  machines ,  n°  685 

Effets  nuisibles  des  chocs  et  des  changemens  brusques  de 
vitesse  dans  les  machines  ,  n°  686 

La  diminution  graduelle  de  la  force  vive ,  due  aux  frottemens 
et  aux  résistances  des  milieux ,  peut  aussi  être  produite 
par  la  communication  d'une  partie  du  mouvement  aux 
supports  de  la  machine  ;  exemple  de  cet  effet  ;  ces  diverses 
causes  détruisent  totalement  la  force  vive ,  et  finissent  par 
réduire  les  machines  au  repos  ,  quand  les  forces  mouvantes 
ont  cessé  d'agir,  n°  687 

Notion  relative  à  la  quantité  de  travail  d'un  homme  ou  d'un 
animal  marchant  et  portant  ou  traînant  un  fardeau ,  sur 
une  route  horizontale  ou  inclinée  ,  n°  688 

Distinction  des  vitesses  communes  et  des  vitesses  relatives  des 
différens  points  d'une  machine  en  mouvement ,  n°  689 

Transformation  de  la  formule  générale  du  n°  53 1 ,  dans 
laquelle  on  distingue  entre  elles  les  différentes  sortes  de 
forces  qui  agissent  sur  les  points  d'un  système  quel- 
conque, n°6go 

Application  de  cette  formule  transformée  aux  cas  où  l'on 
prend  successivement  pour  les  déplacemens  de  ces  points, 
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ceux  qui  résultent  de  leurs  vitesses  absolues,  et  ceux  qui 
re'sultent  de  leurs  vitesses  relatives,  n^^Ggi  et  69a 

Équation  des  forces  vives  dues  aux  vitesses  relatives  des  points 
d'une  machine  ;  e'quation  re'sultante  de  la  combinaison  de 
celle  des  forces  vives  dues  aux  vitesses  absolues  ,  et  de  celle 
des  forces  vives  dues  aux  vitesses  relatives  ;  autre  équation 
qui  se  déduit  de  la  précédente  dans  un  cas  particulier,  et 
qu'on  peut    regarder    comme    évidente   en    elle  -  même  , 

n"  693  et  694 

Application  de  cette  dernière  équation  au  choc  d'un  corps  so- 
lide contre  un  plan ,  et  à  la  pression  d'un  corps  pesant  contre 
un  plan  animé  d'une  vitesse  donnée ,  *        n°  6g5 

Usage  de  cette  même  équation,  pour  déterminer  la  pression 
d'une  veine  fluide  en  mouvement  contre  un  plan  incliné 
ou  perpendiculaire  à  sa  direction,  en  mouvement  ou  eu 
repos ,  n*»  696 
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Supplément  à  V errata  du  premier  volume. 


Page  xxvi,  lignes  7  et  8,  chemins  de  fer,  lisez  ponts  saspendus 
i3,  ligne    4?  les  perpendiculaires,  ^/^ez  la  perpendiculaire 
17,  8,   X ■=  o ,  lisez  X  z=.  a 

i57,  i'"^  en  remontant,  ^c, /fiez  \/èc 

180,  10,  Taxe  Ox, /iVez  l'axe  Da: 

186,  2  en  remontant,  zt,  lisez  r  (dans  les  trois  équations) 

348,  6  en  remontant,  C=  5 «fc,  Zi^ez  £■=  1*3 

4iOj  9  ^^  descendant ,  et  i^e  en  remontant ,  cos  C  doit  être  au  nu- 

mérateur, au  lieu  d'être  au  dénominateur 

4'7>  ^5  ^^  faut  excepter  la  planète  Mercure,  dont  rexcenliicitè' 

surpasse  un  cinquième. 

419,  i""^,  5o",22427,  Usez  5o",23427 

424,  cos  cT,  lisez  sin  cT 

436,  4?   nt  -\^i  ,  lisez  nt-i-  è — a) 

5io,  i^^e  en  remontant,  n'*  24,  lisez  no  161 


Errata  du  second  volume. 


Page  23o,  ligne    5  en  remontant.  G,  lisez  G' 

247,  4  ^^  remontant,  ajoutez  n*  4^3  bis 

25o,  9,   CG,  lisez  KG 

289,  ire,  KG',  lisez  K.'G' 

2,  K'C,  lisez  ¥JC 
ï5,  GK',/«e2G'K' 
3oi,  3,  AGH,  Zi^sezACH 

5,  DG,  lisez  DC 
3o2,  g,   la  pointe,  lisez  les  points 

447,  3,  §  II,  lisez  §  m 

598,  7,  AB,  lisez  AG 
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CHAPITRE  PREMIER. 

PRINCIPE   GENERAL    DE   LA  DYNAMIQUE. 

35o.  Lorsque  des  points  matériels,  soumis  à  des 
forces  données,  sont  lies  entre  eux  dune  manière 
quelconque,  ils  prennent,  à  chaque  instant,  des  vi- 
tesses infiniment  petites,  différentes  de  celles  que  ces 
forces  leur  imprimeraient  s'ils  étaient  libres.  Ces 
forcés  étant  connues,  ces  dernières  vitesses  le  sont 
aussi  ;  et  le  problème  général  de^  la  Dynamique 
consiste  à  en  déduire,  en  grandeur  et  en  direction, 

2.  2 
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les  accroisseiiiens  de  vitesse  qui  ont  réellement  lieu. 
Sa  solution  dépend  d'un  principe  très  simple  que  l'on 
doit  à  D'Alembert ,  et  d'après  lequel  on  ramène  toutes 
les  questions  relatives  au  mouvement,  à  de  simples 
questions  d'équilibre,  toujours  résolubles  par  les  rè- 
gles exposées  dans  le  livre  précédent. 

Pour  énoncer  ce  principe  d'une  manière  précise , 
soient  m  la  masse  d'un  des  points  matériels  que  l'on 
considère ,  et  iir  la  vitesse  que  la  force  qui  le  solli- 
cite lui  imprimerait,  s'il  était  libre ,  dans  un  temps  t 
infiniment  petit.  Appelons  qr  l'accroissement  de  vi- 
tesse qui  aura  également  lieu  pendant  ce  même  ins- 
tant ,  et  dont  la  direction  différera  ,  en  général ,  de 
celle  de  la  vitesse  donnée  ur.  Par  la  règle  du  paral- 
lélogramme des  forces,  qui  s'applique  également  aux 
vitesses  (n°  i45),  décomposons  ur  en  deux  autres  vi- 
tesses ,  dont  l'une  soit  qr  y  et  l'autre  sera  représentée 
par  pr.  La  force  motrice  appliquée  au  mobile  aura 
le  produit  mu  pour  mesure  ;  celles  qui  seraient  capa- 
bles des  vitesses  qr  et  pr ,  auront  pour  valeurs  mq 
et  mp;  et  nous  pourrons  regarder  la  force  donnée 
mz^  comme  la  résultante  de  la  force  mq^  a  laquelle  est 
du  l'accroissement  de  vitesse  qui  a  réellement  lieu  , 
et  de  la  force  mp,  dont  l'effet  est  détruit  par  la  liaison 
des  points  du  système.  Nous  appellerons  cette  der- 
nière la  force  perdue. 

Désignons  par  les  mêmes  lettres  avec  des  accens , 
savoir,  m',  u',  q',  p' ;  m\  u',  q">  p",  etc.,  les  quan- 
tités analogues  à  m,  u,  q,  p,  qui  répondent  aux  au- 
tres points  du  système.  Quels  que  soient  leur  nombre 
et  leur  liaison  mutuelle,  il  est  évident  que  les  forces 
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perdues  mp ,  m'p\  Tn!'p",  etc. ,  devront  se  faire  équi- 
libre; car  si  cet  équilibre  n'avait  pas  lieu,  ces  forces 
produiraient  de  certaines  vitesses  infiniment  petites 
pendant  l'instant  r ,  et ,  par  conséquent ,  qr  ,  q'r' , 
(['t^',  etc.,  ne  seraient  plus,  contre  l'hjpothèse ,  les 
accroissemens  de  vitesse  qui  ont  réellement  lieu. 

C'est  en  cela  que  consiste  le  principe  de  D'Aîem- 
bert.  Au  lieu  des  forces  mp ,  m!p\  Td'p)\  etc.,  on  peut 
mettre,  dans  les  équations  d'équilibre  du  système 
que  l'on  considère,  les  quantités  de  mouvement  mpr, 
m'p'r^  m"p''r ,  qui  leur  sont  proportionnelles,  et 
alors  on  dit  qu'il  y  a  équilibre  entre  les  quantités  de 
mouvement  infiniment  petites,  perdues  dans  chaque 
instant  par  tous  les  points  du  système,  en  vertu  de 
leur  liaison  mutuelle. 

55 1.  On  peut  changer  cet  énoncé  général  en  un 
autre  qui  sera  souvent  plus  commode. 

Observons,  pour  cela,  que  mu  étant  la  résultante 
de  mq  et  jnp,  chacune  de  ces  composantes,  la  se- 
conde par  exemple ,  est  aussi  la  résultante  de  mu  et 
de  Fautre  composante  m/] ,  prise  en  sens  contrais^e  de 
sa  direction;  en  remplaçant  ainsi  chacune  des  forces 
perdues  mp ,  m'p',  m!'p',  etc.,  par  les  deux  forces  dont 
elle  est  la  résultante ,  nous  voyojis  que  le  principe  de 
D'Alembert  revient  à  dire  qu'il  y  a  constamment  équi- 
libre entre  les  forces  données,  qui  agissent  sur  tous 
les  points  d'un  système  de  points  matériels  en  mou- 
vement, et  les  forces  auxquelles  sont  dus  les  accrois- 
semens  infiniment  petits  de  vitesse  qui  ont  lieu  à 
chaque  instant,  ces  dernières  forces  étant  prises  en 
sens  contraire  de  leurs  directions.  On  remplacera ,  si 
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l'on  veut ,  les  premières  forces  par  les  quantite's  de 

mouvemeot  mur ,  m'u'r^  ml'iéW,  etc.,  et  les  dernières 

par  mqr ,  m'q'r,  ni!'<^'ry  etc. ,  en  donnant  à  chacune 

des  vitesses  q^  q',  q",  etc. ,  une  direction  contraire  à 

la  sienne,  et  laissant  a  u,  u',  i2\  etc. ,  leurs  propres 

directions. 

Ce  second  énoncé  a  Favantage  de  conduire  immé- 
diatement à  des  équations  entre  les  inconnues  q ,  ^', 
d^  etc.,  et  les  données  du  problème,  qui  sont  les  vi- 
tesses u ,  u  y  lé',  etc.  Ces  équations  résulteront ,  soit 
des  conditions  d'équilibre,  soit  des  liaisons  qui  au- 
ront lieu,  dans  chaque  cas,  entre  les  points  du  sys- 
tème; elles  seront  toujours  en  même  nombre  que  les 
coordonnées  de  tous  ces  points  (n°  542) ,  et ,  consé- 
quemment,  en  même  nombre  que  les  composantes 
des  vitesses  q,  q' ,  (^\  etc. ,  parallèles  aux  axes  de  ces 
coordonnées;  en  sorte  quelles  feront  connaître,  en 
grandeur  et  en  direction,  les  accroissemens  dévitesse 
de  tous  les  mobiles  à  chaque  instant;  ce  qui  est, 
comme  nous  l'avons  dit,  la  solution  générale  du  pro- 
blème de  la  Dynamique.  Remonter  ensuite  de  ces  ac- 
croissemens infiniment  petits  aux  vitesses  et  aux 
coordonnées  du  mobile  en  fonctions  du  temps ,  est 
une  question  de  calcul  intégral. 

552.  Lorsque  les  forces  mq  ^  mfq%  rd'c[\  etc.,  au- 
ront été  déterminées ,  si  on  les  prend  en  sens  con- 
traire de  leurs  directions ,  et  qu'on  les  compose  avec 
les  forces  données  mu ,  m!u' ,  iri'il\  etc. ,  on  aura  les 
forces  perdues  mp ,  m'p%  m!'p",  etc.  C'est  à  ces  der- 
nières forces  que  sont  dues  les  tensions  des  fils ,  des 
verges  élastiques  et  de  tous  les  liens  physiques  qui 
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peuvent  exister  entre  les  différens  points  du  système, 
ainsi  que  les  pressions  exercées  sur  les  surfaces  et  les 
courbes  données  qu'ils  peuvent  être  obligés  de  par- 
courir; et,  d'après  le  premier  énoncé  du  principe  de 
D'Alembert,  ces  pressions  ou  tensions  se  détermine- 
ront, dans  l'état  de  mouvement  de  système ,  par  les 
règles  de  la  Statique  appliquées  aux  forces  per- 
dues (no  545). 

Pendant  le  mouvement,  une  partie  de  la  force 
donnée,  qui  agit  sur  chaque  mobile,  est  donc  em- 
ployée à  faire  varier  sa  vitesse ,  et  n'a  aucune  in- 
fluence sur  les  pressions  ou  tensions  dont  il  s'agit;  et 
l'autre  partie,  qu'on  regarde  comme  détruite  ou  per- 
due, produit  ces  tensions  ou  pressions,  et  n'influe 
nullement  sur  la  vitesse.  Lorsque  le  système  est  par- 
venu à  un  état  permanent  dans  lequel  tous  les  points 
qui  le  composent  se  meuvent  uniformément,  la  pre- 
mière partie  de  chaque  force  est  nulle ,  et  la  force  en- 
tière est  détruite,  c'est-à-dire,  employée  à  produire 
les  pressions  contre  les  obstacles  fixes ,  et  les  ten- 
sions des  liens  physiques  ,  comme  si  ce  système 
était  en  équilibre. 

Supposons ,  d'après  cela ,  qu'une  corde  soit  en 
mouvement  suivant  sa  longueur,  et  que  des  forces 
données  agissent  à  ses  deux  bouts  suivant  ses  prolon- 
gemens.  Si  ce  mouvement  demeure  uniforme ,  les 
deux  forces  seront  égales,  et  leur  valeur  commune 
exprimera  la  tension  de  la  corde  ;  si ,  au  contraire  , 
les  deux  forces  sont  inégales,  l'excès  de  la  plus  grande 
sur  la  plus  petite  sera  employé  à  accélérer  ou  a  re- 
tarder le  mouvement  de  la  corde,  et  sa  tension  aura 
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pour  mesure  la  partie  de  la  plus  grande  force  dé- 
truite par  la  plus  petite,  ou  égale  et  contraire  à  celle- 
ci.  Par  exemple,  lorsqu'un  cheval  traîne  un  fardeau 
sur  une  route,  et  que  le  mouvement  du  sjstçme  de- 
meure uniforme,  l'effort  du  cheval,  parallèlement  à 
la  route,  est  égal  au  poids  du  fardeau  décomposé 
suivant  cette  direction ,  plus  le  frottement  du  fardeau 
contre  la  route;  il  est  constant  quand  l'état  de  la 
route  et  son  inclinaison  ne  varient  pas;  si  on  le  sup- 
pose transmis  au  fardeau  par  le  moyen  de  plusieurs 
cordons  parallèles  entre  eux  et  à  la  route,  l'effort  to- 
tal sera  égal  à  la  somme  des  tensions  de  tous  ces 
cordons;  et,  dans  la  pratique,  on  mesure  l'effort 
exercé  suivant  chaque  cordon  par  l'extension  d'un 
ressort  interposé  suivant  sa  longueur.  L'inclinaison 
et  letat  de  la  route  ne  changeant  pas,  si  les  efforts  de 
l'animal  augmentent  ou  diminuent,  le  mouvement 
du  système  s'accélère  ou  se  ralentit,  sans  que  les 
tensions  éprouvent  aucune  variation.  Lorsque  la 
route  est  horizontale,  le  frottement  insensible,  et 
le  mouvement  uniforme ,  le  cheval  n'a  d'autre  force 
à  développer  que  celle  qui  est  nécessaire  pour  sa 
propre  marche;  il  n'exerce  aucun  effort  suivant  les 
cordons  attachés  au  fardeau,  et  leurs  tensions  sont 
constamment  nulles. 

353.  Le  principe  de  D'Alembert  a  aussi  lieu  rela- 
tivement aux  quantités  de  mouvement  finies,  per- 
dues par  des  corps  liés  entre  eux  d'une  manière 
quelconque,  et  sur  lesquels  on  exerce  des.  percus- 
sions simultanées ,  qui  ne  sont  autre  chose  que  des 
forces  motrices  agissant  sur  les  mobiles  avec  de  très 
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grandes  intensités  et  pendant  de  très  courts  intervalles 
de  temps  (n°  1 26). 

Ainsi ,  supposons  qu'une  force  de  cette  nature  agisse 
sur  le  point  dont  la  masse  est  /w,  pendant  un  temps 
fini,  mais  assez  petit  pour  que  le  point  m  et  tous  les 
autres  points  du  système  ne  changent  pas  sensible- 
ment de  position  dans  cet  intervalle  de  temps.  Re- 
prësentons-le  par  g,  et  par  U  la  vitesse  de  grandeur 
finie  que  cette  force   imprimerait  au  point  m ,  s'il 
était  libre  ;  et  soit  aussi  Q  la  vitesse  qu'elle  lui  im- 
prime réellement ,  de  sorte  qu'au  bout  du  temps  e  il 
se  trouve  anime  de  la  vitesse  qu'il  avait  auparavant , 
de  la  vitesse  Q,  et  de  celle  qui  lui  est  communiquée, 
pendant  le  même  temps,   par  les   forces   motrices 
qui  peuvent  agir  sur  le  sytème,  indépendamment  des 
percussions.  Décomposons  la  vitesseU  en  deux  autres, 
l'une  égale  à  Q,  et  l'autre  que  je  représenterai  par  P. 
Faisons  des  suppositions  semblables  à  l'égard  des  au- 
tres points  m',  iv!',  etc.,  du  système,  et  désignons, 
par  rapport  à  ces  points,   par  U',   Q',  Y;  U",  Q'', 
P'',  etc.,  les  quantités  analogues  à  U,  Q  ,  P.  L'équi- 
libre existera  dans  le  système,  soit  au  commence- 
ment ,  soit  à  la  fin  du  temps  e ,  entre  les  quantités  de 
mouvement  perdues  mP,  iriV,  m'T",  etc. 

En  effet ,  décomposons  la  durée  e  des  percussions 
en  un  nombre  infini  d'instans  infiniment  petits.  Soient 
T  l'un  de  ces  instans,  m^r ,  iv^farr' ,  mWV,  etc., 
les  parties  infiniment  petites  de  ttzP,  ivlY,  m"F'^  etc., 
perdues  pendant  cet  instant,  et,  comme  précédem- 
ment, mpr,  m'pW,  m"p"T'',  etc.,  les  quantités  infini- 
ment petites  de  mouvement,  provenant  des  forces. 
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motrices,  et  perdues  dans  ce  même  instant.  D'après 
renoncé  du  n®  35o,  il  y  aura  équilibre,  dans  le  sys- 
tème, entre  ces  deux  groupes  de  quantités  de  mou- 
vement; chacune  des  équations  relatives  à  cet  équi- 
libre sera  de  la  forme  : 

Kmfzs'T  +  h!m'^'r  +  AW^'V  -+-  etc. 
-h  B/7Î/7T    +  ^'m!pr    +  BW/r    +  etc.  =  o, 

en  désignant  par  A,  A',  A'',  etc.,  B,  B^  B",  etc.,  des 
coefficiens  dépendans  des  positions  des  mobiles;  et 
cette  équation  subsistera  pendant  toute  la  durée  e  des 
percussions.  La  somme  des  valeurs  de  son  premier 
membre  qui  répondent  à  tous  les  instans  de  cette  du- 
rée ,  sera  donc  égale  à  zéro  ;  mais ,  dans  cette  som- 
mation, on  pourra  regarder  les  coefficiens  comme 
invariables,  puisque,  par  hypothèse,  les  positions  des 
points  iriy  iriyjH^  etc.,  ne  changent  pas  sensiblement 
pendant  toute  la  durée  des  percussions;  de  plus,  les 
sommes  des  valeurs  de  m^r ,  m'^'r^  m^'^^'r,  etc. , 
seront   les   quantités   de    mouvement    ztzP  ,    m'Y , 
77z'T",  etc.  ;  celles  de  mpr ,  m'pW,  ni!'p^'r  y  etc.,  pour- 
ront être  négligées  par  rapport  aux  premières,  parce 
que  les  effets  des  forces  motrices,  telles  que  des  poids 
et  des  attractions  dirigés  vers  des  centres  fixes  ou  mo- 
biles, pendant  les  durées  des  percussions,  sont  géné- 
ralement insensibles  par  rapport  aux  effets  de  ces 
autres  forces  ;  par  conséquent ,  nous  aurons 

AmP  +  AWP^  +  M'iTiJ'Y'  +  etc.  =  0. 

Il  en  sera  de  même  à  Fégard  de  toutes  les  équations 
d'équilibre  du  système,  qui  subsisteront  toutes  entyc 
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les    quantités    de    mouvement    perdues   mV ,    m'Y , 
7n!T",  etc.  ;  ce   qu'il  s'agissait  de  faire  voir. 

A  cause  de  l'invariabilité  des  coefficiens  A  ,  A', 
A",  etc.,  pendant  la  dure'e  des  percussions,  ces  e'qua- 
tions  se  rapportent  indifféremment  au  commence 
ment  ou  à  la  fin  du  temps  e.  Pour  plus  de  commo- 
dité, on  a  supposé  cette  durée  la  même  pour  toutes 
les  percussions  ;  ce  qui  est  permis  évidemment , 
pourvu  que  e  soit  la  durée  la  plus  longue  des  percus- 
sions que  Ton  considère  en  même  temps. 

Ces  percussions  proviendront,  en  général ,  des 
chocs  des  mobiles  entre  eux  ou  contre  des  obstacles 
fixes.  Il  pourra  arriver  que  pendant  le  temps  e,  ces 
corps  glissent  un  tant  soit  peu  l'un  contre  l'autre  ou 
contre  ces  obstacles  ;  ils  éprouveront  alors  des  frotte- 
mens  qui  leur  enlèveront  de  certaines  quantités  de 
mouvement  :  or,  on  ne  peut  pas  négliger  ces  quan- 
tités comme  celles  qui  proviennent  de  la  pesanteur  et 
des  attractions;  car  le  frottement  est  une  force  pro- 
portionnelle à  la  pression,  c'est-à-dire,  une  force 
qui  enlève  aux  mobiles,  dans  chaque  instant,  des 
quantités  de  mouvement  infiniment  petites ,  propor- 
tionnelles à  celle  que  la  pression  pourrait  leur  impri- 
mer dans  le  même  instant  ;  d'où  il  résulte  que  les  ef- 
fets des  frottemens,  pendant  le  temps  g,  peuvent  être 
comparables  à  ceux  des  percussions.  Ainsi,  quand  il  y 
aura  un  glissement  des  mobiles  pendant  la  durée  des 
percussions,  il  faudra  établir  l'équilibre  entre  le^ 
quantités  de  mouvement  perdues  par  les  frottemens 
et  celles  que  nous  avons  représentées  par  /wP,  jn'F'^, 
m  P",  etc.  On  pourra,  si  l'on  veut,  remplacer  les  vi~ 
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tesses  P,  P',  P",  etc. ,  par  leurs  composantes,  c'est-à- 
dire,  par  des  vitesses  égales  et  contraires  à  Q,  Q', 
Q",  etc.,  et  par  les  vitesses  U,  U^,  U%  etc.,  prises  dans 
leurs  propres  directions. 

Cette  extension  du  principe  général  de  la  Dyna- 
mique aux  quantités  de  mouvement  de  grandeur  fi- 
nie, servira  à  déterminer  les  vitesses  des  corps  d'un 
système ,  soit  a  Torigine  du  mouvement,  soit  pendant 
sa  durée,  quand  ils  se  rencontrent  ou  qu^ils  viennent 
choquer  des  obstacles  fixes,  et,  généralement,  lors- 
que les  vitesses  des  mobiles  éprouvent  ce  qu'on  ap- 
pelle des  changemens  brusques. 

554.  Les  différentes  applications  du  principe  géné- 
ral de  la  Dynamique,  que  nous  aurons  à  faire  dans 
la  suite  de  ce  Traité ,  seront  relatives  à  des  mobiles 
entre  lesquels  il  existe  des  liens  physiques  quelcon- 
ques, qui  agissent,  en  outre,  l'un  sur  l'autre  par 
voie  d'attraction  ou  de  répulsion  à  distance,  et  qui 
éprouvent  des  percussions  à  des  instans  particuliers. 
Mais  avant  d'aller  plus  loin  ,  je  crois  utile  de  don- 
ner, dans  ce  chapitre,  un  exemple  simple  de  cha- 
cune de  ces  trois  circonstances,  pour  servir  de  dé- 
veloppement aux  généralités  qu'on  vient  d'exposer. 

Considérons  d'abord  ,  comme  dans  le  quatrième 
cas  du  n°  329,  deux  corps  pesans,  attachés  aux  ex- 
trémités d'un  fil  qu'on  regarde  comme  inextensible, 
et  posés  sur  deux  plans  inclinés ,  adossés  l'un  à 
l'autre.  Soient  h  la  hauteur  commune  de  ces  deux 
plans ,  l  la  longueur  de  l'un  d'eux ,  V  celle  de  l'au^. 
tre ,  m  la  masse  du  corps  posé  sur  le  premier ,  m' 
celle  du  corps  posé  sur  le  second ,  et  g:  la  gravités 


DYNAMIQUE,  SECONDE  PARTIE.  n 

Si  l'on  fait  abstraction  du  frottement,  la  force  ac- 
célératrice du  premier  mobile  sera  égale  à  la  com- 
posante de  la  pesanteur  suivant  le  premier  plan, 

laquelle  est  égale  à  y- ,  et  la  force   accélératrice  du 

second  mobile  sera  de  même  y-  Désignons,  au  bout 

du  temps  t,  par  p  la  vitesse  commune  à  tous  les 
points  de  m,  et  par  i/  celle  de  tous  les  points  de  m'; 
et  convenons  de  regarder  ces  vitesses  comme  posi- 
tives ou  comme  négatives,  selon  que  les  mobiles 
descendent  ou  s'élèvent.  Pendant  l'instant  dt,  v  et  / 
augmenteront  de  dv  et  d^f'  ;  mais ,  pendant  ce  même 
instant,  les  forces  accélératrices  imprimeraient  aux 
mobiles,  s'ils  étaient   libres,   les  vitesses    positives 

7  7 

y-  dt  et  -jT  dt  :  en  vertu  de  la  liaison  des  deux  corps, 

les  vitesses  qu'ils  perdent  pendant  l'instant  dt  sont 

donc  j-dt  —  d^  et  -,t  dt  —  d^>' ,   Or  ,   pour  que  les 

deux  quantités  de  mouvement  correspondantes  se 
fassent  équilibre  (n"  55o) ,  il  faut  évidemment  qu'elles 
soient  égales  ;  par  conséquent ,  on  aura 

ml^^-dt  —  d^)  =  iv!  (^  dt  —  ^i^').       (  1  ) 

De  plus ,  les  deux  vitesses  s>  et  p'  sont  égales  et  de 
signe  contraire;  car,  dans  le  mouvement  dont  il 
s'agit ,  Tune  des  deux  masses  descend  et  Tautre  s'é- 
lève, en  parcourant  des  espaces  égaux  sur  les  plans 
inclinés.  On  a  donc 

s/  ■==.  —  V,       dv'  1=.  —  ds>. 
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Je  substitue  cette  valeur  de  ^v^  dans  i  équation  (i)  ; 

d'où  je  déduis  ensuite 

7  {mï  —  m'I  )}i      7 

{m-f-  m)  Il     ^      ' 


et ,  en  intégrant , 

{rnV  —  m7)  h. 


gt  -^  c; 


{m -{-m') II'   ^ 

c  étant  la  constante  arbitraire. 

Si  l'on  multiplie  par  dt  et  qu'on  intègre  de  nou- 
veau ,  on  aura  l'espace  parcouru  par  m  sur  son 
plan  incliné  •  mais  cette  valeur  de  v  suffit  pour  mon- 
trer que  son  mouvement  est  uniformément  accéléré 
ou  retardé ,  selon  qu'on  a  ml'  >  m'I  ou  ml'  <  m'L 
En  vertu  de  l'équation  ^'  ^=  —  (^ ,  le  contraire  a 
lieu  à  l'égard  de  m'. 

J'appelle  T  la  tension  du  fil  auquel  les  deux  mo- 
biles sont  attachés ,  laquelle  est  due  à  la  force  per- 
due à  chaque  instant  par  chacun  de  ces  deux  corps. 
Cette  force  motrice  a  pour  valeur  l'une  des  quanti- 
tés de  mouvement  qui  forment  les  deux  membres 
de  l'équation  (i),  divisée  par  dt*,  par  conséquent,, 
on  a 


T-Kf-Si 


et,  en  mettant  pour  dv  sa  valeur  précédente,   il 

vient 

rp  ___  (Z  4-  l')  mm'hg  ^ 
(m-f-  m)  lï    ' 

valeur  qui  se  réduit  à  ■——,  comme  cela  devait  étre^ 
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dans  le  cas  de  ml  z=z  m'I,  qui  est  celui  de  l'équi- 
libre. Quant  à  la  pression  exercée  sur  chaque  plan 
incliné ,  elle  est  due  à  la  composante  perpendicu- 
laire à  ce  plan,  du  poids  du  corps  qu'il  supporte, 
et  la  même  que  dans  l'état  d'équilibre. 

555.  La  constante  c  est  la  vitesse  initiale  de  772; 
si  les  deux  corps  sont  partis  de  l'état  de  repos,  on  a 
c  =  o;  mais  si  l'un  d'eux,  ou  tous  les  deux,  ont 
éprouvé  une  percussion  à  l'origine  du  mouvement, 
il  faudra  en  déduire  leurs  vitesses  initiales. 

Supposons  donc  qu'à  l'origine  du  mouvement  les 
mobiles  m  et  772'  ont  éprouvé  simultanément  des  per- 
cussions qui  auraient  imprimé,  suivant  les  prolon- 
gemens  du  fîl  auquel  ils  sont  attachés ,  une  vitesse 
a  à  tous  les  points  de  77z ,  et  une  vitesse  a'  à  tous  les 
points  de  m',  si  ces  deux  corps  eussent  été  libres. 
Comme  leurs  vitesses  initiales  sont  c  el  —  c ,  il  s'en- 
suit qu'à  cette  origine  les  quantités  de  mouvement 
perdues  ont  été ,  en  grandeur  et  en  direction , 
m  {a — c)  et  in\a'  +  c);  pour  quelles  se  fassent 
équilibre,  d après  le  n°  555,  il  faudra  qu'elles  soient 
égales;  on  aura  donc 

m  {a  —  c)  =  m'  (a!  +  c); 

d'où  l'on  tire 

ma  —  m^a 
C   = 


772  -^  m' 


La  percussion  que  le  fîl  a  subie  à  cet  instant ,  sui- 
vant chacun  de  ses  prolongemens,  est  due  à  l'une  ou 
l'autre  de  ces  quantités  de  mouvement  perdues,  douî 
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la  valeur  commune  est 

mm'  {a  -f-  d)  ^ 
m.  -\-  m'      ^ 

en  sorte  que  la  percussion  initiale  du  fil  est  la  même 
que  s'il  était  suspendu  verticalement  à  un  point  fixe, 
et  qu'un  corps  attaché  à  son  extrémité  inférieure  fût 
frappé,  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  par  un  second 
corps  animé  de  cette  quantité  de  mouvement  et  qui 
se  réunit  au  premier. 

556.  Au  lieu  de  deux  corps  pesans ,  on  en  pour- 
rait considérer  trois  ou  un  plus  grand  nombre,  posés 
sur  une  suite  de  plans  inclinés,  et  dont  chacun  se- 
rait lié  au  suivant  par  un  fîl  inextensible  :  le  mou- 
vement de  ce  système  de  corps  serait  de  la  même 
nature  et  se  déterminerait  de  la  même  manière  que 
précédemment. 

On  peut  aussi  remplacer  les  deux  corps  que  l'on 
vient  de  considérer,  par  une  chaîne  pesante,  posée 
sur  les  deux  plans  inclinés.  En  la  supposant  homo- 
gène et  d'une  épaisseur  constante,  et  désignant,  au 
bout  du  temps  ty  par  x  oXx'  les  longueurs  de  ses  deux 
parties,  leurs  masses  seront  entre  elles  comme  ces 
quantités,  de  sorte  qu'il  faudra  d'abord  remplacer, 
dans  l'équation  (i),  m  et  iv!  par  x  et  x\  De  plus , 
pendant  l'instant  dt,  la  première  de  ces  deux  parties 
augmente  de  l'élément  dx ,  qui  prend  la  vitesse  P 
commune  à  tous  ses  points  ;  pour  cette  raison ,  la 
quantité  de  mouvement  perdue  par  cette  partie  sera 
diminuée  d'une  quantité  positive  ou  négative,  et 
égale  à  vdx.  Par  une  raison  semblable  ,  la  quan- 
tité de   mouvement  perdue  par  la   seconde    partie 
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de  la  chaîne  pendant  le  môme  instant,  devra  être  di- 
minuée d'une  quantité  égale  à  v'dx^\  il  faudra  donc  ^ 
en  outre,  retrancher  vdx  et  s>'dx'  du  premier  et  du 
second  membre  de  cette  équation  (i),  qui  deviendra, 
de  cette  manière, 

x(^^dt  —  dv)  —  vdx  =  œ'(^~dt—ds^^  —  v'dœ'. 

Si  Ton  appelle  À  la  longueur  constante  de  la  chaîne 
entière,  on  aura 

^  -f-  a*'  =  A ,       dx  '\-  dx'  =  o  ; 

les  vitesses  v  et  /  de  ses  deux  parties  seront  d  ailleurs 

dx  ,  dx' 

^  —  Tt'        ^    —  IT' 

d'où  il  résulte  dx'=.  —  dx  et  vdx  =  v'dx';  et,  en  éli- 
minant x'  et  d{>'  de  l'équation  du  mouvement,  il  vient 

-^    —    a"«^    +    b    =    o,- 

où  l'on  a  fait,  pour  abréger, 

gJijl^l')  _  gh 

L'intégrale  complète  de  cette  équation  linéaire  est 


a-t         ,  ;      ctt         ,  Xl 

X  zzz  ae     ■+•  ôe        + 


/  +  /' 


f9 


en  désignant  par  e  la  base  des  logarithmes  népé- 
riens, et  par  a  et  b  les  deux  constantes  arbitraires  > 
dont  on  déterminera  les  valeurs  d'après  celles  de  x  et 
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■j- ,  qui  répondent  à  ^  =  o.  Lorsque  toute  la  chaîne  se 

trouvera  sur  un  même  plan ,  c'est-à-dire  ,  lorsque  la 
différence  x — x'  sera  devenue  égale  à  db  A,  le  mou- 
vement changera  de  nature,  et  deviendra  uniformé- 
ment accéléré. 

Pour  que  la  chaîne  demeurât  en  repos,  il  faudrait 
qu'on  eût«  =  oet^  =  o;  d'où  l'on  conclut 

xl  ,  xV 

•^   —  Z-f-Z"        -^    —  l^l'> 

ce  qui  fait  voir  que  dans  l'état  d'équilibre  les  deux 
parties  x  et  x'  de  la  chaîne  sont  entre  elles  comme 
les  longueurs  l  et  ï  des  plans  inclinés  sur  lesquels 
elles  sont  posées;  en  sorte  que  ses  deux  extrémités  se 
trouvent  dans  une  même  droite  horizontale.  Récipro- 
quement ,  si  cette  condition  est  remplie  à  un  instant 
déterminé,  et  qu'à  cet  instant  les  points  de  la  chaîne 
ne  reçoivent  aucune  vitesse ,  l'équilibre  aura  lieu  ; 
car  la  proportion 

donnant  j-JH'  P^^^'  ^^  valeur  de  a:,  on  aura,  à  l'ins- 
tant dont  il  s'agit. 


al 


ae     -^  he        =  o; 

et  la  vitesse  étant  supposée  nulle,  on  aura,  en  même 
temps , 

^  =  a^e     —  Dde        =  o  ; 

di  ' 

d'oii  il  résulte  <^  =  o  et  ^  =  o. 
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357.  Pour  second  exemple  de  Fapplication  du 
principe  général  de  la  Dynamique,  considérons  le 
mouvement  de  deux  points  matériels  soumis  à  leur 
répulsion  mutuelle  ;  et ,  pour  réduire  la  question  au 
cas  le  plus  simple,  supposons  qu'on  ne  leur  imprime 
aucune  vitesse  initiale ,  perpendiculaire  à  la  droite 
qui  va  de  Fun  à  l'autre;  en  sorte  que  leurs  mouve- 
mens  aient  lieu  sur  une  même  ligne  droite ,  donnée 
de  position. 

Soient  m  et  ui  leurs  masses  ;  au  bout  du  temps  t , 
désignons  par  ûc  et  œ  leurs  distances  à  un  point  fixe , 
pris  sur  cette  ligne ,  et  par  ^  et  /  leurs  vitesses ,  de 
sorte  qu'on  ait,  à  cet  instant, 

dx  ,  dx! 

dt  '  dt 

En  même  temps,  soit  R  la  force  répulsive  agissant  en 
sens  opposés  sur  m  et  iiil  ,  et  qui  tendra ,  pour  fixer 
les  idées ,  à  augmenter  la  distance  x  et  à  diminuer 
la  distance  x.  Pendant  l'instant  dt,  cette  force  mo- 

trice  imprimera  une  vitesse   — j-  a  la  masse  m  \  et, 

comme  l'augmentation  de  vitesse  de  17^  est  réelle- 
ment dv\  il  s'ensuit  que  sa  vitesse  et  sa  quantité 
de  mouvement  perdues  pendant  cet  instant  seront 

— -, d\>^  et  ^dt  —  ivldv'.  La  quantité  de  mouve- 

ment  perdue  par  7/2,  dans  le  même  sens  et  dans  le 
même  instant,  sera  aussi  —  ^dt  —  mdv.  Or,  ces 
deux  points  matériels  étant  d'ailleurs  entièrement 
libres,  il  faudra,  pour  l'équilibre  de  ces  quantités 
de  mouvement;  qu'elles  soient  séparément  nulles; 
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par  conséquent,  on  aura 

mdi^  +  R^^  =  o  ,     nïdv'  —  Kdt  =  o. 

Soit  r  la  distance  comprise  entre  les  deux  points 
matériels  m  et  m'y  de  sorte  qu'on  ait 

œ'  —  œ  =  r,     dx^  —  dœ  =  dr, 

A  cause  de  dx  ==  vdt  et  dx'  ==  ^/dt ,  on  tirera  des 
équations  précédentes 

mdv  +  rr^d\/  •=  o ,     ^mvdv  -f-  ^m'\/dv>'  =  sR^fr. 

En  intégrant  et  désignant  par  c  et  d  les  deux  cons- 
tantes arbitraires,  on  aura  donc 

La  force  R  sera  une  fonction  donnée  de  r;  on  pourra 
donc  obtenir  l'intégrale  fVs.dr  exactement  ou  par  ap- 
proximation ;  et  si  l'on  désigne  par  a  la  valeur  de  r 
a  l'origine  du  mouvement^  et  qu'on  suppose  cette 
intégrale  nulle  quand  r=  a,  sa  valeur,  à  un  instant 
quelconque,  sera  une  fonction  de  r  et  et  que  je  re- 
présenterai par  y^(r,  a).  Soient  aussi  a  et  o!  les  vi- 
tesses initiales  de  m  et  m' \  on  aura,  à  la  fois, 

r  =  a,     y(r,  ût)  =  o,     P  =  rt,     (^'  =  a', 

et,  conséquemment , 

c  =  ma  +  m'a',     d  =  zTza"  -f-  /Tz'a'*  ; 

d'où  il  résultera,  à  un  instant  quelconque, 

irw  +  772V  =  ma  -]-  /w'a',  | 

mp*  +  77îV*  =  2/(r,  a)  -f-  77îa*  +  77i'a'*.   J    '^^ 
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Ces  dernières  équations  feront  connaître,  a  cha- 
que instant,  les  vitesses  des  deux  mobiles  en  fonc- 
tions de  leur  distance  mutuelle  :  on  en  conclut  que 
toutes  les  fois  que  cette  distance  redeviendra  la 
même  ,  les  carres  p*  et  i>'*  reprendront  aussi  les 
mêmes  valeurs,  et  que  chaque  mobile  reprendra  une 
égale  vitesse,  dans  le  même  sens  ou  en  sens  con- 
traire. 

Connaissant  p  et  v^  en  fonctions  de  r,  on  aura 


pour  déterminer,  par  une  nouvelle  intégration,  la 
valeur  de  t  en  fonction  de  r,  ou  réciproquement. 
D'ailleurs,  en  multipliant  la  première  des  équations  (  i) 
par  dt,  intégrant  et  désignant  par  b  la  constante  ar- 
bitraire, il  vient 

jTiûo  +  m'x'  =  (ma  +  m^a')  t-^-  b. 

On  connaîtra  b  d'après  les  positions  initiales  des  deux 
mobiles;  et  cette  équation,  jointe  à  œ'  —  a:  =  r, 
fera  connaître  leurs  positions  à  un  instant  quelcon- 
que, c'est-à-dire,  les  valeurs  de  jc  et  jc*  en  fonctions 
de  r  ou  de  t;  ce  qui  sera  la  solution  complète  du 
problème. 

Si  l'action  mutuelle  des  deux  mobiles  était  attrac- 
tive, il  faudrait  changer  le  signe  de  R,  et  par  suite 
celui  de  /(r,  a),  dans  les  formules  précédentes.  Si 
cette  force  était  une  répulsion  à  certaines  distances  , 
et  une  attraction  à  d'autres  distances,  on  prendrait 
pour  R  une  fonction  de  r  qui  changerait  de  signe 

2., 
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dans  l'elendue  des  valeurs  de  la  variable.  Dans  tous 
les  cas ,  il  résulte  de  l'ëquation  précédente  que  l'ac- 
tion mutuelle  des  deux  mobiles  n'altère  pas  le  mou- 
vement de  leur  centre  de  gravité;  car  son  premier 
membre  ,  divisé  par  m  -}-  m',  exprime  la  distance  de 
ce  centre  à  l'origine  fixe  des  œ  et  œ'  ;  en  sorte  que 
le  mouvement  du  centre  de  gravité  est  uniforme  et 
indépendant  de  la  force  R. 

'^5S.  Les  équations  (i)  conviennent  aussi  au  mou- 
vement de  deux  corps  solides ,  de  grandeur  quelcon- 
que ,  soumis  à  la  force  R ,  et  dont  les  masses  sont  m 
et  m,  pourvu  que  les  vitesses  de  tous  les  points  de 
ces  deux  corps  soient  constamment  parallèles  à  une 
droite  donnée.  Cette  force  R.,  répulsive  ou  attractive, 
peut  alors  provenir  d'un  ressort  qui  se  dilate  ou  se 
contracte  entre  les  deux  mobiles  contre  lesquels  il 
est  appuyé  par  ses  extrémités  ;  ou  bien  encore ,  on 
peut  supposer  que  la  force  R  provient  d'un  fluide 
élastique  qui  se  développe  entre  ces  deux  corps,  et 
les  repousse  en  sens  contraire  l'un  de  l'autre. 

Ce  dernier  cas  est  celui  du  mouvement  du  boulet 
et  du  canon ,  pendant  que  le  premier  parcourt  Vâme 
de  la  pièce.  On  prendra  alors  pour  m  la  masse  du 
boulet,  et  pour  m!  celle  du  canon.  îl  faudra,  pour 
iiaire  usage  des  formules  précédentes,  supposer  que 
la  totalité  de  la  poudre  se  réduit  en  gaz  à  l'origine 
du  mouvement.  La  longueur  de  la  charge  sera  la 
distance  initiale  a  des  deux  mobiles;  et  quand  cette 
distance  sera  devenue  r,  la  force  R  exprimera  la  pres- 
sion que  le  gaz,  ainsi  dilaté,  exercera  sur  chacun  de 
ces  deux  corps.  Il  faudra,  en  outre,  faire  une  suppo- 
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sitîon  sur  la  valeur  de  R  en  fonction  de  r.  Or,  si  la 
température  du  gaz  demeurait  constante  pendant  sa 
dilatation ,  la  force  R ,  d'après  la  loi  de  Mariotte ,  se- 
rait en  raison  inverse  des  espaces  qu'il  occuperait 
dans  l'intérieur  du  canon.  Soit  donc  h  la  pression 
rapportée  à  l'unité  de  surface,  exercée  par  le  gaz  à 
l'instant  où  la  poudre  vient  de  s'enflammer  et  où  il 
occupe  encore  le  même  espace  que  la  charge.  Dési- 
gnons par  cà  la  section  de  la  charge  perpendiculaire 
à  sa  longueur,  qui  est  aussi  la  section  intérieure  de  la 
pièce;  kcs  sera  la  valeur  de  R  à  l'origine  du  mouve- 
ment; et,  dans  le  cas  de  la  température  consîanîe  , 
on  aurait 

R  =  — , 

à  l'instant  qui  répond  à  la  distance  r  des  deux  mo- 
biles; car,  à  ces  deux  époques,  les  espaces  occupées 
par  le  gaz  sont  entre  eux  comme  les  longueurs  et 
et  r. 

Cette  expression  de  R  est  celle  qu'on  a  générale  - 
ment  adoptée  ,  quoiqu'elle  soit  fondée  sur  deux  hy- 
pothèses inexactes  :  la  totalité  de  la  charge  ne  se  ré- 
duit pas  en  gaz  avant  le  départ  du  boulet;  et  pendant 
sa  dilatation  dans  l'âme  de  la  pièce ,  le  gaz  formé  doit 
éprouver  de  très  grandes  diminutions  de  température. 
Mais  ces  àewis.  causes  influent  en  sens  contraire  sur  le 
décroissement  de  la  valeur  de  R  :  la  seconde  tend 
évidemment  a  rendre  ce  décroissement  plus  rapide  , 
tandis  que  l'effet  de  la  première  doit  être  de  le  ralen- 
tir, à  raison  des  nouvelles  quantités  de  gaz  qui  vien- 
nent successivement  s'ajouter  à  la  quantité  initiale. 
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On  suppose  que  ces  deux  causes  contraires  se  com- 
pensent à  peu  près,  et  Ton  fait  abstraction  de  leur 
influence  sur  l'expression  de  R  en  fonction  de  i\ 

Cela  étant,  d'après  la  valeur  de  R  qu'on  vient 
d'écrire ,  on  aura 

f{r,  a)  =  ka>cL  log^, 

en  observant  que  l'intégrale  f{r,  cl)  est  supposée 
nulle  pour  r  =  a.  On  regarde  comme  nulles  les 
vitesses  initiales  du  boulet  et  du  canon  {^)  ;  en  fai- 
sant donc  a  =  o  et  a'  =  o  dans  les  équations  (i), 
et  y  substituant  cette  valeur  àe  f(r,  cl) y  nous  au- 
rons 


nisf 


+  m'v'  =  o ,     mt^*  -j-znV*  =  2kœcL  log  -. 


Soient  l  la  longueur  de  l'âme ,  V  la  vitesse  du 
boulet  à  la  bouche  du  canon,  V  la  vitesse  corres- 
pondante du  recul;  on  aura,  à  la  fois, 

r  =:  l,     t.  =  V,     ^'  =  Y'; 

et  l'on  déduira  des  équations  précédentes 

Y-=     ^^'^^'^     wi. 

m  (m  -f-  m')      ^  a  ' 

ce  qui   fera  connaître  la  vitesse   de   projection   V. 
Abstraction  faite  du  signe,  celle  du  recul  sera  égale 

à  cette  vitesse  Y  multipliée  par  le  rapport  — ;. 

(*)  Voyez  IVxamen  de  ce  point  de  la  question  dans  le 
21*  cahier  du  Journal  de  V Ecole  Polytechnique,  page  191. 
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En  égalant  à  zéro  la  différentielle  de  V*  par  rap- 
port a  Ci,  on  déterminera  la  longueur  de  la  charge 
qui  répond,  toutes  choses  d'ailleurs  égales,  au  maxi^ 
mum  de  la  vitesse  de  projection.  On  a ,  de  cette 
manière, 

log  -  =    \  ; 

^    CL  ' 

et  comme  ce  logarithme  est  népérien,  il  s'ensuit 
qu'en  désignant,  à  l'ordinaire,  par  e  la  base  de  ces 
logarithmes ,  on  aura  l  =  ea>  ;  de  sorte  que  la  va- 
leur de  ût  dont  il  s'agit  surpassera  un  peu  le  tiers 
de  la  longueur  Z  de  la  pièce. 

359.  La  masse  ?nf  comprenant  celle  de  la  pièce 
et  de  l'afFùt,  est  toujours  très  grande  par  rapport  à 
celle  du  boulet  ;  en  réduisant  donc  à  m'  le  divi- 
seur m  -{-  m'  de  la  valeur  de  V"*,  on  aura  sim- 
plement 

'  =  \oa~.       (2) 

Pour  faire  usage  de  cette  formule,  il  sera  néces- 
saire de  connaître  la  constante  k,  qui  représente  la 
force  élastique  de  la  poudre  réduite  en  gaz ,  à  l'ins- 
tant de  sa  plus  grande  intensité.  Soit,  pour  cela, 
D  la  densité  de  la  poudre  dans  son  état  naturel  ; 
la  masse  de  la  charge  sera  D^i):/.,  ;  en  supposant  soa 
poids  égal  au  tiers  du  poids  du  boulet ,  on  aura 
donc 

772  =z  3DûB>a  ; 

et  l'on  tirera  de  l'équation  (2) 
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3DV^ 


k  = 


2l0g^ 


Cette  quantité  k  sera  la  pression  jnaxima  du  gaz 
de  ]a  poudre,  rapportée  à  l'unité  de  surface;  pour 
la  comparer  à  la  pression  atmosphérique,  soient  'sr 
cette  autre  pression  ,  ^  la  hauteur  barométrique  , 
fjt.  la  densité  du  mercure  ,  et  g  la  gravité  ;  on  aura 

fW   =   gfjJl, 

Soient  aussi  M  le  module  des  tables  de  logarithmes 
ordinaires,  et  A  le  logarithme  de  -  pris  dans  ces 
tables,  de  sorte  qu'on  ait 

A:^Mlog^; 
il  résultera  de  ces  valeurs 

k  _  3MDY^ 

A  la  température  ordinaire  d'environ  i8°,  je  prends 
pour  les  densités  de  la  poudre  et  du  mercure 

D  =  0,8555,      fJL  =  i5,548; 
on  a  aussi 

g  =  9^,80896,       h  =  0^,76; 

et  à  cause  de 

M  =  0,4542945, 

la  formule  précédente  deviendra 

-  =-"  (0,005576.)  ^. 
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Dans  le  cas  de  la  pièce  de  24,  chargée  au  tiers  du 
poids  du  boulet ,  on  a 

V//^o™  l  i368 

=  463",      2==^' 

et  il  en  résulte 

k  =  1142. <zjr. 

Relativement  à  la  pièce  de  1 2 ,  on  a  de  même 
V  =  495™,      i  =  1^; 

^y       '         a  99 

ce  qui  donne 

En  prenant  la  moyenne  de  ces  deux  valeurs  àe  k  y 
qui  devraient  être  égales  si  la  théorie  était  rigoureuse 
et  que  les  données  fussent  exactes ,  nous  aurons  donc 

k  =  1 165.^. 

Telle  serait  la  valeur  de  k  qu'il  faudrait  employer 
dans  la  formule  (2);  mais  cette  expression  de  V"  ne  peut 
être  regardée  que  comme  une  formule  empirique , 
d'abord  à  raison  des  hypothèses  sur  lesquelles  elle  est 
fondée,  et,  en  outre,  parce  que  dans  le  calcul  direct 
du  mouvement  du  boulet  dans  l'âme  de  la  pièce ,  il 
aurait  fallu  avoir  égard  à  la  masse  de  la  poudre  ré- 
duite en  gaz.  En  même  temps  que  ce  fluide  pousse 
en  sens  opposés  le  boulet  et  le  canon,  une  partie  de 
la  force  qu'il  développe  est  employée  à  transporter 
^a  propre  masse,  qui  n'est  pas  négligeable  par  rap- 
port à  celle  du  projectile;  et  l'on  conçoit  qu'il  en 
doit  résulter  une  vitesse  de  projection  moindre  que 
si,  la  force  élastique  de  la  poudre  lestant  la  même , 
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sa  masse  était  insensible,  comme  le  suppose  l'analyse 
précédente.  Cette  remarque,  due  à  Lagrange,  prouve 
la  nécessité  de  considérer  à  la  fois  les  mouvemens  de 
la  poudre  et  des  deux  masses  m  et  m'y  pendant  que  le 
boulet  est  dans  la  pièce;  mais  alors  la  question  se 
complique ,  et  la  difficulté  du  calcul  ne  permet  guère 
d'arriver  à  aucun  résultat  utile  pour  la  pratique.  C'est 
donc  à  l'expérience  qu'il  vaudra  mieux  recourir  pour 
déterminer  les  vitesses  de  projection  des  corps  lancés 
par  les  bouches  à  feu.  Indépendamment  de  la  consi- 
dération des  portées^  que  nous  avons  déjà  indiquée 
(n°  216),  il  existe  un  autre  moyen  d'obtenir  ces  vi- 
tesses, dont  il  sera  question  dans  un  des  chapitres 
su  i  van  s. 

36o.  Appliquons  encore  le  principe  de  D'Alembert 
au  cas  le  plus  simple  du  choc  des  corps  ,  et  suppo- 
sons qu'il  s'agisse  de  deux  sphères  homogènes ,  dont 
les  centres  se  meuvent  sur  une  même  ligne  droite , 
et  dont  tous  les  points  décrivent  des  parallèles  à  cette 
droite. 

Soient  m  et  m' les  masses  de  ces  deux  corps  ;  dési- 
gnons par  (^  et  p'  leurs  vitesses,  lorsqu'ils  commen- 
cent à  se  toucher,  c'est-à-dire ,  au  premier  instant  du 
choc  :  V  el  ^>'  seront  de  même  signe  ou  de  signes  con- 
traires ,  selon  que  les  deux  mobiles  iront  à  la  suite  ou 
au-devant  l'un  de  l'autre.  Dans  les  deux  cas ,  nous 
regarderons  la  vitesse  (^  comme  positive;  et^,  après  le 
choc ,  la  vitesse  de  chacun  des  deux  mobiles  sera  po- 
sitive ou  négative ,  suivant  qu^elie  sera  dirigée  dans  le 
sens  de  cette  vitesse  de  m  avant  le  choc  ou  en  sens 
contraire. 
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Quelque  durs  que  soient  les  deux  mobiles,  ils  sont 
toujours  plus  ou  moins  compressibles;  à  raison  de  la 
différence  de  leurs  vitesses  i>  et  ^' ,  ils  vont  donc  se 
comprimer,  en  s'appujant  Tun  contre  l'autre  ;  et , 
pendant  cette  compression ,  la  vitesse  de  Fun  des  deux 
corps,  de  771,  par  exemple,  diminuera  par  degrés  in- 
finiment petits,  et  celle  de  m'  augmentera  de  même, 
jusqu'à  ce  que  ces  deux  vitesses  soient  devenues  égales. 
Or,  à  partir  de  cet  instant ,  il  y  aura  deux  cas  distincts 
à  considérer. 

1°.  Si  les  deux  sphères  sont  entièrement  dénuées 
d'élasticité,  elles  cesseront  d'agir  Tune  sur  l'autre  à 
Finstant  où  leurs  vitesses  se  seront  ainsi  nivelées,  et 
continueront  de  se  mouvoir  avec  une  vitesse  com- 
mune ,  en  restant  juxtaposées  et  conservant  les  formes 
que  la  compression  leur  aura  données, 

2",  Si,  au  contraire,  les  deux  sphères  sont  élasti- 
ques, elles  tendront  à  reprendre  leur  forme  natu- 
relle; en  y  revenant,  et  s'appujant  toujours  Fune 
contre  l'autre ,  la  vitesse  de  772  continuera  de  décroître 
graduellement ,  et  celle  de  m'  continuera  d'augmen- 
ter :  il  y  aura  enfin  un  instant  où  ces  deux  corps  se 
sépareront,  et  ce  sera  la  fin  du  choc.  Or,  dans  le  cas 
d'une  parfaite  élasticité,  on  suppose  que  la  seconde 
partie  du  choc  est  tout-à-fait  semblable  à  la  première; 
qu'à  la  fin  du  choc ,  les  deux  corps  ont  repris  exacte- 
ment leur  forme  sphérique,  et  une  vitesse  commune 
à  tous  les  points  de  chacun  d'eux  ;  et  que,  pendant  sa 
seconde  partie ,  ils  perdent  ou  gagnent  des  quantités 
de  mouvement  égales  à  celles  qu'ils  ont  déjà  perdues 
ou  gagnées  pendant  la  première. 
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Le  problème  du  choc  de  deux  sphères  ne  présen- 
terait aucune  difficulté  nouvelle,  et  rentrerait  dans 
celui  du  n°  557,  si  leurs  rayons  étaient  infiniment 
petits.  Pour  le  résoudre  complètement,  lorsque  leurs 
rayons  ont  une  grandeur  finie ,  il  faudrait  avoir  égard 
à  la  propagation  du  mouvement  dans  leurs  masses , 
et  déterminer  Tétat  des  deux  corps  à  un  instant  quel- 
conque de  la  durée  du  phénomène;  ce  qu'on  peut 
'regarder  comme  impossible ,  dans  letat  actuel  de  la 
science.  Nous  admettrons  donc  les  suppositions  qu'on 
vient  d'expliquer  comme  étant  les  données  de  la 
question  dont  nous  allons  nous  occuper  ;  et  en  com- 
binant ces  données  avec  le  principe  de  D'Alembert , 
appliqué  aux  quantités  de  mouvement  de  grandeur 
finie,  il  ne  s'agira  plus  que  de  déterminer  les  vitesses 
des  deux  sphères  à  la  fin  du  choc  ,  d'après  leurs 
masses  et  leurs  vitesses  primitives ,  soit  quand  ces 
deux  corps  sont  entièrement  dénués  d'élasticité,  soit 
quand  ils  sont  parfaitement  élastiques.  Il  n'y  a  que 
les  corps  mous  qui  n'aient  pas  d'élasticité  sensible; 
la  plupart  des  corps  durs  reviennent  à  leur  forme 
primitive ,  lorsqu'ils  ne  sont  pas  brisés  par  le  choc. 
56i.  Dans  le  cas  des  corps  mous,  soit  u  la  vi- 
tesse après  le  choc,  laquelle  est  commune  aux  deux 
sphères;  la  vitesse  perdue  par  m  sera  v  —  u^  et  la 
vitesse  gagnée  par  m'  sera  u  —  {}' ,  Si  donc  ces  deux 
corps  allaient  au-devant  l'un  de  l'autre  avec  ces  vi- 
tesses V  —  u  et  u  —  /,  il  faudrait,  d'après  le  prin- 
cipe du  n°  555  ,  qu'ils  se  fissent  équilibre  ;  ce  qui 
exige  (n°  127)  que  les  quantités  de  mouvement  cor- 
respondantes à  ces  vitesses  soient  égales.  Nous  au— 
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rons  donc 

m  [v  —  u)  =.  in  (u  —  v)  ; 

d'où  l'on  tire 

mv  -f-  Tn'v'  .    . 

U  =  ; — T-,        \a) 

pour  la  valeur  de  u  qu'il  s'agissait  d'obtenir. 

Si  111!  est  en  repos  avant  le  choc ,  et  qu'à  raison 
de  sa  densité ,  cette  masse  soit  extrêmement  grande 
et  comme  infinie,  par  rapport  à  m  y  on  aura  sen- 
siblement u=zo.  La  masse  m'  représentera  alors  un 
obstacle  VysLe  ;  et  le  corps ,  de'nué  d'élasticité ,  sera 
réduit  au  repos  par  le  choc  contre  cet  obstacle. 

On  appelle  force  vwe  d'un  point  matériel ,  ou  , 
plus  généralement,  d'un  corps  dont  tous  les  points 
ont  la  même  vitesse ,  le  produit  de  sa  masse  par  le 
carré  de  cette  vitesse.  La  somme  des  forces  vives  de 
m  et  in!  est  donc  nw""  +  m'v'''  avant  le  choc ,  et 
mu'^  +  ''^'"^  après  le  choc.  Or,  il  résulte  de  la  for- 
mule [a)  que  la  seconde  somme  est  toujours  moin- 
dre que  la  première-  car,  sans  altérer  leur  différence 

7?z(^*  +  7?zV*  —  mu^  —  m' II" , 

on  peu&  en  retrancher  la  quantité 

OLU  (nw  +  77zV  —  mu  —  m'u) , 

qui  est  nulle,  en  vertu  de  l'équation  (a)-  et  cette 
différence  devient  alors 

m{i>  —  uf  +  f?/ (u  —  (^')% 

qui  est  une  quantité  positive. 
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Il  y  a  donc  toujours  perte  de  force  vive  dans  le 
choc  de  deux  sphères  dont  la  matière  est  dénuée  de 
toute  élasticité  ;  et  cette  perte  est  égale  ,  comme  on 
voit,  à  la  somme  des  forces  vives  dues  aux  vitesses 
p  —  u  et  u  —  ^>' ,  perdue  et  gagnée  par  ces  deux 
corps.  Ce  résultat  est  un  cas  particulier  d'un  théo- 
rème général  qui  est  dû  à  Carnot,  et  que  nous  dé- 
montrerons par  la  suite. 

362.  Dans  la  première  partie  du  choc,  c'est-à-dire, 
jusqu'à  l'instant  de  la  plus  grande  compression  ,  les 
deux  sphères  se  comportent  toujours  de  même,  quel 
que  soit  leur  degré  d'élasticité  ;  en  sorte  que  la  vi- 
tesse u  qu'on  vient  de  déterminer,  est  toujours  celle 
qui  leur  est  commune  à  cet  instant.  Peodant  cette 
première  partie,  la  diminution  de  la  vitesse  de  m  et 
l'augmentation  de  celle  de  m'  sont  donc  ^  —  u  et 
u  —  {^' ,  Or,  si  ces  deux  sphères  sont  parfaitement 
élastiques,  m  éprouvera,  dans  la  seconde  partie  du 
choc,  une  seconde  diminution  de  vitesse  égale  à  la 
première,  et,  conséquemment,  sa  vitesse  à  la  fin  du 
choc  sera  v  —  ^(y  —  u)  om  ^u  —  v.  En  même  temps, 
77z'  éprouvera  une  seconde  augmentation  de  vitesse 
égale  à  u  —  \>\  et  sa  vitesse  finale  sera  (^'  +  2  (il  — s>) 
ou  :iu  —  /.  Si  donc  on  appelle  V  et  V^  les  vitesses  de 
m  et  772',  après  le  choc  ,  on  aura 

V  =  2M  —  P,       V  =  21/  — -  t^'; 

la  valeur  de  u  étant   toujours  donnée  par  la  for- 
mule {a). 

En  retranchant  ces  vitesses  l'une  de  l'autre ,  on  a 

V  —  V  =  ^  —  p'  ; 
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ce  qui  montre  que  dans  ce  choc  la  vitesse  relative  des 
deux  mobiles  change  de  signe  et  conserve  la  même 
grandeur. 

Si  la  masse  m'  est  regardée  comme  infinie,  à  rai- 
son de  sa  densité ,  par  rapport  à  la  masse  m,  et  qu'on 
ait  ^'  =  G  ,  on  aura  u  =  o  ,  et ,  par  conséquent, 
V  =  —  s>;  d'où  il  résulte  que  quand  une  sphère, 
douée  d'une  élasticité  parfaite ,  vient  frapper  un 
obstacle  fixe,  elle  est  réfléchie  avec  une  vitesse  égale 
et  contraire  à  celle  qu'elle  avait  avant  le  choc.  S'il 
s'agit,  par  exemple,  d'une  sphère  pesante,  qui  tombe 
dans  le  vide,  sur  un  plan  horizontal  et  inébranlable, 
elle  devra  remonter  à  sa  hauteur  primitive. 

La  somme  des  forces  vives  sera  la  même  avant  et 
après  le  choc,  ou,  autrement  dit,  on  aura 

m^f''  +  /wV*  =  m  {p.u  —  ^Y  -f-  m{p.u  —  p')*  ; 

équation  qui  se  réduit  à 

4^  {inu  +  iiïu  —  ins>  —  772  V)  =  o , 

et  qui  est  identique,  en  vertu  de  la  formule  {a)» 

Il  n'y  a  donc  aucune  perte  de  force  vive  dans  le 
choc  de  deux  sphères  parfaitement  élastiques  ;  et  ce 
résultat ,  comme  celui  que  présente  le  choc  de  deux 
sphères  non  élastiques,  est  compris  dans  un  théorème 
général ,  qu'on  démontrera  aussi  dans  un  autre  cha- 
pitre. 

565.  Si  l'on  suppose  772'=  m,  on  aura 

11  y  a  donc  échange  de  vitesse  dans  le  choc  de  deux 
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sphères  parfailement  élastiques ,  dont  les  masses  sont 
égales;  et  si  l'une  des  deux  est  en  repos  avant  le 
choc,  l'autre  demeurera  en  repos  après  le  choc,  et 
la  première  prendra  la  vitesse  primitive  de  la  se- 
conde. 

Il  suit  de  là  que  si  l'on  a  une  série  de  billes  égales 
en  masse ,  et  dont  les  centres  soient  rangés  en  ligne 
droite;  que  la  première  soit  seule  en  mouvement, 
et  que  sa  vitesse ,  qui  sera  désignée  par  (^ ,  soit  diri- 
gée suivant  cette  droite  et  du  côté  des  autres  billes; 
cette  première  bille  sera  réduite  au  repos  en  cho- 
quant la  deuxième  ;  celle-ci  prendra  la  vitesse  (^,  avec 
laquelle  elle  ira  choquer  la  troisième ,  et  sera  ensuite 
réduite  au  repos;  la  troisième  prendra  la  vitesse  ^, 
qu'elle  perdra  en  choquant  la  quatrième  ;  et  ainsi  de 
suite,  jusqu'à  la  dernière,  qui  conservera  la  vitesse  p. 
Après  cette  suite  de  chocs,  toutes  les  billes  seront 
donc  en  repos,  excepté  la  dernière,  qui  se  trouvera 
animée  de  la  vitesse  que  la  première  avait  primitive- 
ment; et  comme  ce  résultat  est  indépendant  de  la 
grandeur  des  intervalles  compris  entre  les  billes  con— 
sécutives,  il  est  naturel  d'en  conclure  qu'il  aura  en- 
core lieu  quand  ces  intervalles  disparaîtront,  et  que 
les  billes ,  choquées  par  la  première ,  seront  en 
contact. 

Ainsi,  lorsqu'une  série  d'un  nombre  quelconque 
de  billes  parfaitement  élastiques,  en  repos,  juxtapo- 
sées, égales  en  masse,  et  dont  les  centres  sont  en  ligne 
droite,  sera  choquée  par  une  autre  bille  élastique, 
égale  à  chacune  d'elles,  et  en  mouvement  suivant  la 
ligne  des  centres,  celle-ci  se  i^éuuira  à  la  série  qui 
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demeurera  en  repos,  excepte  la  bille- placée  à  l'autre 
extrémité,  laquelle  se  détachera  seule  avec  la  vitesse 
de  la  bille  choquante  ,♦  c'est,  en  effet,  ce  qu'on  a  sou- 
vent l'occasion  de  vérifier,  avec  des  billes  de  billard, 
par  exemple. 

En  général ,  les  lois  du  choc  des  corps  sphériques, 
mous  ou  durs ,  qui  sont  les  conséquences  des  hypo- 
thèses du  n"  56o,  ont  été  confirmées  par  de  nom- 
breuses expériences,  faites  sur  des  billes  égales  ou 
inégales,  de  même  matière  ou  de  matière  diffé- 
rente, et  dont  les  vitesses  avaient  entre  elles  diffé- 
rens  rapports. 

564.  Le  mouvement  du  centre  de  gravité  d'un 
système  de  corps  n'est  jamais  altéré  par  le  choc  ou 
toute  autre  action  mutuelle  des  mobiles.  On  démon- 
trera par  la  suite,  dans  toute  sa  généralité,  cette  im- 
portante proposition ,  dont  on  a  déjà  vu  le  cas  le 
plus  simple  dans  le  n°  557 ,  et  qu'on  peut  aussi  véri- 
fier dans  le  choc  des  corps  sphériques,  mous  ou  par- 
faitement élastiques. 

Pour  cela,  soient  x  et  x' ,  au  bout  du  temps  ^,  les 
distances  des  centres  de  m  et  m'  à  un  point  fixe  de  la 
droite  sur  laquelle  ils  se  meuvent.  Soit  aussi,  à  cet 
instant,  x^  la  distance  au  même  point  du  centre  de 
gravité  de  m  et  itl  )  nous  aurons  (n°  ^^) 

(/Tz  4-  17^)  x^  =  mx  +  17^ x\ 

On  en  déduit ,  en  différentiant , 

/         ,         /v  àx ,  dx     ,         1  àx'  fT\ 
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équation  qui  fera  connaître  la  vitesse  -^  du  centre 

de  gravité,  correspondante  aux  vitesses  des  deux 
sphères.  Or,  avant  le  choc ,  on  a 

dx  dx  , 

151  =  "'       -dT^"' 
et,  conséquemment , 

~dt  m-^m'  ' 

Après  le  choc ,  on  a 

dx   dx    

~dt  "dt  ^ 

dans  le  cas  des  corps  mous ,  et 

dx  dx  , 

dans  le  cas  des  corps  élastiques.  En  substituant  succes- 
sivement ces  valeurs  dans  l'équation  (b),  et  ayant 

égard  à  Téquation  {a) ,  on  en  déduit  -^^  =  u  dans 

les  deux  cas;  ce  qui  est  la  même  valeur  qu avant  le 
choc,  en  vertu  de  cette  équation  (a).  Par  conséquent, 
le  choc  de  deux  sphères  ne  change  rien  au  mouve- 
ment de  leur  centre  de  gravité. 

Comme  la  vitesse  de  ce  point  est  toujours  la  somme 
des  quantités  de  mouvement  des  corps,  divisée  par 
la  somme  de  leurs  masses,  cela  revient  à  dire  que 
dans  le  choc  de  deux  corps  sphériques,  mous  ou 
élastiques,  la  somme  des  quantités  de  mouvement 
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ne  change  pas,  en  ayant  égard,  dans  cette  somme, 
aux  signes  des  vitesses. 

Si  la  vitesse  v  de  rn  est  nulle,  et  que  cette  masse 
soit  très  petite  par  rapport  à  iiiy  la  quantité  de  mou- 
vement imprimée  à  ni!  et  enlevée  à  m,  sera,  à  très  peu 
près,  772V  ou  :277zV,  selon  que  ces  corps  seront  dénués 
d'élasticité  ou  parfaitement  élastiques. 

565.  Jusqu'à  présent ,  on  a  assimilé  la  résistance 
des  fluides  à  une  suite  de  chocs  du  mobile  contre  les 
molécules  du  milieu  qu'il  traverse  ;  quoique ,  selon 
moi,  la  théorie  de  la  résistance  fondée  sur  cette  con- 
sidération doive  être  abandonnée,  il  est  bon ,  cepen- 
dant, de  l'expliquer  ici  en  peu  de  mots. 

Supposons  que  le  mobile  soit  un  cylindre  droit 
qui  se  meut  dans  le  sens  de  sa  longueur.  Soit  cù 
Taire  de  sa  base ,  perpendiculaire  à  cette  dimension 
et  à  la  direction  du  mouvement  ;  soient  aussi  772  la 
masse  du  mobile,  et  p  la  densité  du  fluide,  liquide 
.  ou  aériforme ,  dans  lequel  il  se  meut.  Au  bout  du 
temps  t,  appelons  v  sa  vitesse,  et  x  la  distance  de  sa 
base  antérieure  à  un  point  fixe,  pris  sur  la  perpen- 
diculaire à  ce  plan,  de  sorte  qu'on  ait  doc=zvdt.  Dans 
l'instant  dt,  cette  base  parcourra  l'espace  dx;  le  mo- 
bile frappera  donc  tous  les  points  matériels  du  fluide, 
compris  dans  une  tranche  dont  la  base  est  où,  la  hau- 
teur dx  f  et  la  masse  pcodx.  Or,  on  considère  tous  ces 
points  comme  isolés  et  n'ayant  aucune  action  sur  le 
fluide  environnant;  et,  dans  cette  hypothèse,  on 
"prend  pour  la  diminution  de  la  quantité  de  mouve- 
ment éprouvée  par  le  mobile  pendant  cet  instant  dt, 
le  produit  de  sa  vitesse  v  et  de  la  masse  frappée 

3., 
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^cùdx,  ou  le  double  de  ce  produit,  selon  que  Ton 
compare  ce  choc  à  celui  des  corps  dënuës  de  toute 
élasticité ,  ou  qu'on  l'assimile  au  choc  des  corps 
parfaitement  élastiques.  La  première  valeur  s>fG)dx 
est  celle  qui  s'écarte  le  moins  de  l'expérience  ;  en 
l'adoptant  donc,  et  observant  que  mch  éprouve  la 
variation  de  la  quantité  de  mouvement  de  la  masse 
772,  dans  l'instant  dt^  nous  aurons 

md^>  =  —  vpcûdx ', 

et  en  mettant  pour  dx  sa  valeur  s^dt ,  et  divisant 
par  dt ,  il  en  résulte 

du 

pour  la  force  motrice  provenant  de  la  résistance 
exeixrée  sur  une  surface  plane,  perpendiculaire  à  la 
direction  du  mouvement. 

Cette  résistance  est,  comme  on  voit,  proportion- 
nelle à  la  densité  du  fluide ,  à  la  surface  sur  laquelle 
elle  s'exerce ,  et  au  carré  de  la  vitesse  du  mobile. 
En  appelant  h  la  hauteur  due  à  cette  vitesse ,  et  g 
la  gravité ,  c'est-à-dire  ,  en  faisant  <^*  =:  2gh ,  sa  va- 
leur devient  agpoch  ;  en  sorte  qu'elle  est  égale  au 
poids  d'un  cylindre  du  fluide  qui  aurait  pour  base 
la  surface  perpendiculaire  à  la  direction  de  la  vi- 
tesse ,  et  pour  hauteur  le  double  de  celle  dont  un 
corps  pesant  devrait  tomber  dans  le  vide ,  pour  ac- 
quérir cette  même  vitesse. 

Si  la  direction  du  mouvement  n'est  pas  perpen- 
diculaire à  la  surface  plane  qui  éprouve  la  résis- 
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tance ,  on  décompose  la  vitesse  du  mobile  en  deux 
autres,  Tune  perpendiculaire,  et  l'autre  parallèle  à 
ce  plan;  on  suppose  que  la  vitesse  parallèle  ne 
donne  lieu  qu'à  un  frottement  dont  on  fait  abstrac- 
tion, et  que  la  résistance  proprement  dite  est  la 
même  que  si  la  vitesse  normale  existait  seule  :  c'est 
pourquoi  l'on  substitue  cette  composante  à  la  vi- 
tesse V  dans  la  valeur  précédente  de  la  résistance, 
qui  devient  alors  pcoi^*  cos"*  i ;  i  étant  langle  que 
fait  la  normale  à  la  surface  Ci>,  avec  la  direction  de 
la  vitesse  v. 

566.  En  admettant  ce  résultat,  et  l'étendant  aux 
élémens  infiniment  petits  des  surfaces  courbes ,  on 
en  conclut ,  par  le  calcul  intégral ,  la  résistance 
éprouvée  par  un  corps  solide  de  forme  quelconque. 

Pour  plus  de  simplicité ,  supposons  qu'il  s'agisse 
d'un  solide  de  révolution ,  dont  tous  les  points  dé- 
crivent, avec  la  vitesse  <^,  des  parallèles  à  son  axe 
de  figure.  Soient  AB  cet  axe  (fig.  i"^^),  et  AMB  sa 
courbe  génératrice  :  prenons  cet  axe  pour  celui  des 
abscisses  ;  et  appelons  x  et  j  l'abscisse  CP  et  For- 
donnée  PM  d'un  point  quelconque  M  de  cette  courbe. 
Supposons  que  la  plus  grande  section  du  solide  ,  per- 
pendiculaire à  l'axe  de  figure ,  soit  celle  qui  répond 
au  point  C ,  origine  des  coordonnées,  et  que  CD  soit , 
en  conséquence ,  la  plus  grande  ordonnée  de  la 
c©urbe  AMB.  Le  mouvement  ayant  lieu  de  B  vers 
A,  la  portion  de  la  surface  qui  éprouvera  la  résis- 
tance du  milieu  sera  celle  qui  répond  à  la  partie 
DMA  de  cette  courbe.  Soit  ds  l'élément  différen- 
tiel de  cette   courbe  au   point  quelconque   M  ;    on 
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aura 

dr 
COS  i   ==    -J^, 
as  ' 

pour  le  cosinus  de  Fangle  que  ia  normale  en  ce 
point,  fait  avec  l'axe  des  x,  c'est-à-dire,  avec  la  di- 
rection du  mouvement  ;  et  cet  angle  sera  le  même 
dans  toute  Tëtendue  de  la  zone  engendrée  par  ds 
en  tournant  autour  de  AB,  dont  la  surface  est  iTrjds, 
Chacun  des  élémens  plans  de  cette  zone  éprouvera 
donc  une  résistance  normale  qui  sera  égale  au  pro- 
duit de  cet  élément,  multiplié  par  pi^*  cos*  i.  En 
décomposant  cette  force  en  deux  autres,  l'une  per- 
pendiculaire et  l'autre  parallèle  à  l'axe  AB ,  il  est 
évident  que  les  composantes  perpendiculaires  à  AB 
se  détruiront  deux  à  deux  ;  d'ailleurs,  chaque  com- 
posante parallèle  à  AB  aura  pour  valeur  la  résis- 
tance normale  à  la  zone,  multipliée  par  cps  i\  par 
conséquent,  la  somme  de  ces  composantes,  pour  la 
zone  entière ,  sera  égale  au  produit  de  la  surface 

iTTyds,  de  p^*cosï,  et  de  cosi,  ou  à   sTTp^^j  ^, , 

d'après  la  valeur  de  cosf. 

Il  suit  de  là  qu'en  appelant  R  la  résistance  totale 
éprouvée  par  le  solide  en  sens  contraire  de  son  mou- 
vement, et  faisant  CA  =  a,  nous  aurons 


R  =  2^p.'/;jf,    (c) 


pour  la  valeur  de  celte  force  motrice. 

Si  le  mobile  est  une  sphère ,  le  point  G  sera  son 
centre,  et  a  son  rayon.  En  désignant  par  S  l'angle 
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MCA ,  on  aura 

^  =  a  sin  6  ^     dj=za  cos  6û?9  ,     ds  =  ad^  ; 
et  il  en  résultera 

R  =  27rp*a*  r  '  ""  cos^  6  sin  èd^  =  j  7r|C<5t V*  ; 

ce  qui  montre  que  la  re'sistance  éprouvée  par  une 
sphère  est  la  moitié  de  celle  qui  aurait  lieu  sur  le 
cylindre  circonscrit,  dont  -tt^*  serait  la  base  per- 
pendiculaire à  la  direction  du  mouvement. 

567.  C'est  à  Newton  qu'est  dû  ce  premier  es- 
sai sur  la  résistance  des  fluides;  et  c'est  lui  qui  a 
déterminé ,  le  premier ,  le  mouvement  des  corps 
soumis  à  une  force  dépendante  de  leur  vitesse.  En 
comparant  le  résultat  de  son  calcul  au  temps  observé 
de  la  chute  d'une  sphère  qui  tombe  dans  l'air,  d'une 
grande  hauteur,  il  a  reconnu  qu'il  faudrait,  pour  ac- 
corder l'un  avec  l'autre,  réduire  à  moitié  la  valeur 
précédente  de  R. 

D'après  d'autres  expériences,  faites  par  Borda,  cette 
valeur  doit  être  seulement  réduite  aux  trois  cin- 
quièmes; ce  qui  donne 

R  =  —7rpa*p\ 

En  appelant  D  la  densité  de  la  sphère,  sa  masse  sera 

— 2 —  ;  et  si  1  on  divise  R  par  cette  masse ,  et  qu  on 

appelle  <p  la  force  accélératrice  qui  en  proviendra,  on 
aura 
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ce  qui  est,  effectivement,  l'expression  de  la  résistance 
que  les  auteurs  de  Balistique  ont  adoptée  le  plus  gé- 
néralement, et  que  nous  avons  citée  dans  le  n°  216. 

En  vertu  de  la  formule  (c),  la  détermination  du 
solide  de  révolution  qui  éprouve  la  moindre  résis- 
tance ,  consiste  à  trouver  la  courbe  génératrice  de  ce 

solide  pour  laquelle  l'intégrale    /    j  — -  est  un  mz- 

nimum;  problème  qu'on  résoudra  sans  difficulté  par 
les  règles  du  calcul  des  variations ,  et  dont  Newton  a 
donné  la  solution  avant  que  d'autres  géomètres  se 
fussent  occupés  de  ce  genre  de  questions ,  mais  sans 
indiquer  la  méthode  qu'il  a  suivie  pour  j  parvenir. 

Cette  théorie  de  la  résistance  repose ,  comme  on  Fa 
vu,  sur  une  comparaison  vague  de  l'action  du  fluide 
au  choc  des  corps,  et  sur  la  supposition  inadmis- 
sible que,  dans  ce  choc,  les  molécules  du  fluide  agis- 
sent isolément  sur  le  mobile  et  nullement  l'une  sur 
l'autre.  Elle  est  démentie  par  l'observation  ,  quant  à 
la  grandeur  absolue  que  îe  calcul  donne  à  peu  près 
double  de  celle  qui  résulterait  de  l'expérience;  elle 
l'est  aussi  par  rapport  à  la  loi  de  la  résistance  en  fonc- 
tion de  la  vitesse,  qui  serait  toujours  proportionnelle 
au  carré  de  la  vitesse,  suivant  cette  théorie,  tandis 
qu'il  résulte  du  décroissement  observé  des  ampli- 
tudes, dans  les  très  petites  oscillations  du  pendule 
(n°  187),  que  cette  force  est  seulement  proportion- 
nelle aux  très  petites  vitesses.  La  résistance  qu'un 
fluide,  liquide  ou  aériforme,  oppose  au  mouvement 
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d  un  corps  solide,  se  compose  d'un  frottement  contre 
la  surface,  et  de  la  résultante  des  pressions  que  ce 
fluide  exerce  sur  cette  surface  tout  entière.  Pour  dé- 
terminer convenablement  cette  seconde  partie ,  qui 
est  la  résistance  proprement  dite ,  il  faut  considérer  à 
la  fois  les  mouvemens  du  corps  et  du  fluide ,  comme 
je  l'ai  fait  dans  le  mémoire  déjà  cité  (n°  191).  Cette 
force  peut  être  différente  dans  le  mouvement  oscilla- 
toire et  dans  le  mouvement  progressif,  dans  les  li- 
quides et  dans  les  gaz  ;  et ,  dans  ceux-ci ,  elle  peut  dé- 
pendre de  leur  température ,  et  non  pas  seulement  de 
leur  densité  3  ce  qui  serait  important  à  vérifier  par 
l'expérience. 
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CHAPITRE  n. 

DÉTERMINATION  DES  MOMENS  D'INERTIE  ET  DES  AXES 
PRINCIPAUX. 

568.  Dans  les  chapitres  suivans,  nous  considére- 
rons les  diffërens  cas  du  mouvement  d'un  corps  so- 
lide. Pour  former  les  équations  de  son  mouvement , 
nous  le  diviserons  en  parties  insensibles,  mais  de 
grandeur  finie ,  comprenant  néanmoins  des  nombres 
immenses  de  molécules.  Quoique  ce  corps  soit  formé 
de  molécules  disjointes,  les  sommes  relatives  a  ses 
parties  insensibles  pourront  être  changées ,  sans  er- 
reur appréciable ,  en  intégrales  définies,  comme  dans 
le  n*'  98  ;  et ,  dans  tout  ce  qui  va  suivre ,  on  pourra 
traiter  les  parties  dont  il  s'agit  comme  des  infiniment 
petits. 

Les  intégrales  définies  que  les  équations  du  mou- 
vement renfermeront  seront  au  nombre  de  neuf, 
savoir  : 

fxdiriy      fjdniy      fzdm^ 
fxydrïiy    Jzxdm,    fj-zdm, 
fz^dm ,     /j'^dm ,     fx*dm  ; 

dm  étant  l'élément  différentiel  de  la  masse,  qui  ré- 
pond aux  trois  coordonnées  rectangulaires  x ,  j,  z, 
et  les  intégrales  s'étendant  à  la  masse  entière  du  mo- 
bile, que  nous  désignerons  par  M. 
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Les  trois  premières  dépendent  de  la  position  du 
centre  de  gravité  ;  et  si  l'on  appelle  .r, ,  j^*, ,  z^y  ses 
trois  coordonnées,  on  aura  (n°  91) 

fxdmzzzMx^,   fjdmz=^^lr,,   fzdm  =  Mzt; 

en  sorte  que  chacune  de  ces  intégrales  sera  nulle  , 
lorsqu'on  prendra  ce  point  pour  l'origine  des  coor- 
données. 

Quelle  que  soit  cetie  origine ,  on  prouvera  plus 
loin  qu'on  peut  toujours  déterminer  la  direction  des 
trois  axes  de  manière  qu'on  ait 

fxjdm  =  o  y     fzxdm  ==  o ,     fjzdin  =  o . 

Les  trois  axes  rectangulaires  des  Jc ,  j-,  z,  qui  font 
ainsi  disparaître  ces  trois  intégrales ,  s'appellent  des 
axes  principaux. 

Quant  aux  trois  dernières  des  neuf  intégrales ,  on 
les  exprimera  au  moyen  de  trois  autres  que  nous  re- 
présenterons par  A  ;  B,  C ,  et  qui  seront 

A=/(  j*+z*)  J^TZ,  B=:/(:3»+jr^)^/?2,  C=f(x^+j^)djn; 

d'où  Ton  tire 

2fz''dm  =  A  +  B  —  C, 
2fj'dmz=z  C  +  A  —  B, 
2fx*dm=  B  +  C  —  A. 

On  appelle,  en  général ,  moment  d'inertie  d'un  corps 
par  rapport  à  une  droite  quelconque ,  la  somme  des 
éîémens  de  sa  masse ,  multipliés  par  les  carrés  de 
leurs  distances  à  cette  droite.  Ainsi,  A ,  B^  C,  seront 
les  momens  d'inertie  du  mobile  par  rapport  aux  axes 
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des  X  f  j,  z;  car,  par  exemple,  j-*  +  z*  est  le  carre 
de  la  distance  de  dm  à  l'axe  des  a:.  Lorsque  ces  droites 
seront  des  axes  principaux ,  nous  appellerons  A , 
B ,  C ,  des  niomens  d'inertie  principaux. 

Le  centre  de  gravité  et  les  axes  principaux  ont 
l'avantage  de  simplifier  les  équations  du  mouvement, 
en  faisant  disparaître  une  partie  de  leurs  termes, 
quand  on  les  prend  pour  origine  et  pour  axes  des 
coordonnées;  ils  jouissent,  en  outre,  de  propriétés 
très  importantes  dans  la  Dynamique ,  ainsi  qu'on  le 
verra  par  la  suite. 

569.  La  détermination  des  momens  d'inertie  est 
un  problème  de  calcul  intégral,  que  l'on  résoudra 
toujours  exactement  ou  par  la  méthode  des  quadra- 
tures. 

L'exemple  le  plus  simple  est  le  calcul  du  moment 
d'inertie  d'un  parallélépipède  rectangle  et  homogène, 
par  rapport  à  l'une  de  ses  arêtes.  Prenons  trois  de  ses 
arêtes  adjacentes  pour  axes  des  oc,  j-,  z,  et  désignons 
par  a,  b,  c,  leurs  longueurs;  puis  divisons  chacune  de 
ces  trois  droites  en  une  infinité  de  parties  infiniment 
petites.  En  menant  par  tous  les  points  de  division,  des 
plans  parallèles  aux  faces  du  parallélépipède ,  on  aura 
trois  séries  de  plans  qui  le  partageront  en  élémens 
infiniment  petits  dans  leurs  trois  dimensions.  Le  vo- 
lume de  l'élément  qui  répond  aux  trois  coordonnées 
oc  y  y  y  Zy  sera  évidemment  docdjdz  ;  on  aura  donc 
pour  sa  masse 

dm  =  fidx  dj  dz  ; 
p  étant  la  densité  du  parallélépipède,  que  l'on  sup- 
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pose  constante.  Par  conséquent ,  le  moment  d'inertie 
C,  par  rapport  à  l'arête  qu'on  a  prise  pour  axe  des  r, 
et  dont  la  longueur  est  c ,  sera 

On  étendra  cette  intégrale  triple  à  tous  les  ële- 
mens  du  parallélépipède  donne',  en  intégrant,  dans 
un  ordre  quelconque,  depuis  ûc=o,  j=o,  2  =  0, 
jusqu'à  X  ^=a ,  j:=:hy  z:=^c  ;  ce  qui  donne ,  sans 
aucune  difficulté, 

ry  /a}bc     ,      ah'^c\ 

C  =  p(^  +  — ), 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

C  =  j  M  (^,^  +   h^)  ; 
M  étant  la  masse  du  corps ,  de  sorte  qu'on  ait 
M  =   f^abc. 
On  aura  de  même 

pour  les  momens  d'inertie  du  même  corps,  par  rap- 
port aux  arêtes  dont  les  longueurs  sont  h  et  a. 

370.  Pour  second  exemple,  calculons  le  moment 
d'inertie  d'un  ellipsoïde  homogène  par  rapport  à 
l'un  de  ses  trois  axes  de  figure. 

L'équation  de  sa  surface  sera 


x"^  j-^ 


a^    .     p  +  -.=  i,         (a) 
en  désignant  par  2«,  sb,  ic,  les  longueurs  de  ses 
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trois  diamètres  principaux,  que  Ton  prend  pour 
axes  des  oc ,  j ,  z.  Son  moment  d'inertie,  par  rap- 
port à  Taxe  des  z ,  sera  exprimé  par  la  même  inté- 
grale triple  que  dans  le  problème  précédent  ;  la 
constante  p  étant  toujours  la  densité  du  corps.  Pour 
obtenir  cette  intégrale  triple,  qui  doit  être  étendue 
à  la  masse  entière  de  l'ellipsoïde  ,  j'intégrerai  d'a- 
bord par  rapport  à  z,  en  regardant  x  et  j  comme 
des  constantes;  ensuite,  par  rapport  à  j;^,  en  con- 
tinuant de  regarder  œ  comme  constante,  et,  enfin, 
par  rapport  à  œ.  On  peut  suivre  l'ordre  qu'on  veut 
dans  ces  trois  intégrations  successives;  celui  que  je 
choisis  revient  à  concevoir  l'ellipsoïde  partagé  en 
une  infinité  de  tranches  elliptiques,  parallèles  au 
plan  desj^  et  z;  chaque  tranche  partagée  de  même  en 
une  infinité  de  parallélépipèdes  parallèles  à  l'axe  des 
z,  et  terminés  à  la  surface;  et  chaque  parallélépipède 
en  élémens  infiniment  petits  dans  leurs  trois  dimen- 
sions. Les  limites  de  l'intégrale  relative  à  z  seront  les 
deux  valeurs  de  cette  variable  qui  sont  données  par 
l'équation  {a)  ;  cette  intégrale  définie  exprimera ,  en 
fonction  de  x  et  J ,  \q  moment  d'inertie  de  l'un 
quelconque  des  parallélépipèdes.  L'intégrale  relative 
a  Y  aura  pour  limites  les  deux  valeurs  de  cette  va- 
riable, qui  répondent  à  la  même  valeur  de  œ,  dans 
l'équation  de  la  section  de  l'ellipsoïde  par  le  plan 
des  œetj;  elle  exprimera  le  moment  d'inertie  de  la 
tranche  parallèle  au  plan  des  j  et  2,  qui  se  trouve  à 
la  distance  x  de  ce  plan.  Enfin,  l'intégrale  relative  à 
X  sera  prise  depuis  x= —  a  jusqu'à  x  =  a,  et  elle 
exprimera  le  moment  d'inertie  de  Tellipsoïde  entier. 
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En  intégrant  par  rapport  a  z,  il  vient 

(jc''  +  J"*)  z  doc  dj  +  constante. 

Les  deux  limites  données  par  i'équation  [a)  sont 


l'intégrale  définie  sera  donc 


Si  l'on  fait,  pour  abréger, 

,^   b^  ^^ 

à"-  ' 

l'intégrale  relative  a  j  àe  la  première  partie  de  la 
formule  précédente ,  deviendra 

L'équation  de  la  section  de  l'ellipsoïde  par  le  plan 
des  X  et  j ,  savoir  : 

b^   ^    a^    —    ^' 

donne  j- =  ±  7' pour  les  deux  limites  de  l'intégrale 
relative  à  j^  ;  et ,  comme  on  a 

il  en  résulte,  en  remettant  pour  7*  sa  valeur. 


^cx^da:  fsj ^-Ç^  -t^dj  =  ''-^  {a'x^  -  cc^)  dx. 
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En  inlëgrant  par  rapport  à  x  depuis  x  =  —  a  jus- 
qu'à X  = 


a ,  on  aura  donc 


*    ,     ^  ^TCfa^bc 


'.pcffx'  ^  1  -Ç  -  -^  ^  rfr  =  ^-^ 


sans  nouveaux  calculs ,  et  par  de  simples  changemens 
de  lettres ,  on  aura  de  même 


•■pcffr\/^-i-$dxdj 


^wpb^ac 


i5      ' 


par  conséquent,  le  moment  d'inertie  C  par  rapport 
à  Taxe  des  z,  qui  est  la  somme  de  ces  deux  dernières 
intégrales ,  aura  pour  valeur 

C  =  %"-'(^^  +^*). 

On  obtiendra  de  même  les  momens  d'inertie  B  et 
A  par  rapport  aux  axes  des  j  et  des  x.  La  masse 
de  l'ellipsoïde  étant  M ,  on  aura  ,  d'après  son  vo- 
lume (n°   89) 

et  les  trois  momens  dlnertie  ^  par  rapport  aux  diamè- 
tres 2a  y  2b,  2Cy  seront 

Ces  diamètres  sont  les  trois  axes  principaux  du 
corps ,  qui  se  coupent  à  son  centre  de  gravité  ;  car  en 
les  prenant  pour  axes  des  x^j^z,  les  trois  intégrales 
fxjdm,  fzxdm,  fjzdm,  étendues  à  l'ellipsoïde  en- 
tier, sont  zéro,  puisque  chacune  d'elles  se  compose 
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d'ëlémens  qui  sont,  deux  à  deux,  égaux  et  de  signe 
contraire. 

On  voit  que  parmi  les  (rois  quantités  A,  B,  C  ,  la 
plus  grande  et  la  plus  petite  sont  celles  qui  répon- 
dent au  plus  petit  et  au  plus  grand  des  trois  diamè- 
tres; ce  qui  est  d'ailleurs  eVident,  par  la  définition 
des  momens  d'inertie. 

57  i .  Dans  le  cas  d'une  sphère ,  on  a  a  =  b=  c;  les 
trois  momens  d'inertie  deviennent  égaux  entre  eux  , 

o 

et  sont  exprimés  par  -^pci^>  Si  le  rayon  a  augmente 

d'un  infiniment  petit,  et  se  change  en  a  +  da ,  l'ac- 
croissement correspondant  de  ce  moment  d'inertie  de 

la  sphère,  savoir,  -^  pa^da ,    exprimera  le  moment 

d'inertie  de  la  couche  sphérique,  dont  les  rayons 
intérieur  et  extérieur  sont  a  et  a  +  da.  Maintenant, 
supposons  que  la  sphère  ne  soit  pas  homogène,  mais 
qu'elle  soit  seulement  composée  de  couches  concen- 
triques et  homogènes ,  de  manière  qu  en  appelant  r 
le  rayon  d'une  couche  quelconque,  la  densité  p  soit 
une  fonction  donnée  de  r.  Pour  avoir  le  moment 

d'inertie  de  la  sphère  entière ,  il  faudra  intégrer  celui 

p 
de  cette  couche  quelconque,  savoir,  -5-  fr^dr ,  par 

rapport  à  r,  et  étendre  l'intégrale  au  rayon  entier  de 
la  sphère;  donc,  en  désignant  ce  rayon  par  c,  on 
aura 


fyr^dr, 


pour  le  moment  d'inertie  demandé. 
2. 
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Si  on  le  compare  à  celui  d'une  sphère  bomogène 
du  même  rayon,  et  dont  la  densité  soit  égale  à  la 
densité  moyenne  de  celle  que  l'on  considère ,  il  est 
aisé  de  voir  qu'il  devra  être ,  par  la  définition  des 
momens  d'inertie ,  et  qu'il  sera  effectivement ,  d'après 
son  expression ,  plus  grand  ou  plus  petit ,  selon  que 
la  densité  f  croîtra  ou  décroîtra  continuellement  du 
centre  à  la  surface. 

5j2,  Le  calcul  du  moment  d'inertie  d'un  corps  ho- 
mogène, terminé  par  une  surface  de  révolution,  se 
réduit  à  une  seule  intégration  dépendante  de  la  courbe 
génératrice ,  quand  on  le  prend  par  rapport  à  l'axe 
de  figure.  On  décomposera  alors  le  solide  en  anneaux 
circulaires,  d'une  épaisseur  et  d'une  largeur  infini- 
ment petites,  dont  chacun  ait  son  centre  dans  l'axe  , 
et  soit  compris,  d'une  part,  entre  deux  plans  perpen- 
diculaires à  l'àxe,  et  d'une  autre  part,  entre  deux 
surfaces  cylindriques  ,  dont  cette  droite  sera  l'axe 
commun.  En  appelant  r  le  rayon  de  la  surface  inté- 
rieure, r^dr  celui  de  ia  surface  extérieure,  et  dœ  la 
distance  des  deux  plans,  le  volume  d'un  anneau  sera 
f^ (^r  +  drydx — Trr^dxy  ou  27rrdrdœ ,  en  négligeant 
le  terme  infiniment  petit  du  troisième  ordre.  Sa 
masse  sera  donc  ^itfrdrdx,  en  désignant  par  f  la 
densité  du  corps;  et  comme  tous  les  points  de  cet 
anneau  sont  à  la  même  distance  r  de  l'axe  de  figure , 
le  produit  uTr^r^drdx,  de  cette  masse  et  de  r%  expri- 
mera son  moment  d'inertie  par  rapport  à  cet  axe. 
Donc  si  cet  axe  et  la  courbe  génératrice  sont  la 
droite  AB  et  la  ligne  AMB  (fîg.  i'"),  et  qu'on  fasse 

AP    =    X,  PJV1=:==J, 
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on  aura  le  moment  d'inertie  de  la  tranche  iniSnimeiit 
mince  du  solide  de  révolution ,  perpendiculaire  à  AB 
et  correspondante  au  point  P,  en  intégrant  nir^v'^drdx 
depuis  r  =  o  jusqu'à  r=j,  ce  qui  donne  ^Trpj^dœ. 
Donc  aussi ,  si  l'on  désigne  par  l  la  longueur  de  l'axe 
AB,  et  par  yu.  le  moment  d'inertie  du  solide  entier,  on 
obtiendra  la  valeur  de  /ul  en  intégrant  cette  différen- 
tielle i  TTff^dx,  depuis  .r  =  o  jusqu'à  x  =  Z,  et  il  en 
résultera 

H'  =  l'Trp  f^  j^djc.  {b) 

Si  l'on  désigne  par  a  et  f  des  valeurs  données  de 
a:  y  telles  que  l'on  ait  a  <  ^  et  f  <  Z,  il  suffira  d'in- 
tégrer depuis  X  =  a  jusqu'à  ^  =  C,  pour  avoir  le 
moment  d'inertie  de  la  tranche  du  solide  comprise 
entre  les  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe ,  dont  et 
et  è  sont  les  distances  au  point  A .  Si  ce  corps  est  un 
solide  creux,  compris  entre  deux  surfaces  de  révolu- 
tion qui  ont  le  même  axe  AB ,  on  aura  son  moment 
d'inertie ,  en  regardant  ce  corps  comme  la  différence 
de  deux  solides  de  révolution ,  dont  on  retranchera , 
l'un  de  l'autre,  les  momens  d'inertie  relatifs  à  l'axe 
commun.  Enfin,  si  l'on  demandait  le  moment  d'iner- 
tie d'une  portion  du  solide  de  révolution,  comprise 
entre  deux  plans  menés  par  l'axe  de  figure,  il  est 
évident  que  ce  moment,  par  rapport  à  cet  axe,  serait 
à  celui  du  solide  entier  comme  l'angle  des  deux  plans 
est  à  quatre  angles  droits. 

575.  En  prenant  la  demi- ciiconférence  d'un  cercle 
pour  la  génératrice  AMB,  et  désignant  le  rayon  par 
a,  on  aura 

4.. 
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pour  la  valeur  de  jr*  qu'il  faudra  substituer  dans  la 
formule  {h)  ;  et  si  Ton  demande  le  moment  d'inertie 
du  segment  sphérique  dont  la  flèche  est  a ,  pris  par 
rapport  au  diamètre  perpendiculaire  à  sa  base,  il 
faudra  intégrer,  dans  cette  formule,  depuis  x=:o 
jusqu'à  X  =  a  ;  ce  qui  donne 

Dans  le  cas  de  la  sphère  entière ,  on  fera  a  =  2a ,  et 

il  en  résultera  fz  =     '^^    ,  comme  précédemment. 

Si  la  génératrice  est  une  droite  passant  par  le  point 
A,  et  qui  fasse,  avec  l'axe  AB,  un  angk  dont  la  tan- 
gente soit  9,  on  aura 

Je  substitue  cette  valeur  dans  Téquation  (b),  et  j'in- 
tègre depuis  x=  a  jusqu'à  x  =  €;  il  vient 

Cette  valeur  sera  celle  du  moment  d'inertie  d'un 
cône  tronqué,  pris  par  rapport  à  son  axe  de  figure. 
En  appelant  a  et  b  les  rayons  de  ses  deux  bases, 
et  h  sa  hauteur,  nous  aurons 

Sût  =  a.     G?  =  ^,     S  —  et  z=z  h'y 

et  nous  pourrons  écrire  la  valeur  de  /a  sous  la 
forme 

/>t  =  -^  TTp/z  {a^  +  a^b  +  a'^b''  +  ab^  +  b^). 
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Dans  le  cas  d'un  cône  entier ,  on  fera  b  =  o  ;  et 
M  étant  sa  masse ,  on  aura 

M  =  ^TTfha^       fJL  ==  -^Ma^ 

Quand  le  cône  tronqué  se  changera  en  un  cylindre, 
on  fera  b  =  a  ;  et  la  masse  étant  toujours  M,  il 
en  résultera 

574-  Connaissant  le  moment  d'inertie  d'un  corps 
par  rapport  à  un  axe  passant  par  le  centre  de  gra- 
vité, on  en  conclut  aisément  le  moment  d'inertie 
du  même  corps ,  rapporté  à  tout  autre  axe  paral- 
lèle au  premier. 

En  effet,  plaçons  l'origine  des  coordonnées  au 
centre  de  gravité,  et  prenons  le  premier  axe  pour 
celui  des  z.  Soient  et  et  ë  les  coordonnées  du  point 
où  le  second  axe  coupe  le  plan  des  œ  et  j*,  auquel 
ce  second  axe  est  aussi  perpendiculaire.  Désignons 
par  a  la  distance  du  centre  de  gravité  au  second 
axe  ;  par  r  la  distance  d'un  élément  quelconque  dm 
du  corps  au  premier  axe;  par  r'  la  distance  du 
même  point  matériel  au  second  axe.  Le  moment 
d'inertie  connu  sera  fr*djn,  et  celui  qu'on  demande 
sera  fr''^dm;  ces  intégrales  s'étendant  à  la  masse  en- 
tière du  solide.  Or,  nous  aurons 

en  multipliant  par  dm,  intégrant  et  observant  que 
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on  aura  donc 

fT^''dmz=zfT^dm  —  2ctfxdm  —  ^Qfjdm  +  a^'fdnv* 

mais  les  intégrales  fxdm  et  fjdm  sont  nulles ,  à 
cause  que  le  centre  de  gravité  est  sur  l'axe  des  z 
(n®  568);  de  plus,  yîf/w  est  la  masse  entière  du  corps, 
que  je  représenterai  par  M;  par  conséquent,  l'équa- 
tion précédente  se  réduit  à 

fr^dm  =  ff'dm  +  Ma^ 

Ainsi  l'on  aura  le  moment  d'inertie  demandé,  en 
ajoutant  à  celui  qui  est  donné  la  masse  du  corps, 
multipliée  par  le  carré  de  la  distance  du  centre  de 
gravité  au  nouvel  axe. 

D'après  cette  règle,  on  aura  immédiatement  le 
moment  d'inertie  d'une  sphère  homogène  ou  com- 
posée de  couches  concentriques,  par  rapport  à  un 
axe  quelconque,  puisque  ce  moment  est  connu  par 
rapport  à  tous  les  axes  passant  par  le  centre  de  fi- 
gure ,  qui  est  aussi  le  centre  de  gravité. 

Dans  un  corps  quelconque,  le  moment  d'inertie 
par  rapport  à  un  axe  passant  par  son  centre  de  gra-^ 
vite,  sera  plus  petit  que  par  rapport  à  tout  autre 
axe  parallèle  à  celui-là.  Les  momens  d'inertie  d'un 
même  corps  seront  égaux ,  par  rapport  à  tous  les 
axes  parallèles  entre  eux,  et  également  éloignés  du 
centre  de  gravité  :  leur  valeur  commune  augmentera 
à  mesure  qu'ils  s'éloigneront  de  ce  point. 

575.  Non -seulement  le  moment  d'inertie  d'un 
corps  varie  avec  la  position  absolue  de  l'axe  auquel 
on  le  rapporte ,  mais  il  change  aussi  avec  la  direction 
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de  cette  droite.  Pour  montrer  comment  cette  direc- 
tion influe  sur  la  grandeur  du  moment  d'inertie  d'un 
corps  quelconque,  proposons-nous  de  trouver  celui 
de  la  masse  M  par  rapport  à  un  axe  mené  par  l'ori- 
gine des  coordonnées ,  et  qui  fasse  avec  les  axes  des 
Xyj,  z,  les  trois  angles  donnés  a,  ^,  y. 

Soient  p  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'élément 
dm  sur  le  nouvel  axe,  D  la  distance  de  ce  point  ma- 
tériel à  l'origine  des  coordonnées ,  cT  l'angle  compris 
entre  la  ligne  D  et  le  nouvel  axe.  Les  coordonnées 
de  dm  étant  oc ,  j,  z,  les  cosinus  des  angles  que  fait 
la  direction  de   son  rajon  vecteur  D  avec  les  axes 

de  ces  coordonnées,  seront  ^^  ^,  =  ;  par  consé- 
quent ,  on  aura  (n"  g) 

cos  cT  ==  ^  cos  a  +  ^  cos  ^  4-  1  cos  y. 

D'ailleurs,  on  a 

p  =  D  sin  cT,       /?*  =  D»  —  (D  cos  J'Y; 

en  substituant  donc  pour  D  cos  cT  la  formule  précé- 
dente, multipliée  par  D,  et  mettant  ^*-j-/*-|-z* 
au  lieu  de  D*,  il  en  résultera 

^*  =  oc*  sin*  cfc  +^*  sin"  ^  +  z**  sin*  y 
—  2  J^cos  CL  cos  €  —  2XZ  cos  CL  COS  y —  272  cos  ê  COS  y  ; 

d'où  l'on  conclut 

fp*dm  =  sin*  et  ,fœ^dm  4-  sin*ê  ,fj''dm + sin*p/  .fz^dm 

—  2C0S  ût  cos  è .  fxjdm  —  2  cos  a  cos  y ,  fxzdm 

—  2 cos  Ç  COS  y.fjzdm. 
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Au  moyen  de  celte  formule,  on  aura  donc  le  mo- 
ment d'inertie  fp^dm ,  relatif  à  un  axe  de  direction 
donnée,  et  passant  par  l'origine  des  coordonnées  , 
quand  on  connaîtra  les  six  mté^rales  fœ*dmy  Jj*dm^ 
fz^dm ,  fxjdm ,  foczdin  f  fjzdm,  étendues  à  la  masse 
entière  du  corps,  et  relatives  aux  axes  des  coordon- 
nées. Si  ces  trois  droites  sont  des  axes  principaux, 
les  ti'ois  dernières  intégrales  seront  nulles  (n^*  368), 
et  la  formule  précédente  se  réduira  à 

fp*dm  =:  sin*cc  .fx^dm  +  sin*f  ./jr^dm-^  ûu^y  .fz^djn. 

Mais ,  en  vertu  de  1  équation 

cos*  A  +  cos*  C  +  cos*  ^  =  I  , 

nous  avons 

sin*  et  =  cos'  ë  +  cos"  y  , 
sin*  €  =  cos**  y  +  cos*  ot , 
sin*  y  =  cos"*  a  +  cos*  ^  ; 

ce  qui  change  la  valeur  àejp^dm  en  celle-ci  : 

fp^dm  =  {Jy'^din^fz''dm)  cos*  a , 
+  \fz''dm+fx^dm)cQS*èy 
+  {fx'^dm  -^-fy^dm)  cos*  y  ; 

donc  en  réunissant  chaque  couple  d'intégrales  en  une 
seule,  et  désignant  par  A,  B,  C,  comme  dans  le 
n'  368,  les  momens  d'inertie  par  rapport  aux  axes 
des  X,  j",  2,  nous  aurons  finalement 

fp^dm  =  A  cos*  a  -|-  B  cos*  f  +  G  cos'  y,     {c) 

Ainsi,  il  suffira  de  connaître  les  trois  moment 
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d'inertie  relatifs  aux  trois  axes  principaux  qui  se 
coupent  en  un  point  donné,  pour  en  conclure  imme'- 
diateraent  le  moment  d'inertie  correspondant  à  un 
axe  quelconque,  passant  par  ce  point;  et,  en  com- 
binant ce  résultat  avec  celui  du  numéro  précédent , 
on  voit  que  le  calcul  de  tous  les  momens  d'inertie 
d'un  même  corps  se  réduira  à  déterminer  les  trois 
momens  d'inertie  principaux  qui  répondent  à  son 
centre  de  gravité.  Ayant  calculé,  par  exemple  (n°  Syo), 
les  valeurs  de  ces  trois  momens  d'inertie,  dans  le 
cas  de  l'ellipsoïde  homogène ,  nous  pouvons  regar- 
der comme  connu  le  moment  d'inertie  de  ce  corps, 
par  rapport  à  un  axe  quelconque. 

576.  Le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  trois  mo- 
mens d'inertie  principaux  A,  B,  C^  qui  entrent  dans 
la  formule  (c),  sont  aussi  le  plus  grand  et  le  plus  pe- 
tit de  tous  les  momens  d'inertie  du  même  corps,  par 
rapport  aux  axes  passant  par  l'origine  des  coor- 
données. 

Soit ,  en  effet ,  A  la  plus  grande  des  trois  quantités 
A ,  B,  C  ;  en  mettant  i  —  cos*  ë  —  ces*  y  a  là  place 
de  cos*  a  dans  l'équation  (c) ,  on  aura 

fp'dm  =  A  —  (A  —  B)  cos*g  —  (A—  C)  cos'^y; 

d'où  l'on  conclut  que  fp^'dm  est  moindre  que  A  ^ 
quels  que  soient  les  angles  Q  et  y.  De  même,  C  étant 
la  plus  petite  des  trois  quantités  A,  B,  C,  si  l'on  met 
l'équation  {c)  sous  la  forme 

fp-dm  =  C  +  (A  ~  C)  cos*  a  -{-  (A  —  B)  cos*  C, 

on  voit  qu'on  a  constamment  /p^'din  >  C, 
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Dans  le  cas  particulier  où  les  trois  quantités  A , 
B,  C  ,  sont  égales,  on  a  aussi  fp^dm  =  A ,  quelle  que 
soit  la  direction  de  l'axe  auquel  le  moment  d'inertie 
fp^dm  est  rapporté;  donc  alors  les  momens  d'inertie 
sont  égaux  par  rapport  à  tous  les  axes  passant  par 
l'origine  des  coordonnées.  Ce  cas  est  celui  de  la 
sphère  homogène  ou  composée  de  couches  concen- 
triques, lorsque  l'origine  des  coordonnées  est  placée 
à  son  centre;  il  a  également  lieu  pour  le  cube,  l'oc- 
taèdre régulier  et  d'autres  corps  homogènes,  dont  les 
trois  momens  d'inertie  principaux  ne  peuvent  différer 
entre  eux,  en  plaçant  toujours  l'origine  des  coordon- 
nées à  leur  centre  de  figure. 

Si  l'on  a  seulement  A  =  B ,  l'équation  {c)  se  ré-^ 
duira  à 

fp*dm  =  A  sin*  ^  +  C  cos*  y  ; 

et  cette  valeur  de  fp^dm  étant  indépendante  des  an- 
gles et  et  ê ,  le  moment  d'inertie  sera  le  même  par 
rapport  à  tous  les  axes  menés  par  l'origine  des  coor- 
données, qui  font  un  même  angle  y  avec  l'axe  des  z. 
Ce  cas  est  celui  d'un  solide  de  révolution  homogène, 
quand  cette  droite  est  son  axe  de  figure. 

D'après  ce  qu'on  a  déjà  vu  dans  le  n**  574 ,  nous 
pouvons  dire ,  maintenant ,  que  le  plus  petit  de  tous 
les  momens  d'inertie  qu'un  même  corps  puisse  avoir, 
répond  à  l'un  des  trois  axes  principaux  qui  se  coupent 
à  son  centre  de  gravité.  Ainsi,  par  exemple,  le  plus 
petit  de  tous  les  momens  d'inertie  d'un  ellipsoïde 
homogène ,  se  rapporte  au  plus  grand  de  ses  trois 
diamètres  conjugués  rectangulaires. 
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577.  Nous  allons  actuellement  démontrer  Texis- 
tence  des  axes  principaux  que  nous  avons  supposée 
jusqu'à  présent,  et  déterminer  leur  direction  pour 
chaque  point  d'un  corps  de  forme  quelconque  ;  mais, 
pour  cela ,  il  est  nécessaire  de  rappeler  les  formules 
générales  de  la  transformation  des  coordonnées , 
dont  nous  aurons  besoin,  d'ailleurs,  dans  d'autres 
occasions. 

Soient  x ,  y,  z,  les  trois  coordonnées  d'un  point 
quelconque  M,  rapportées  aux  axes  rectangulaires 
Ojt,  Ojr,  Oz  (fîg.  2).  Désignons  par  x^,  j^ ,  z^,  les 
coordonnées  du  même  point,  ayant  la  même  origine, 
et  rapportées  aux  trois  axes  0.r^ ,  0/^ ,  Oz^ ,  qui  sont 
aussi  perpendiculaires  entre  eux.  Du  point  M,  abais- 
sons des  perpendiculaires  MP  et  MK  sur  l'axe  0.r  et 
sur  le  plan  des  x^  et^^ ,  et  du  point  K,  une  perpen- 
diculaire KH  sur  l'axe  Ox^  ;  en  sorte  qu'on  ait 

OP  =  :r,    0H  =  ^,,    KH=jr,,   MK  =  j3^. 

La  projection  sur  Taxe  Ox,  de  la  ligne  brisée  MKHO, 
sera  OP;  les  projections  de  ses  parties  OH,  KH,  MK, 
seront  égales  à  ces  droites,  multipliées  par  les  cosinus 
des  angles  que  les  axes  des  x^,j^,z^,  font  avec  l'axe 
Ox;  en  en  faisant  la  somme,  on  aura  donc 

Xr=.X^  COS  X^X^  ^Jt  C^^  X^J^  +  Z^  COS  X^Z^, 

La  figure  suppose  ces  trois  angles  aigus,  et  les  trois 
coordonnées  x^,  j^ ,  z^ ,  positives  ;  auquel  cas  leurs 
projections  tombent  sur  la  direction  même  de  Ox , 
et  doivent  s'ajouter  en  grandeur  absolue;  mais  il  est 
facile  de  s'assurer  que  cette  équation  subsistera  dans 
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tous  les  cas,  en  ajant  égard  aux  signes  des  coordon- 
nées x^^  j ^\  z^y  des  cosinus,  et  de  Fabscisse  x.  Par 
exemple,  on  verra  aisément  que  si  labscisse  x^  est 
négative,  et  l'angle  x^x^  aigu ,  ou  bien ,  si  cette  abs- 
cisse est  positive,  et  cet  angle  obtus,  la  projection  de 
OH  tombera  sur  le  prolongement  de  0.r,  et  la  va- 
leur absolue  de  cette  projection  devra  être  retran- 
chée ;  et  l'on  verra,  au  contraire,  qu'elle  devra  être 
ajoutée,  quand  cette  abscisse  x^  sera  négative,  et 
qu'en  même  temps  l'angle  x^x^  sera  obtus  ;  ce  qui 
s'accorde ,  dans  les  deux  cas,  avec  le  signe  du  produit 
^^cosx0.r^. 

On  verra  de  même  que  les  projections  de  la  ligne 
brisée  MKHO  sur  les  axes  0/  et  Ojs.  ou  sur  leurs 
prolongemens ,  sont  toujours  égales  à  j'  et  s.  Cela 
étant,  si  nous  faisons 

cos  x^x^  :=  a ,  ces  x^ji  =  h  ,  cos  x^^z^  ==  c  , 
cos  j^x^  =  a!  y  cos  jOj^  =  h\  cos  jrOz^  =  c' , 
cos  z^x^  =  d\     cos  z^j^  =  V ,     cos  zOz^  =  d' y 

nous  aurons 

X  :=^  ax^  +  hy^  +  cz^,      \ 
j  =  a'x^+  by^-\-  c'z^,    \        (i) 
z  =  d'x^+  by^+  c"z^.    ) 

Ces  neufs  cosinus  a ,  h ,  etc.,  sont  liés  entre  eux 
par  six  équations ,  savoir  : 

h-  +  b"^  -f.  U''^  ==  I ,     ac+  de'  +  d'd'  =  o,   >  (2) 
c*  +  c^  +  c'"  =  I ,     bc  +  b'c'  +  b"d'  =  0.) 

La  première,  par  exemple,  résulte  de  ce  que  a^  d^ 
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a",  sont  les  cosinus  des  angles  que  fait  une  même 
droite  Ojc^  avec  les  trois  axes  rectangulaires  Ojc  ,  Oj-, 
Oz  ;  et  la  quatrième ,  de  ce  que  cette  droite  Ojc^  et  la 
ligne  0/^ ,  à  laquelle  répondent  les  cosinus  b,  h' ,  U'^ 
sont  perpendiculaires  l'une  à  l'autre.  On  obtient  aussi 
ces  six  équations  en  substituant  les  valeurs  de  x , 
j,  Zy  dans  l'équation 

oc^  +  j*  +  ^^  =  j:;  -^-j^  +  z,% 

dont  les  deux  membres  sont  le  carré  de  OM^  et  qui 
doit  être  identique. 

En  ayant  égard  aux  équations  (2),  les  équations (i) 
donnent,  réciproquement, 

x^  =  rtx  +  a  y  +  d^z,    ) 

j^  =  bx  +  by  +  b"z,   >       (5) 

z^  =  ex   -}-  c'j  +  c''z  ;   ) 

et  l'on  peut  remplacer  les  équations  (2)  par  celles-ci  : 
a-  +  b'  ^  c'=i,     ad -+■  bb' +  ce' z=z  o,    ) 
^'»+  ^'a  _f.^/a^  j^     aa"  +  bb"  +  cc"=  o,   >  (4) 
a"-+  b'^  +  e'^^^i,     a'd'+b'b"+e'd'=  o.    ) 

La  comparaison  de  ces  formules  avec  celles  du 
n®  277  montre  clairement  l'analogie  qui  existe  entre 
les  projections  des  lignes  droites  et  celles  des  surfaces 
planes,  d'où  résulte  l'identité  de  la  composition  des 
forces  représentées  par  des  portions  de  droites ,  avec 
la  composition  des  momens  représentés  par  des  aires 
planes. 

578.  Dans  la  transformation  des  coordonnées,  on 
devra  donc  considérer  six  des  neuf  coefficiens^,  b,etc., 
comme  des  fonctions  des  trois  autres,  déterminées 
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soit  par  les  équations  (2) ,  soit  par  les  équalions  (4)  ; 
mais  il  vaudra  mieux  exprimer  ces  neuf  coefficiens, 
au  moyen  de  trois  nouvelles  quantités ,  par  des  for- 
mules qui  satisferont  aux  équations  (2)  ou  (4). 

Pour  cela,  supposons  que  la  droite  NON^  (fîg.  5) 
soit  l'intersection  du  plan  des  x^  et  j^  avec  le  plan 
des   oc  et  ^;    et   faisons 

NO^  =  4 ,  NO^,  =  (p  ,  ZOz,  =  G  : 
ces  trois  angles  -vj/  ,  (p ,  6  ,  de'termineront ,  sans 
ambiguitë,  la  position  des  axes  des  oc^,  y^,  z^,  par 
rapport  à  ceux  des  x ,  y  y  z,  pourvu  que  Ton  con- 
vienne préalablement  du  sens  dans  lequel  ces  an- 
gles seront  comptés.  Pour  plus  de  commodité,  je  sup- 
poserai que  le  plan  des  xeij  soit  horizontal,  et  que 
Taxe  vertical  des  z  positives  soit  dirigé  dans  le  sens 
de  la  pesanteur. 

L'angle  fi  s'étendra  depuis  zéro  jusqu'à  180°;  selon 
qu'il  sera  aigu  ou  obtus ,  l'axe  Oz^  sera  situé  au-des- 
sous ou  au-dessus  du  plan  des  x  et  j  i  pour  6  =  0, 
Oz^  coïncidera  avec  Oz,  et  pour  fi  =  180°,  Oz^  tom- 
bera sur  le  prolongement  de  Os. 

Dans  le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  du 
point  0  ,  les  axes  Ox^ ,  Oj^ ,  Oz^ ,  seront  des  droites 
fixes  dans  son  intérieur  et  mobiles  avec  lui ,  et  les 
axes  OXf  Oj^Oz,  seront  des  droites  fixes  dans  l'es- 
pace. 11  pourra  alors  arriver  que  les  angles  «vj,  et  (p 
soient  positifs  ou  négatifs,  et  qu'ils  comprennent  une 
ou  plusieurs  circonférences;  mais,  à  un  instant  quel- 
conque, on  aura  toujours 
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en  désignant  par  n  et  i  des  nombres  entiers,  positifs 
ou  négatifs,  ou  zéro,  et  par  u  q\  s>  des  variables  po- 
sitives et  moindres  que  itt.  Or,  l'angle  u  sera  compté, 
à  partir  de  la  droite  Oj:*,  dans  le  sens  indiqué  par  la 
flèche  s\  de  sorte  que,  par  exemple,  la  droite  ON 
coïncidera  avec  0.r  pour  w  =  o,  avec  le  prolonge- 
ment de  Ojr  pour  w  =  goo,  avec  celui  de  (^x  pour 
u  =:  i8o',  et  avec  ÇSj  pour  u  =  270°.  L  angle  s>  sera 
compté ,  à  partir  de  ON ,  au-dessus  du  plan  des  oc 
et^,  de  manière  que  l'axe  Ox^  se  trouvera  au-dessus 
de  ce  plan,  quand  s>  sera  moindre  que  iSu**,  et  au- 
dessous  quand  cet  angle  surpassera  180°.  Pour  (^  =  0, 
l'axe  Ox^  coïncidera  avec  la  droite  ON ,  et  pour 
(^=  180%  avec  le  prolongement  ON'  de  ON.  Dans 
tous  les  cas,  l'angle  0,  aigu  ou  obtus,  sera  langle 
dièdre  dont  l'arête  est  ON,  et  dont  les  faces  sont  les 
angles  NOjj^  et  NOx^ ,  réduits  à  leurs  parties  u  et  s>.  La 
figure  suppose  que  les  trois  angles  w,  v,  ô,  soient  aigus. 
Cela  posé,  lorsque  l'angle  -vj/  sera  donné,  on  por- 
tera sa  partie  u  sur  le  plan  horizontal ,  à  partir  de 
l'axe  0.r,  et  dans  le  sens  de  la  flèche  s  ;  ce  qui  déter- 
minera la  position  de  la  droite  ON.  L'angle  cp  étant 
aussi  donné,  on  portera  d'abord  sa  partie  v  sur  le 
plan  horizontal,  à  partir  de  la  droite  ON ,  et  dans  le 
sens  de  la  flèche  s' ,  c'est-à-dire ,  en  sens  contraire  de 
s\  ensuite,  on  fera  tourner  le  plan  de  l'angle  (p  au- 
tour de  ON,  de  manière  que  la  partie  de  (p  adjacente 
à  ON  s'élève  au-dessus  du  plan  horizontal.  Quand  ce 
plan  aura  décrit  l'angle  donné  Ô,  l'autre  côté  de  l'angle 
(p  sera  la  véritable  position  de  l'axe  ^x^ ,  au-dessus  ou 
au-dessous  du  plan  horizontal,  suivant  qu'on  aura 
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i^  <C  i8o®  ou  V^  i8o**.  En  augmentant,  dans  son 
plan,  l'angle  u  de  go®,  on  aura  la  position  de  l'axe  0/^  ; 
et  après  avoir  mené  une  perpendiculaire  à  ce  plan , 
on  prendra  pour  Oz^  la  partie  de  cette  droite  ,  com- 
prise au-dessous  ou  au-dessus  du  plan  horizontal ,  se- 
lon que  l'angle  9  sera  aigu  ou  obtus. 

Les  trois  axes  Ox^,  Ojr^ ,  Oz^,  étant  ainsi  complè- 
tement déterminés  par  rapport  aux  axes  Ojc,  Oj-,  Ozy 
au  moyen  des  angles  ^,  (p ,  è,  il  faut  que  les  neuf  co- 
sinus a,  h  y  etc.,  soient  des  fonctions  de  ces  trois  an- 
gles; et,  en  effet,  en  leur  donnant  les  directions 
qu'on  vient  d'expliquer,  on  a 

a  =  cos  6  sin  ^f^  sin  (p  +  cos  'vj,  cos  (p  , 
h  =  cos  G  sin  A(  cos  (p  —  cos  «^  sin  (p  , 

c  =  sin  S  sin  4  > 

a!  =  cos  S  cos  4  sin  (p  —  sin  4  cos  (p  , 

y  =  cos  9  cos  4  cos  (p  +  sin  4  sin  (p ,     ).    (5) 

d  =  sin  9  cos  4  9 

a!' t=.  —  sin  6  sin  (p, 

U'  =  —  sin  9  cos  cp , 

d'  =  cos  9. 

On  vérifie  aisément  que  ces  valeurs  de  a^  ^ ,  etc.  , 
rendent  identiques  les  équations  (5)  et  (4) ,  et  qu'il 
n'en  résulte  aucune  relation  entre  les  angles  4  >  ^?  9. 

579.  Quoique  ces  formules  (5)  soient  générale- 
ment connues ,  il  ne  sera  pas  inutile  d'indiquer  la 
manière  suivante  d'y  parvenir. 

On  sait  que  et,  ë,  y,  étant  les  trois  angles  d'un 
triangle  sphérique  quelconque,  et  A  l'angle  opposé 
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au  côté  a ,  on  a 

cos  et  =  cos  A  sin  ë  siii  y  +  cos  €  cos  y . 

Or,  si  nous  imaginons  une  sphère  décrite  du  point 
O  comme  centre ,  et  d'un  rayon  quelconque ,  nous 
aurons  d'abord  sur  cette  surface  un  triangle  formé 
par  les  trois  arcs  qui  répondent  aux  angles  NO.r, 
NO^^,  ^Oj:*^,dans  lequel  l'angle  opposé  au  dernier 
côté  sera  égal  à  S  ;  donc ,  à  cause  de  NOjt?  =  ^j/  et 
NOx^  =<p  ,  on  aura 

cos  xOx^  =  a  =cosfl  sin  -^  sin  (p  +  cos  4  cos  (p. 

Cetle  équation  ajant  lieu  pour  des  valeurs  quelcon- 
ques de  (p  et  4  >  on  pe^ut  supposer  que  (p  devienne 
<p  +  90*,*  alors,  Taxe  Oœ^  prendra  la  place  de  Ojr^  ^ 
l'angle  œOoc^  deviendra  JcOj^ ,  et  Ton  aura 

cos  xOjT/  z=z  b  :=  cos  6  sin  -vj.  cos  (p  —  cos  ^  sin  <p. 

De  même ,  en  mettant  4  +  90^  à  la  place  de  4*  dans 
l'équation  précédente,  l'axe  Ojc  se  changera  dans 
l'axe  0/,  et  l'angle  jcOjc'^  deviendra  yOx/,  de  sorte 
que  l'on  aura 

cosj^Ox^  =  rt'  =r  cos  6  cos  4  sin  (p  —  sin  4  cos  (p. 

Et  si  l'on  met  à  la  fois  dans  cette  équation  précédente 
4  +  90°  et  (p  +  90**  au  lieu  de  ^  ei  (p  y  l'angle  xOx^ 
sera  remplacé  par  l'angle  j'Oj"^,  et  il  en  résultera 

i:o^jOj^i=i  b'  ==  cos  Ô  cos  4  cos  <p  +  sin  4  sin  (p. 

Considérons  de  même  le  triangle  sphérique  dont 
les  trois  côtés  répondent  aux  angles  NO^  ,   ^Oz^  ^ 
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ûcOz^.  L'angle  opposé  au  dernier  coté  est  90^-—  6; 
de  plus,  on  a  N0.r  =  4  et  NOz^  =  90°.  En  faisant 
A  =  90"  —  9,  ^  =  ^f, ,  y  =  90%  c&^=jcOz^  ,  l'équation 
générale  se  réduira  donc  à 

cos  œOz^  =zc=:  sin  9  sin  -vj/  ; 

d'où  l'on  conclut  aussi 

cos  j-O^^  =  c  =  sin  9  cos  -^ , 

en  mettant  4  +  90"*  ^  ^^  place  de  -v^  ;  ce  qui  change 
Taxe  0^  dans  Oj-,  et  l'angle  JcOz^  dans  l'angle  jOz^. 
Enfin,  dans  le  triangle  sphérique  dont  les  côtés 
répondent  aux  angles  NOz,  NO^^ ,  zOx^,  l'angle  op- 
posé au  dernier  côté  est  égal  à  8  +  90^ ,  et  l'on  a 
NOz  =  90"'  et  NOx^  =  (p .  Si  donc  on  fait  A = 90**+  9 , 
C  =  90**,  y  =z(p  f  GL=z  zOx^ ,  dans  l'équation  géné- 
rale ,  on  aura 

coszOxiZ=zo!'  :=■  —  sin  9  sin  (p. 

En  mettant  (p  +  90®  à  la  place  de  (p ,  dans  ce  résultat, 
l'axe  Oœ^  se  changera  en  Oj^ ,  et  l'angle  zOx^  en 
zOj^'f  par  conséquent,  nous  aurons  aussi 

cos  zOji  =  ^"  =  —  sin  9  cos  (p. 

Quant  au  neuvième  cosinus  c"^  on  a 

d'  =  cos  zOz^  =  cos  9. 

58o.  Supposons  maintenant  que  les  axes  des  coor- 
données x^  f  j^,  z^,  soient  les  axes  principaux  qui  se 
coupent  au  point  0;  d'après  leur  définition  (n°  368), 
on  aura 
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fxjdm  =  o,    fz^x^dm=iO,     ff^z^dm=to;    {a) 

et  il  s'agira  de  prouver  que  ces  trois  équations  don- 
nent toujours  pour  les  angles  (p,  %l/,  fl,  des  valeurs 
réelles. 

Eu  faisant,  pour  abréger, 

X  =  j^  cos  -if/  — j  sin  -^  y 

Y  =  X  cos  9  sin  -^^  +  J  cos  8  cos  4  —  ^  sin  9, 

et  substituant  les  formules  (5)  dans  les  équations  (5) , 
nous  au] ons 

x^  =  Y  sin  (p  +  X  cos  (p , 
^^  =  Y  cos  (p  —  X  sin  9  , 
z^  =  X  sin  9  sin  ^  -{-y  sin  ô  cos  4  +  2;  cos  9. 

Au  moyen  de  ces  valeurs ,  la  première  équation  {a) 
prend  la  forme 

sin  2(p/(X*  —  Y^)  dm  =  2  cos  2(pf^Ydm ,     {b) 

et  les  deux  dernières  deviennent 

cos  (pf  Y z/Im  —  sïn  (pflLz/im  =  o, 
sin  (pf  Y z^dm  +  cos(p/Xz,dm  =  o. 

En  ajoutant  ces  dernières  équations  après  les  avoir 
multipliées  par  cos  (p  et  sin  (p ,  ou  par  —  sin  (p  et 
cos  (p ,  elles  seront  remplacées  par  celles-ci  : 

fYz/Im  =  o  ,       fX.z^dm  =  o  , 

qui  ne  contiennent  plus  l'angle  (p.  J'y  mets  pour 
X,  Y,  z^y  leurs  valeurs,  et  je  fais 
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fx^'dm  =:  f ,       fj^dm  =  g ,      fz^dm  =  h  ^ 

fjzdm=^f[y     fzœdin=zg'^      focjdm-=:zh'  ; 

ces  six  intégrales  s'ëtendant  à  la  masse  entière  du 
corps  que  l'on  considère.  Il  en  résulte 

(ysin*4  +  2^'  sin  -i^  cos  ^  +§"  cos*4  —  ^)  sin  9  cos  8 
+  {g'  sin  4  +/'  cos  4)  (cos*  ô  —  sin*  ô)  =  o , 

{h!  (cos*  4  —  sin*  4)  +  (/"  —  §)  ^^^  4  ^^^  4]  ^^^  ^ 
-f-  (^^  cos  4  —  f  sin  4)  cos  ô  =  o. 

Or,  si  nous  faisons 

tan£[4  =  ^^>     sin  4  =  _,  cos 4=    / =^9 

la  seconde  de  ces  deux  équations  donnera 


^  h'H—u')  +  (f—g)u'  )  ^ 

et  la  première  prendra  la  forme 


+  g'«+/'=(g'«+/')tang»9. 
En  y  mettant  pour  tang  6  sa  valeur,  elle  devient 

[(/-  h)  u^  +  ^h'u  -^g-K]  {fu  -  g') 

son  premier  membre  est  la  même  chose  que 
[%'-  ëë'+fh'-  (¥'-//+  g'Â')«]  (i+ «"); 

par  conséquent^  on  aura  finalement 
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+  (/«+/')(/'«  ~^'r  =  o.  {d) 

Ainsi ,  les  équations  (a)  sont  remplacées  par  les 
équations  [b) ,  {c) ,  {d).  Or,  cette  dernière  étant  du 
troisième  degré,  elle  aura  au  moins  une  racine 
réelle;  on  aura  donc  une  valeur  réelle  de  u  ou 
tangG,  à  laquelle  répondront  un  angle  4  nioindre 
que  7  TT,  et  un  autre  égal  au  premier  augmenté  de  tt, 
qui  appartiendront  aux  deux  parties  ON  et  ON^  de 
l'intersection  du  plan  inconnu  des  x^  et  y^ ,  avec  le 
plan  donné  des  j^  et  jr.  A  cause  du  radical  \/ i-\-u*f 
l'équation  {c)  donnera  ensuite  deux  valeurs  de  tang9, 
égales  et  de  signe  contraire,  qui  appartiendront  à 
un  angle  aigu  et  à  son  supplément,  et,  conséquem- 
ment,  à  l'axe  Oz^  et  à  son  prolongement.  Enfin,  on 
tirera  de  l'équation  (b)  une  valeur  réelle  de  tang  2(p^ 
à  laquelle  répondront  deux  valeurs  de  (p,  dont  l'une 
sera  moindre  que  {7r,e\.  l'autre  égale  à  la  première 
augmentée  de  \7r.  La  première  étant  prise  pour 
la  valeur  de  l'angle  ^'0x^,  la  seconde  «era  celle  de 
l'angle  NOjr,;  et,  en  effet,  tout  étant  semblable  par 
rapport  aux  deux  axes  Ox^  et  Oy^,  ils  devaient  être 
déterminés  par  une  même  équation. 

On  voit  de  même  que  les  trois  racines  de  l'équa-* 
tion  {d)  devront  être  réelles,  et  qu'elles  représente^ 
ront  les  tangentes  des  angles  compris  entre  l'axe  O^ 
et  les  trois  droites  suivant  lesquelles  les  plans  des 
coordonnées  x^,  j^,  z^,  viennent  couper  le  plan  des 
X  et  j;  car  ces  trois  tangentes  doivent  être  données 
par  une  même  équation,  puisqu'on  ne  saurait  expri- 
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mer,  dans  le  calcul,  aucune  différence  entre  les  trois 

axes  principaux  dont  on  cherche  la  position. 

Nous  conclurons  donc  de  cette  analyse  qu'il  existe 
toujours  trois  axes  principaux  rectangulaires  qui  se 
coiipent  en  un  point  donné  0  ,  et  qu'en  général  ce 
système  d'axes  principaux  est  unique.  Pour  qu'il 
en  existât  plusieurs ,  il  faudrait  que  l'équation  (d)  fût 
d'un  degré  supérieur  au  troisième,  et  qu'elle  eût  trois 
fois  autant  de  racines  réelles  qu'il  y  aurait  de  ces 
systèmes;  mais,  dans  certains  cas,  les  équations  dont 
dépendent  les  valeurs  de  4  >  6  »  ^  >  deviennent  iden- 
tiques, et  alors  les  axes  principaux  sont  en  nombre 
infini.  Nous  pourrions  déterminer  ces  cas  particuliers 
par  l'examen  des  équations  dont  il  s'agit  ;  mais  on 
y  parviendra  plus  facilement  par  les  considérations 
suivantes. 

38 1.  D'après  les  formules  (i)  et  les  équations  (a) , 
qui  caractérisent  les  axes  principaux  Ojc^,  Ojr,,  Oz^, 
on  a  évidemment 

fjcjdm  =  aa'/x;din  +  bb'fj^dm  +  cc'fzj'dm, 
fzxdm  =aa"fx;din  -j-  bb"fj;dm  -j-ccYz;dm, 
fjzdm  =  a'a"fœ;dm  +  b'b"fj;din  +  c'cYz;dm, 

Or,  si  les  trois  intégrales  fx^dm,  Jj;dm,  fz^dm  , 
sont  égales,  ces  valeurs  de  fxjdm,  fzxdm,fjzdm, 
se  réduisent  à  zéro,  en  vertu  des  trois  dernières 
équations  (4);  par  conséquent,,  dans  ce  cas,  les 
droites  Ox ,  Oj,  Oz,  forment  un  second  système 
d'axes  principaux;  et  comme  leur  direction  reste 
absolument  indéterminée  par  rapport  aux  axes  Ox^^ 
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QT"/  t  ^^j  f  i^  s'ensuit  que  tous  les  systèmes  d'axes 
reetaugulaires  qu'on  peut  mener  par  le  point  0,  sont 
des  axes  principaux.  Ce  cas  est  celui  où  les  trois 
momens  d'inertie  principaux  sont  égaux;  car,  de  ce 
qu'on  suppose 

fx^dm  =  fj^dm  =  fz^dm  , 

il  en  résulte 

f(^;+j;)  dm  =f{cc;+  z/)  rfm=/(  j;+  z/)  dm. 

Si  deux  seulement  des  trois  momens  d'inertie 
principaux  sont  égaux,  par  exemple,  ceux  qui  se 
rapportent  aux  axes  Ox^  et  Oj^ ,  de  manière  qu'on 
ait 

/(j;  +  ^:)din  =f{oc;  +  z;)dm, 

il  existera  encore  un  nombre  infini  de  systèmes 
d'axes  principaux,  qui  auront  tous  un  axe  commun ^. 
savoir,  l'axe  Oz^.  En  effet,  dans  ce  cas,  les  deux  inté- 
grales yjr^*<^m  et  yj:"^*<i/?2  seront  égales:  et,  en  vertu 
des  dernières  équations  (4),  les  valeurs  de  fxjdm^ 
fzxdnif  fyzdrYiy  pourront  se  mettre  sous  la  forme  : 

fxjdm  =  ce'  (^fz^dm  —  fx/'dm)  , 
fzxdin  =  cd'i^fzl'dm  — fx^^dm)^ 
fyzdm  =  c'd'{fz^dm  — fx^dm). 

Or,  si  l'on  fait  coïncider  l'axe  Ojz  avec  l'axe  principal 
Oz^ ,  les  angles  x^z^  et  J^z^  seront  droits  ;  on  aura 
donc  6^  =  o  et  c^  =  o ,  et ,  par  conséquent , 

fxydni  =  o  ,     fzxdm  =  o ,     fyzdm  r=  o» 
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Donc ,  dans  ce  cas  ^  tout  système  formé  de  Taxe  Oz^ 
et  de  deux  autres  axes  rectangulaires ,  menés  arbi- 
trairement par  le  point  0  dans  le  plan  Jpœ^ ,  sera 
un  sysième  d'axes  principaux. 

Enfin,  lorsque  les  trois  momens  d^inertie  princi- 
paux sont  inégaux,  on  peut  être  certain  qu'il  n'existe 
qu  un  seul  système  d'axes  principaux  ;  car,  soit  A  le 
plus  grand  de  ces  trois  momens  inégaux  ;  supposons, 
pour  un  moment,  qu'il  existe  un  second  système 
daxes  principaux,  et  désignons  par  A'  le  plus  grand 
des  trois  momens  qui  s'y  rapportent  :  il  faudrait , 
d'après  le  théorème  du  n**  5^6,  qu'on  eut  à  la  fois 
A  >•  A'  et  A'  >►  A  ;  ce  qui  est  impossible ,  et  rend 
inadmissible  la  supposition  d'un  second  système  d'axes 
principaux. 

582.  Les  points  d'un  corps,  quand  il  en  existe, 
pour  lesquels  les  trois  momens  d'inertie  principaux , 
et,  par  conséquent,  tous  les  momens  d'inertie,  sont 
égaux,  jouissent,  comme  on  le  verra  par  la  suite, 
d'une  propriété  remarquable ,  relativement  à  la  rota- 
tion de  ce  corps.  Il  est  donc  utile  de  les  déterminer  ; 
et  voici  comment  on  y  parvient. 

Supposons  que  l'origine  des  coordonnées  oc  ^  j  y  Zy 
soit  placée  au  centre  de  gravité  du  mobile ,  et  que 
ces  coordonnées  soient  rapportées  aux  trois  axes  ' 
principaux  qui  se  coupent  en  ce  point;  désignons 
par  A,  B,  C,  les  momens  d'inertie  relatifs  à  ces  axes 
des  oc^j,  z;  nous  aurons  (n°  568) 

fxdm  =  o ,  fjdm  =  o  ,  fzdm  =  o , 
ffzdm  =  o  ,  fzxdm  =  o ,  fxydin  =  o  , 
J(j^^z^)dm==A^  f(œ'-^z')dm=zlè^  f{jc'+j')din—C; 
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toutes  ces  intégrales  s'ëtendant  à  la  masse  entière  du 
mobile. 

Soient  CL j  €,  y,  les  coordonnées  inconnues  d'un 
des  points  demandes,  rapportées  aux  axes  des  x  ^j , 
Zy  de  sorte  qu'on  ait,  pour  ce  point  particulier,  xz=.cjLy 
jz=z^^  zr=iy.  Transporto ns-j  l'origine  des  coor- 
données, sans  changer  la  direction  des  axes;  les  coor- 
données de  l'élément  dm  deviendront  jc — ol^j — S, 
z  —  y.  Mais  si  l'on  veut  que  les  momens  d'inertie  re- 
latifs à  toutes  les  droites  qui  passent  par  cette  nou- 
velle origine  soient  égaux,  il  faut  que  toutes  ces 
droites  soient  des  axes  principaux ,  puisque  ,  d'après 
le  numéro  précédent,  l'une  de  ces  conditions  est  une 
suite  nécessaire  de  l'autre.  Les  axes  des  coordonnées 
00 — £t,j —  ë,  Z  —  y,  étant  donc  des  axes  principaux, 
on  aura 

f(x  — et) (j- —  C)dm  =:fxjdm  —  cifjdm — ^fxdm  4-  ctQfdm = o, 
f{z  — y){x — a.)dm:=ifzxdm  — yfxdm —  afzdm-\-yctfdmz=:zo^ 
fij  —  ^)  (^  —  y)dTn  r=zfjzdm  —  Qfzdm  — yfjdm + Cyfdm  =:  o  ; 
équations  qui  se  réduisent  à 

ûtê  =  o ,     ^a  =  o ,     ê^  =  o  , 

en  vertu  des  précédentes.  Or,  pour  satisfaire  à  ces 
équations,  il  est  nécessaire  que  deux  des  trois  quan- 
tités ct^Cy,  soient  nulles.  Si  donc  le  point  demandé 
existe,  il  ne  peut  se  trouver  que  sur  l'un  des  axes  des 
coordonnées ^,j-,  2,  c'est-à-dire,  sur  l'un  des  trois 
axes  principaux  qui  se  coupent  au  centre  de  gravité. 
Je  fais  C  =  oety  =  o;ce  qui  revient  à  supposer 
Je  point  demandé,  sur  l'axe  àes  ce ,  à  une  distance  ^ 
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de  ce  centre.  Alor^  les  momens  d'inertie  relatifs  à  ce 
point ,  seront  A ,  par  rapport  à  l'axe  des  .r ,  et ,  en 
vertu  du  théorème  du  n°  574 ,  B+  Ma^  et  C  -f-Ma% 
par  rapport  aux  parallèles  aux  axes  des  j  et  des  z ,  en 
désignant  par  M  la  masse  du  corps.  D'après  la  condi- 
tion du  problème ,  on  aura  donc 

B  +  Ma*3=  C  +  Ma^  =  A  ; 

mais  pour  que  ces  équations  soient  possibles ,  il  faut 
quW  ait  B  =  C;  et  quand  ces  deux  quantités  se- 
ront effectivement  égales,  on  aura 

Ma'*  ~  A  —  C  ; 

il  faudra  donc  encore  qu'on  ait  A  >  C ,  afin  que 
la  quantité  et  soit  réelle.  Cela  étant,  on  aura  pour 
CL  deux  valeurs  réelles ,  égales  et  de  signe  contraire, 
savoir  : 

-        ec  =  =h  sj^;        (e) 

par  conséquent,  il  existera  deux  points  qui  joui- 
ront de  la  propriété  demandée,  et  seront  situés  sur 
l'axe  des  x ,  à  égale  distance  de  part  à  d'autre  du 
centre  de  gravité. 

Ainsi,  lorsque  les  trois  momens  d'inertie  A ,  B,  C  , 
d'un  corps ,  relatifs  aux  axes  principaux  qui  se  cou- 
pent à  son  centre  de  gravité,  sont  égaux,  il  n'existe 
aucun  autre  point  du  corps  pour  lequel  les  mo- 
mens d'inertie  soient  tous  égaux  ;  mais  si  deux  de  ces 
trois  momens  sont  égaux,  et  que  le  moment  inégal 
soit  le  plus  grand  des  trois ,  il  existe ,  sur  Taxe  du^ 
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plus  grand  moment ,  deux  points  pour  lesquels  tous 
les  momens  d'inertie  seront  égaux  ,  et  dont  les  po- 
sitions sont  déterminées  par  la  formule  (e). 

585.  En  appliquant  ces  résultats  a  l'ellipsoïde  bo> 
mogène,  on  voit  que  s'il  s'agit  d'un  ellipsoïde  quel- 
conque dont  les  trois  diamètres  principaux  sont 
inégaux,  il  n'y  aura  aucun  point,  en  dedans  ou  en 
dehors  du  corps ,  par  rapport  auquel  tous  les  mo- 
mens d'inertie  soient  égaux  ;  mais  si  l'on  considère 
un  ellipsoïde  de  révolution  engendré  par  une  ellipse 
tournant  autour  de  son  petit  axe,  il  y  aura  deux 
points  sur  cet  axe  ou  sur  son  prolongement ,  qui 
jouiront  de  la  propriété  dont  il  s'agit;  car,  dans  ce 
cas,  deux  des  trois  momens  relatifs  aux  diamètres 
principaux  seront  égaux,  et  le  moment  inégal  répon- 
dant au  plus  petit  diamètre ,  sera  le  plus  grand  des 
trois. 

Si  l'on  appelle  a  et  b  les  demi-axes  de  î'ellipse  gé- 
nératrice ,  et  qu'on  suppose  a  <C.b,  de  sorte  que  a 
soit  le  demi-axe  de  révolution ,  on  aura 

en  faisant  b=:c  dans  les  formules  du  n*  5jO:  d'après 
la  formule  (e) ,  on  aura  donc 


CL 


pour  la  distance  des  points  demandés  au  centre  de 
l'ellipsoïde.  Selon  qu'on  aura  b^  >  6/^^  ou  ^*  <  6«% 
ces  points  se  trouveront  sur  le  prolongement  de  l'axe 
de  révolution,  en   dehors  du  corps,   ou  sur   l'axe 
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même,  en  dedans  du  corps;  dans  le  cas  de  è*=  6a% 
ces  deux  points  se  trouveront  à  la  surface,  et  coïnci- 
deront avec  les  pôles  de  l'ellipsoïde. 

Les  axes  principaux  d'un  parallélépipède  rectangle, 
qui  se  coupent  à  son  centre  de  gravité,  sont  évidem- 
ment parallèles  a  ses  arêtes.  En  appelant  donc  a,  b^  g, 
les  demi-longueurs  de  ses  trois  côtés  adjacens  ,  les 
momens  d'inertie  relatifs  à  ces  axes  se  déduiront  de 
ceux  du  n"  669 ,  qui  répondent  à  ses  arêtes ,  en  y 
mettant  ia,  ih,  2c,  au  lieu  de  a^  h,  c,  et  en  en  retran- 
chant, d'après  le  théorème  du  n°  574 ,  les  produits 
M(<^*+c*),  M(c*-f-<2"),  M(«*+^*).  De  cette  manière, 
on  aura 

M  étant  toujours  la  masse  du  parallélépipède,  dont 
le  volume  est  maintenant  \ahc.  Je  suppose  donc 
qu'on  ait  b  =z  c ,  afin  de  rendre  égaux  les  momens 
d'inertie  B  et  C,  et,  de  plus,  a<^b ,  pour  que  A 
soit  plus  grand  que  C.  L'équation  (e)  donne  alors 


«=  \/ 
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et  selon  qu'on  aura  b^  ia ,  b  ^=i:iay  b  <i  2a ,  les 
deux  points  demandés  seront  situés  en  dehors  du 
mobile,  à  sa  surface,  ou  dans  son  intérieur. 
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CHAPITRE  m. 


DU    MOUVEMENT    D'UN    CORPS    SOLIDE    AUTOUR  D'UN 
AXE  FIXE. 


§  I".  Mouvement  de  rotation  uniforme, 

384.  Lorsqu'un  système  de  points  matériels,  liés 
entre  eux  d'une  manière  invariable,  tourne  autour 
d'un  axe  fixe,  auquel  ils  sont  aussi  invariablement 
attachés,  ils  décrivent  des  cercles  perpendiculaires  à 
cet  axe,  et  qui  ont  leurs  centres  sur  cette  droite.  Les 
arcs  décrits  dans  le  même  temps  par  deux  points 
difTérens ,  sont  semblables  et  d'un  même  nombre  de 
degrés  ;  leurs  vitesses  absolues  sont  entre  elles  comme 
leurs  distances  à  cet  axe  ;  et  l'on  appelle  vitesse  an- 
gulaire du  système,  la  vitesse  absolue  des  points  dont 
la  distance  à  Taxe  est  l'unité.  En  la  désignant  par  œ, 
et  la  distance  d'un  point  quelconque  à  l'axe  de  rota- 
tion par  r,  la  vitesse  absolue  de  ce  point  sera  rco. 
Cette  quantité  cd,  commune  à  tous  les  points,  variera 
avec  le  temps ,  quand  les  points  du  système  seront 
soumis  à  des  forces  motrices,  qui  produiront  un  mou- 
vement varié  ;  elle  demeurera  constante  dans  le  cas 
du  mouvement  uniforme,  produit  par  des  percus- 
sions exercées  simultanément  sur  les  différentes  par- 
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ties  du  système ,  qui  aura  ensuite  ëtë  abandonné  à 
lui-même.  C'est  de  ce  dernier  cas  que  nous  allons 
d^abord  nous  occuper. 

585.  Soient  m^  m' ,  m!',,  ietc,  les  masses  des  points 
matériels  que  nous  considérons,  et  r,  r,  r",  etc.,  leurs 
distances  à  l'axe  de  rotation.  Supposons  que  des  per- 
cussions simultanées  soient  exercées  sur  tous  ces 
points;  chacune  de  ces  forces  se  décomposera  en 
deux  autres,  l'une  parallèle  à  l'axe,  l'autre  dirigée 
dans  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  ;  et  l'on 
pourra  faire  abstraction  de  la  première ,  dont  l'effet 
sera  évidemment  détruit  par  la  résistance  de  l'axe  fixe. 
Soient  donc  ^,  vl,  v^',eXc»y  les  vitesses  dirigées  dans  des 
plans  perpendiculaires  à  l'axe  ^ixe ,  qui  seraient  im- 
primées à  in^iVL  y  iii^y  etc.,  si  ces  points  matériels  étaient 
libres.  En  désignant  par  où  la  vitesse  angulaire  du 
système  qui  en  résultera,  ces  points  prendront  des 
vitesses  r^,  r^cû,  r'cû^  etc. ,  perpendiculaires  a  l'axe  et 
aux  rayons  r,  r',  r",  ^tc.  ;  et,  d'après  le  principe  du 
n°  555,  il  y  aura  équilibre  entre  les  quantités  de 
mouvement  mv,  /tzV,  w!'v',  etc.,  prises  dans  leurs  di- 
rections données ,  et  les  quantités  de  mouvement 
circulaire  mrœ  ,  m'roù  ,  m"r"a) ,  etc. ,  prises  en  sens 
contraire  du  mouvement  du  système,  qui  aura  réel- 
lement lieu. 

Pour  former  l'équation  de  cet  équilibre,  projetons 
les  points  m ,  m',  ni' ,  etc. ,  et  les  directions  des  vi- 
tesses que  nous  considérons ,  sur  un  plan  perpendi- 
culaire à  l'axe  fixe.  Soit  Oz  cet  axe  (lîg.  4)  '•>  faisons 
passer  le  plan  de  projection  par  le  point  0;  sur  ce 
plan,  soient  P  la  projection  de  m,  PA  la  projection 
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de  la  vitesse  (%  et  PN  celle  de  la  vitesse  rco ,  laquelle 
est  perpendiculaire  au  rayon  rou  OP.  Soit  aussi/?  !a 
perpendiculaire  OF,  abaissée  de  0  sur  la  droite  PA  ; 
les  momens  des  forces  mv  et  mri) ,  projetées  suivant 
PA  et  PN,  seront  m^^p  et  mi^'cû;  et  si  Ton  appelle 
aussi  p,  p",  etc.  ,  les  perpendiculaires  abaissées  du 
même  point  0  sur  les  projections  des  autres  vitesses 
v' ,  <J'f  etc. ,  on  aura 

mr^cù  +  in'r''ûù  +  m^'f^'où  -j-  etc. 
=  ms}p  +  mvp    +  inJ's^^'p"  +  etc., 

pour  l'équation  d'équilibre  demandée  (n°  267). 

Lorsque  parmi  les  percussions  simultanées,  il  y  en 
aura  qui  tendront  à  faire  tourner  le  système  dans  un 
sens,  et  d autres  dans  le  sens  opposé,  il  faudra  pren- 
dre, avec  des  signes  contraires,  les  momens  des  unes 
et  des  autres  dans  le  second  membre  de  cette  équa- 
tion. Le  système  tournera  dans  le  sens  des  forces  qui 
donneront  la  plus  grande  somme  de  momens,  abs- 
traction faite  du  signe.  En  représentant  par  L  la 
somme,  positive  ou  négative,  de  tous  ces  momens 
pris  avec  des  signes  convenables ,  on  tirera  de  l'équa- 
tion précédente 

L 


co 


^mr"^ 


2  indiquant  une  somme  qui  s'étend  à  tous  les  points 
du  système. 

Si  toutes  les  vitesses  p,  p',  ^",  etc.,  sont  égales,  L  sera 
le  produit  de  leur  valeur  commune  v  et  de  la  somme 
m/? +772y  +  772^ -f- etc.  ;  si,  de  plus,  ces  vitesses 
sont  toutes  parallèles  entre  elles,  et  qu'on  mené  par 
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Taxe  Ozj  un  plan  parallèle  à  leur  direction  commune^ 
p ,  p' ,  p' ,  etc.,  seront  les  distances  des  points  m  y  m' , 
Tïi\  etc. ,  à  ce  plan  ;  et,  d'après  les  signes  qu'on  don- 
nera aux  termes  de  L  ^  il  faudra  les  considérer  comme 
positives  ou  comme  négatives,  selon  que  les  pointa 
m,  m\  m!',  etc. ,  seront  situés  d'un  côté  ou  de  l'autre 
de  ce  plan.  Par  conséquent,  M  désignant  la  somme 
des  masses  m ,  m\  jri\  etc. ,  et  ^  la  distance  po- 
sitive ou  négative  de  son  centre  de  gravité  à  ce  même 
plan ,   nous   aurons  (  n''  65  ) 

jYip  +  7wy  +  ni'p"  4-  etc.  =  M^- 

il  en  résultera  L  =  Mt^^ ,  et  la  valeur  de  où  de- 
viendra 

Mt'flr 

w  ==  ^. 

Si  la  vitesse  v  est  imprimée  seulement  à  une  partie 
des  points  du  système,  et  qu'on  ne  communique  di- 
rectement aucune  vitesse  à  l'autre  partie ,  on  aura  de 
même 

rs    —       ^"f     ' 

fi  étant  la  somme  des  masses  qui  ont  reçu  la  vitesse 
Vf  et  y  la  distance  du  centre  de  gravité  de  cette 
partie  du  système  au  plan  mené  par  Taxe  fixe,  pa- 
rallèlement à  la  direction  de  ^, 

386.  Supposons  actuellement  que  le  système  des 
points  7W,  m',  m",  etc.,  soit  un  corps  solide;  il  suf- 
fira alors  de  changer,  dans  les  formules  précédentes, 
la  masse  m  d'un  point  quelconque  dans  l'élément 
différentiel  de  la  masse  du  corps ,  que  nous  repré- 
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senterohs  par  dm  ^  et  la  somme  2  en  une  inté- 
grale. La  quantité  linr"  deviendra  donc  l'intégrale 
fr^'dmy  étendue  à  la  masse  entière  du  corps ,  et  elle 
exprimera  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe 
de  rotation;  par  conséquent,  la  dernière  formule  se 
changera  en  celle-ci  : 

Cette  formule  se  rapportera  au  cas  d'un  corps  solide 
retenu  par  un  axe  fixe,  et  frappé  par  un  autre  corps  qui 
s'attache  au  premier,  de  sorte  que  ces  deux  corps  n'en 
forment  plus  qu'un  seul ,  tournant  autour  de  l'axe  fixe 
avec  la  vitesse  angulaire  c?.  La  masse  du  corps  cho- 
quant est /^t,  sa  vitesse  avant  le  choc,  qui  était  commune 
à  tous  ses  points  et  perpendiculaire  à  la  direction  de 
Taxe  ^Y^Q ,  est  v^ ,  et  y*  exprime  la  distance  de  son 
centre  de  gravité  à  un  plan  parallèle  à  cette  vitesse  et 
passant  par  l'axe  de  rotation.  L'intégrale //^*<f/7Z  devra 
s'étendre  aux  deux  masses  réunies  après  le  choc.  Si 
le  corps  choquant  ne  restait  pas  attaché  à  l'autre 
après  le  choc,  la  détermination  de  la  vitesse  angu- 
laire de  celui-ci  serait  un  problème  différent,  dont 
nous  nous  occuperons  dans  un  autre  chapitre. 

Quand  le  corps  retenu  par  un  axe  fixe  sera  choqué 
simultanément  par  plusieurs  masses  tt ,  ///,  y^' y  etc. , 
animées  de  vitesses  p,  v\  s>^\  etc.,  perpendiculaires 
à  la  direction  de  laxe,  qui  se  réuniront  à  ce  corps 
après  le  choc,  on  aura,  pour  la  vitesse  angulaire 
<jui  sera  produite, 

~  fr'dm  ' 

3.  6 
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l'intégrale  s'ëtendant  à  la  masse  totale,  et  f^  f, 
f  y  etc.,  désignant  les  distances  des  centres  de  gra- 
vité de>4,  /f/,  jj1\  etc.,  à  des  plans  menés  par  Taxe 
de  rotation,  parallèlement  aux  vitesses  v^  ^',  v^\  etc. 
Ayant  pris  avec  le  signe  -f-  le  premier  terme  du 
numérateur  de  cette  formule,  on  prendra  les  au- 
tres termes  avec  le  signe  +  ou  avec  le  signe  —  , 
selon  que  les  percussions  correspondantes  tendront 
à  faire  tourner  dans  le  sens  de  celle  qui  répond  au 
premier  terme,  ou  dans  le  sens  opposé;  et  selon 
que  la  valeur  de  o)  se  trouvera  positive  ou  néga- 
tive ,  la  rotation  aura  lieu  dans  le  sens  de  cette  force 
ou  en  sens  contraire.  Quand  on  aura  e?  =  o  ,  le 
système  restera  en  repos,  et  toutes  les  percussions 
se  feront  équilibre.  Au  lieu  d'être  simultanées ,  si 
elles  sont  successives ,  la  valeur  de  co ,  après  tous 
les  chocs,  sera  encore  donnée  par  la  formule  précé- 
dente; car  après  un  premier  choc  le  mouvement  est 
le  même  à  chaque  instant,  que  si  ce  choc  avait  lieu 
actuellement  ;  par  conséquent ,  on  peut  supposer 
qu'il  ait  Heu  à  l'instant  du  second  choc,  pour  déter- 
miner la  vitesse  angulaire  après  la  seconde  percus- 
sion; et  ainsi  de  suite. 

587.  Lorsque  le  mouvement  de  rotation  com- 
mence autour  d'un  axe  fixe ,  cette  droite  éprouve  des 
percussions  qu'il  est  important  de  déterminer;  elles 
sont  dues  aux  quantités  de  mouvement  perdues ,  à 
cette  époque ,  par  les  différens  points  du  mobile,  qui 
se  font  équilibre  au  moyen  de  l'axe  ïy^lq  ,  et  doivent , 
conséquemment,  se  réduire  à  des  percussions  dont 
les  directions  rencontrent  cet  axe^  ou  lui  sont  pa- 
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rallèles.  Les  percussions  parallèles  se  déterminent 
immédiatement;  ce  sont  les  composantes,  suivant 
cette  direction,  des  quantités  de  mouvement  qui 
ont  été  imprimées  au  mobile  :  nous  en  ferons  abs- 
traction ,  comme  dans  le  n°  585  ;  et  nous  suppo- 
serons que  le  mouvement  de  rotation  soit  celui 
qui  a  été  produit  par  un  choc  perpendiculaire  à  la 
direction  de  l'axe  fixe,  et  auquel  répond  la  for- 
mule (i). 

Prenons  le  point  P  pour  le  centre  de  gravité  de  /^, 
et  la  droite  PA  pour  îa  direction  de  sa  vitesse  avant 
le  choc,  de  manière  que  y  soit  la  distance  OF  de  cette 
droite  à  l'axe  Oz,  Dans  le  plan  perpendiculaire  à  cet 
axe  fixe,  et  comprenant  la  droite  PA,  menons  par  le 
point  0  de  cet  axe  deux  autres  axes  rectangulaires 
Oûc  et  Oj,  Soient  jc ,  j-,  z,  les  trois  coordonnées  de 
dm,  rapportées  aux  axes  Ox,  Oj,  Oz  ;  la  vitesse  ra? 
de  ce  point  matériel  étant  perpendiculaire  au  rayon  r 
et  parallèle  au  plan  des  oc  et  y ,  il  est  aisé  de  voir 
que  les  cosinus  des  angles  qu'elle  fait  avec  ces  trois 

axes  sont ,  -  et  zéro  ,  en  supposant  que  la  ro- 
tation ait  lieu  dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche  s  ; 
par  conséquent,  elle  se  décomposera  en  deux  vitesses 
— jcù  et  œci) ,  parallèles  aux  axes  Oœ  et  Oj-.  Les  com- 
posantes des  quantités  de  mouvement  de  tous  les 
points  du  corps  suivant  ces  directions ,  seront  donc 

—  cùfjdm  et  œfxdm ,  ou ,  ce  qui  est  la  même  chose , 

—  côMyi  et  &)M.r^,  en  désignant  toujours  par  M  la 
masse  entière  après  le  choc,  et  représentant  par  .r^  et 
j^  les  valeurs  de  ^  et  j*  qui  répondent  à  son  centre 

6.. 
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de  gravité.  Les  sommes  des  momens  de  toutes  ces 
quantités  de  mouvement,  par  rapport  au  plan  des  x 
et  j ,  seront  — cojyzdin  et  cojxzdin;  elles  devront 
être  égales  (n**  5/\)  aux  momens  des  forces  totales 
—  cofjdm  et  cjfxdm,  par  rapport  au  même  plan, 
c'est-à-dire,  à  — gj^j^z  et  goMx^:^',  en  appelant  2/ 
et  z!'  les  distances  de  ces  deux  forces  à  ce  plan  ;  on 
aura  donc 

Mjr,^'  =  fjzdm  ,       M.Xi'z!'  =  fxzdm  ,       (2) 

pour  déterminer  ces  deux  quantités  z'  et  jz'',  positives 
ou  négatives. 

Cela  posé,  les  quantités  de  mouvement  perdues 
par  tous  les  points  de  la  masse  M,  et  qui  se  font  équi- 
libre au  moyen  de  Taxe  fixe,  pourront  être  rempla- 
cées par  une  force  gM-J^  ,  parallèle  à  l'axe  des  x  et  si- 
tuée à  la  distance  z'  du  plan  des  x  et  j,  par  une 
force  —  cûMXiy  parallèle  à  Taxe  des  j  et  située  à 
la  distance  z''  de  ce  plan,  et  par  la  force  fj,v ,  à  la- 
quelle on  conserve  sa  direction ,  du  point  P  vers  le 
point  A.  Ces  trois  forces  se  réduiront  au  moins  à 
deux  ,  qui  rencontreront  Taxe  fixe,  et  exprime- 
ront les  percussions  qu'il  éprouve,  perpendiculai- 
rement à  sa  longueur.  Quand  elles  se  réduiront  à 
une  seule ,  l'axe  éprouvera  une  percussion  unique,  et 
il  suffira  que  le  point  où  il  sera  rencontré  par  cette 
force  soit  supposé  fixe ,  pour  que  cet  axe  puisse  ré- 
sister. 

388.  Si  la  droite  Oz  est  un  des  trois  axes  prin- 
cipaux de  M,  qui  se  coupent  au  point  0,  on  aura 

fxzdm  =  o,       fjzdm  =  o. 
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Les  distances  /  et  z"  seront  donc  nulles;  et  les 
forces  G^Mj-j  et  —  cj>M.r  ,  ainsi  que  la  force  f^v , 
étant  toutes  trois  comprises  dans  le  plan  des  jc  et  j, 
la  percussion  unique,  à  laquelle  elles  se  réduiront, 
passera  par  le  point  0.  Pour  en  déterminer  la  gran- 
deur et  la  direction ,  soient  R  cette  force ,  a  et  b  les 
angles  quelle  fait  avec  les  axes  Ox  et  0;^,  a  et  é^  les 
angles  que  fait  la  droite  PA  avec  des  parallèles  à  ces 
axes ,  menées  par  le  point  P  ;  nous  aurons 

R  cos  a  =  fjLV  cos  et  +  cjMj^  , 
R  cos  b  =.  fjLi>  cos  &  —  coMXi  • 

et  comme  la  valeur  de  œ  est  donnée  par  la  for- 
mule (i),  et  que  les  coordonnées  x^  et  j^  du  centre 
de  gravité  de  M  sont  aussi  connues,  il  n'y  aura  rien 
d'inconnu  dans  ces  valeurs  des  deux  composantes 
de  la  force  R. 

Puisque  cette  résultante  doit  passer  par  le  point 
0,  il  faudra  que  la  somme  des  momens  de  ses  trois 
composantes ,  par  rapport  à  ce  point ,  soit  égale  à 
zéro.  Or,  en  désignant  par  j'  et  x'  les  distances  aux 
axes  Ox  et  Oj  des  forces  cjMy^  et  -—cûMx^,  paral- 
lèles à  ces  droites ,  et  ayant  égard  au  sens  dans  le- 
quel  ces  deux  forces  et  la  percussion  fjL\>  tendront 
à  faire  tourner  autour  du  point  0  ,  on  en  con- 
clura 

odMj^j'  +  cjMx^x'  —  fjL^f  =  o  ; 

/  étant  toujours  la  perpendiculaire  OF  abaissée  du 
point  M  sur  la  droite  PÂ,  C'est,  en  effet,  ce  qu'il 
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est  aisé  de  vérifier;  car  en  considérant  les  momens 
par  rapport  aux  plans  des  jc  et  z  et  des  j-  et  ;z  /  de 
tontes  les  quantités  de  mouvement  parallèles  à  ces 
plans,  dont  les  sommes  sont  —  cMj-^  et  c^M.r^  ^ 
on  aura 

et  ces  valeurs,  jointes  à  celles  de  o ,  rendent  iden- 
tique l'équation  précédente. 

Pour  que  Taxe  Ûx^q  n'éprouve  aucune  percussion , 
il  est  aisé  de  voir  qu'il  faut  d'abord  que  les  dis- 
tances z'  et  js"  soient  nulles  ;  en  vertu  des  équa- 
tions (2)  ,  cela  ne  peut  donc  arriver  que  quand  la 
droite  Oz  est  un  des  axes  principaux  qui  se  coupent 
au  point  0,  ainsi  que  nous  venons  de  le  supposer. 
Cette  condition  remplie ,  il  faut ,  en  outre ,  que  la 
force  R  soit  nulle  ;  ce  qui  exige  qu'on  ait 

fjL^f  cos  cf,  =  —  coMj^ ,       fJLV  cos  &  ==  ccMx^. 


On  en  déduit 

x^    cos  a 
j-^   cos  C 


+    1=0: 


équation  qui  exprime  que  la  droite  PA  doit  être 
perpendiculaire  au  plan  passant  par  Taxe  lîxe  et  par 
le  centre  de  gravité  de  M.  De  plus  ,  en  désignant 
par  r^  la  distance  de  ce  point  à  cet  axe,  les  équa- 
tions précédentes  donneront 

et  si  Ton  met  pour  co  sa  valeur  fournie  par  la  for- 
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mule  (i),  on  en  conclura 

^ Jr'dm 

J   ""       Mr     • 

Ainsi ,  quand  un  corps  solide ,  retenu  par  un  axe 
fixe,  est  frappe  par  un  second  corps  dont  la  masse 
demeure  attachée  à  celle  du  premier,  il  faut,  pour 
qu'il  n  j  ait  aucune  percussion  sur  l'axe  ï\^q,  i°.  que 
le  choc  soit  dirigé  dans  le  plan  de  deux  droites  qui 
font,  avec  l'axe  fixe,  un  système  rectangulaire  d'axes 
principaux  du  corps  formé  des  deux  masses  réunies | 
2°.  que  sa  direction  soit  perpendiculaire  au  plan  du 
centre  de  gravité  de  ce  corps  et  de  l'axe  ïv^ç:\  S'',  que 
cette  direction  PA  rencontre  ce  plan  en  un  point 
dont  la  distance  f  à  Taxe  de  rotation  est  donnée  par 
la  formule  précédente.  Ce  point  est  ce  qu'on  appelle 
le  centre  de  percussion. 

389.  Pendant  qu'un  corps  solide  tourne  autour 
d'un  axe  fixe,  les  forces  centrifuges  de  ses  ditTérens 
points  exercent  sur  cet  axe  des  pressions  que  nous 
allons  déterminer ,  et  qui  sont  les  seules  qui  aient 
lieu  dans  le  mouvement  uniforme  où  les  points  du 
mobile  ne  sont  sollicités  par  aucune  force  motrice. 

En  conservant  les  notations  précédentes,  on  aura 
rco^dm  (n°  169)  pour  la  force  centrifuge  de  l'élément 
dm,  dont  la  vitesse  est  rcù y  et  qui  décrit  un  cercle  du 
rayon  r\  et  comme  cette  force  est  dirigée  suivant  le 
prolongement  de  7%  les  cosinus  des  angles  qu'elle  fait 

avec  les  axes  des  x ,  j ,  z,  seront  -,  -   et   zéro.   Si 
donc  on  la  transporte  au  point  où  sa  direction  ren=^ 
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contre  l'axe  Ojz  ,  elle  pourra  être  remplacée  par  deuir 
forces  comprises  dans  les  plans  jcOz  etj'Oz,  parallèles 
aux  axes  Ox  et  Oj,  et  égales  à  œcD^dm  et  jco^din,  La 
même  chose  ayant  lieu  pour  tous  les  élémens  du 
mobile,  on  en  conclut  que  l'axe  Oz  sera  tiré,  sui- 
vant ces  directions,  par  des  forces  qui  auront  pour 
valeurs  co^fxdm  et  co'^fydm,  ou ,  ce  qui  est  la  même 
chose ,  c^^McX-,  et  co'^.j^ ,  d'après  les  notations  pré- 
cédentes. On  voit  aussi  que  les  distances  jz'  et  :i^  de 
ces  deux  pressions  totales ,  au  plan  des  x  et  y,  se- 
ront données  par  les  équations 

Mx^z'  =  fxzdm,       M//'  =  fjzdm,      (5) 

inverses  des  équations  (2)  relatives  aux  percussions» 
Lorsqu'on  aura  z' =::  z\  les  deux  pressions  cû^^Mx^ 
et  co^Mj^ ,  seront  appliquées  en  un  même  point  de 
l'axe  Oz'y  elles  se  réduiront  a  une  seule  force  perpen- 
diculaire à  cette  droite ,  dirigée  dans  le  plan  qui  com- 
prend le  centre  de  gravité  du  mobile ,  et  dont  OJ^^Mr^ 
sera  la  valeur  ;  r^  étant  la  distance  de  ce  centre  à  l'axe 
fixe. 

Ce  cas  aura  lieu  toutes  les  fois  que  Oz  sera  un  des 
trois  axes  principaux  qui  se  coupent  au  point  O.  Dans 
ce  cas ,  les  seconds  membres  des  équations  (5)  seront 
nuls,  et  l'on  aura  /  =  o  et  z^'  z=  o.  La  pression 
unique  que  l'axe  éprouvera  pendant  le  mouvement 
de  rotation  passera  donc  par  le  point  0;  en  sorte 
qu'il  suffira  que  ce  point  soit  fixe,  pour  que  cette 
pression  soit  détruite,  et  que  Taxe  demeure  immo- 
bile. Quel  que  soit  le  point  fixe  0  appartenant  à  un 
corps  solide,  ou  lié  invariablement  à  ce  corps,  il  y  a 
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donc  toujours  trois  droites  rectangulaires,  passant  par 
ce  point,  autour  desquelles  le  corps  peut  tourner, 
sans  que  ces  axes  de  rotation  se  déplacent,  et  comme 
s'ils  étaient  entièrement  fixes. 

Telle  est  la  propriété  relative  au  mouvement  uni- 
forme de  rotation,  dont  jouissent  les  droites  que 
nous  avons  nommées  aoces  principaux.  Elle  leur  ap- 
partient exclusivement  ;  car  si  le  corps  tourne  autour 
d'une  droite  Oz,  qui  ne  soit  pas  un  des  trois  axes 
principaux  relatifs  au  point  fixe  0 ,  les  deux  pres- 
sions co^^œ^  et  cj^'Mji  seront,  en  général,  irréducti- 
bles à  une  seule,  ou  bien ,  si  elles  se  réduisent  à  une 
seule,  à  cause  de  z'  =  2",  cette  pression  unique  pas- 
sera par  un  point  différent  de  0  ;  par  conséquent,  il 
faudra  qu'un  second  point,  ou  l'axe  entier,  soit  sup- 
posé ^^e,  pour  que  les  pressions  dues  aux  forces 
centrifuges  soient  détruites,  et  que  l'axe  de  rotation 
ne  soit  pas  déplacé  pendant  Je  mouvement. 

Quand  un  corps  retenu  par  un  point  Hxq  0,  et  qui 
n'est  soumis  à  aucune  force  motrice,  aura  commencé 
à  tourner  autour  d'un  des  trois  axes  qui  se  coupent 
en  ce  point ,  le  mouvement  continuera  indéfiniment 
autour  de  cette  droite.  Cela  aura  lieu,  par  exemple, 
si  le  mobile  est  mis  en  mouvement  par  un  choc  di- 
rigé dans  le  plan  des  deux  autres  axes  principaux  re- 
latifs à  ce  point  .0 ,  puisqu'alors ,  d'après  le  numéro 
précédent,  les  percussions  qu'éprouvera  l'axe,  dans 
le  premier  moment,  se  réduiront  à  une  seule  qui 
passera  par  ce  point  ^xq,  et  sera  détruite  par  sa  ré- 
sistance. Si  0  est  un  des  points  particuliers  pour  les- 
quels tous  les  momens  d'inertie  sont  égaux,  l'axe  au- 
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tour  duquel  le  corps  commencera  à  tourner  sera 
nécessairement  un  axe  principal  ;  et ,  de  quelque  ma- 
nière que  le  corps  soit  mis  en  mouvement  autour  de 
ce  point  fixe,  l'axe  de  rotation  demeurera  immobile. 
Ainsi ,  un  ellipsoïde  de  révolution ,  ou  un  parallélé- 
pipède, retenu  par  un  des  points  dont  nous  avons 
déterminé  précédemment  la  position  (n''  585),  tour- 
nera toujours  autour  d'un  axe  immobile.  Il  en  sera 
de  même  a.  l'égard  d'une  sphère  dont  le  centre  est 
fixe,  ou  d'un  cube  retenu  par  le  point  situé  a  l'inter- 
section de  ses  trois  diagonales;  et  de  plus,  dans  ces 
deux  derniers  cas,  le  point  fixe  étant  le  centre  de  gra- 
vité, l'axe  de  rotation  demeurera  encore  immobile, 
quoique  le  corps  soit  pesant.  Dans  le  cas  général ,  les 
forces  motrices  qui  agiront  sur  le  mobile,  produi- 
ront, comme  les  forces  centrifuges,  des  pressions  sur 
l'axe  de  rotation,  qui  contribueront  à  le  déplacer, 
quand  elles  ne  se  réduiront  pas  à  une  seule  force  pas- 
sant par  le  point  fixe. 

5go.  Si  la  droite  Oz  est  un  des  trois  axes  princi- 
paux qui  se  coupent  au  centre  de  gravité  G  du  corps 
que  l'on  considère ,  elle  sera  encore  un  des  trois  axes 
principaux  de  ce  même  corps  au  point  quelconque  O 
de  sa  direction.  En  effet,  soit  y  la  distance  OG  de  ce 
centre  au  point  0.  Sans  changer  la  direction  précé- 
dente des  coordonnées  jr ,  7 ,  z,  transportons  leur 
origine  au  point  G;  celles  de  l'élément  quelconque 
djn  deviendront  œ,  j-,  z  —  >  ?'  et ,  d'après  la  définition 
des  axes  principaux ,  on  aura 

fic^Z'—y)  dm  =  fxzdm  —  y  fxdm  =  o  , 
fj  {z  —  y)dfn  z=ffzdfn  —  y£rdin  =  0. 
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De  plus,  le  point  G  étant  sur  l'axe  des  :z,  on  a 
fxdm  =  0  et  fjdm  =0;  il  en  résulte  donc 
fœzdm  =  o  et  fjzdm  =  o  ;  d'où  l'on  conclut  que 
Ojz  est  un  des  trois  axes  principaux  qui  se  coupent 
au  point  0. 

On  déterminera  la  direction  des  deux  autres  axes 
principaux  dans  le  plan  des  x  et  j,  par  la  transfor- 
mation des  coordonnées.  Soient  x'  et  j'  celles  de  dm 
par  rapport  à  ces  deux  autres  axes  ;  il  faudra  qu'on 
ait 

fx'fdm  ==  o  ,     fx^zdm  z=z  o  ,     jj'zdm  =  o  ; 

mais  û  l'on  appelle  6  l'angle  compris  entre  Taxe  des 
x'  et  celui  des  x ,  on  aura 

x'  =  xcos>^ — j^sinfl,    j''==:x  sin  9+j^cos  9; 

or,  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  pré- 
cédentes, les  deux  dernières  disparaissent  à  cause  de 
fxzdin  =  o  et  fjzdm  =  0  ;  la  première  devient 

(cos*  9  —  sin''  è)fxj'drn  -f-  siii  ô  cos  6  (fx'^dm  —  Jj-'^dm)  =  o  ; 

et  l'on  en  tirera  la  valeur  de  S.  Les  intégrales  que 
cette  équation  renferme  pourront  changer  de  valeur 
avec  la  position  du  point  O;  en  sorte  que  le  long 
de  l'axe  O2,  les  deux  autres  axes  principaux  ne  se- 
ront pas,  en  général,  parallèles  à  eux-mêmes. 
Les  quatre  équations 

fxdjn  =  o ,  fxzdm  =  o,  fydm  =  o,  fjzdm  =  o, 

ayant  lieu  en  même  temps,  il  suit  des  deux  pre- 
mières que  les  pressions  parallèles  et  comprises  dans 


9^  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

le  plan  des  x  et  z ,  qui  proviennent  des  forces  cen- 
trifuges,  se  réduisent  à  deux  forces  égales  et  di- 
rectement opposées;  et  en  vertu  des  deux  dernières 
équations,  la  même  chose  a  lieu  à  legard  des  com- 
posantes comprises  dans  le  plan  des  j  et  z.  Par 
conséquent,  lorsqu'un  corps  tourne  autour  de  Fun 
des  trois  axes  principaux  qui  se  coupent  à  son  centre 
de  gravité ,  les  forces  centrifuges  de  tous  ses  points 
ne  produisent  aucune  pression  sur  l'axe  de  rotation; 
et  si  le  mouvement  a  commencé  autour  d'un  tel 
axe,  il  continuera  indéfiniment,  sans  que  cette  droite 
ait  aucun  point  fixe,  en  supposant  toujours  qu'au- 
cune force  motrice  n'agit  sur  le  mobile. 

Ce  l'ésultat  est  évident  dans  le  cas  d'un  ellipsoïde 
tournant  autour  d'un  de  ses  trois  axes  de  figure; 
car  tout  étant  symétrique  autour  de  chacune  de  ces. 
droites,  il  n'y  aurait  pas  de  raison  pour  qu'elle 
éprouvât  une  pression  dans  un  sens  plutôt  que  dans 
le  sens  opposé. 

§  IL  Mouvement  de  rotation  varié. 

5c)i.  Soit  toujours  dm  un  élément  quelconque  de 
la  masse  du  mobile,  tournant  autour  de  l'axe  fixe 
Oz  (  fîg.  5  ),  Par  un  point  0  ,  pris  arbitrairement 
sur  cette  droite,  menons  deux  autres  axes  fixes  Ox 
et  0^%  perpendiculaires  entre  eux  et  à  l'axe  Oz;  et 
au  bout  du  temps  quelconque  t.  désignons  par  x^ 
j-,  z ,  les  trois  coordonnées  de  dm ,  rapportées  à  ces 
axes  Ox ,  0/,  Oz,  Au  même  instant,  les  compo- 
santes de  la  vitesse,  parallèles  à  ces  droites,  seront 
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-^ ,  -^ ,  ■^.  Or,  quelles  que  soient  les  forces  appli- 
quées à  1  élément  dm ,  je  les  décompose  parallèle- 
ment à  ces  mêmes  axes;  et,  au  bout  du  temps  t^ 
je  désigne  par  X ,  Y,  Z  ,  les  composantes  suivant 
les  oc ,  j,  Zy  positives,  de  la  force  accélératrice  don- 
née qui  agit  sur  ce  point  matériel.  Si  ce  point  était 

libre,  les  composantes  ■£ ,  ■£  ^  ^  '  ^^  ^^  vitesse, 

augmenteraient  de  Hdt ,  Xdt  ^  Zdt,  pendant  Tins- 
tant  dt  (n**  147)?  niais  ces  fonctions  du  temps  aug- 
mentent réellement  de  leurs   différentielles  J.  — . 

dt  ' 

^*dt^  ^'It'^  P^^'  conséquent,  les  vitesses  perdues 
pendant  l'instant  dt^  suivant  les  directions  des  coor- 
données ,  sont 

Xdt—d.^,     Xdt^d.^^,     Zdt  —  dt.^, 

dt  dt  '  dt 

En  les  multipliant  par  dm,  et  divisant  par  dt ,  on 
aura 

{^-'-S)dm,     {^-'£)d,n,     (Z-  J>„, 

pour  les  composantes  de  la  force  perdue  par  l'élé- 
ment dm  y  pendant  cet  instant  dt,  à  raison  de  sa  liai- 
son avec  les  autres  points  du  corps  et  avec  Taxe  de 
rotation.  Donc,  en  vertu  du  principe  du  n°  55o,  ie- 
quilibre  devra  avoir  lieu  autour  de  cet  axe  fixe, 
entre  de  semblables  forces  appliquées  à  tous  les  points 
du  mobile. 

Pour  former  1  équation  de  cet  équilibre,  il  suffira 
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de  mettre  les  deux  premières  des  trois  forces  précé- 
dentes à  la  place  de  P  cos  et  et  Pcos  ê ,  dans  le  pre- 
mier terme  de  l'ëquation  (5)  du  n°  266^  et  d'égaler 
ensuite  à  zéro  la  somme  des  valeurs  de  cette  quan- 
tité ,  pour  tous  les  points  du  corps ,  laquelle  somme 
sera  une  intégrale  étendue  à  la  masse  entière.  En 
faisant  passer  les  différentielles  dans  le  premier  mem- 
bre et  les  forces  données  dans  le  second,  nous  aurons, 
de  cette  manière , 

pour  l'équation  demandée ,  qui  sera  celle  du  mouve- 
ment de  rotation  autour  de  l'axe  des  z, 

592.  Soit  Cl)  la  vitesse  angulaire  au  bout  du  temps  t; 
et  supposons  que  l'on  considère  cette  quantité  comme 
positive  ou  comme  négative,  selon  que  le  mouve- 
ment de  rotation  aura  lieu  dans  le  sens  indiqué  par 
la  flècbe  s,  ou  dans  le  sens  opposé.  Soit  aussi  r  le 
rayon  du  cercle  que  décrit  dm,  ou  la  perpendiculaire 
abaissée  de  ce  point  sur  l'axe  Oz;  sa  vitesse  absolue 
sera  rco ,  et  Ton  aura 

dx  dr 

pour  les  valeurs  de  ces  deux  composantes.  En  effet,  si 
Pestlaprojectioû  de  dm  sur  le  plan  des.r  et^,  et  qu'on 
tire  le  rayon  OP  et  la  perpendiculaire  QPP'  à  OP,  la- 
quelle coupe  en  Q  et  Q^  les  axes  Ox  et  Oy,  on  aura 

OP  =  r,     cosxQP  =  — •^,    cosjrQT'=:  ^; 
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et  comme  la  vitesse  rco  sera  parallèle  à  la  droite 
QPP',  ce  sera  par  ces  cosinus  qu'il  faudra  la  mul- 
tiplier, pour  avoir  les  valeurs  de  ses  composantes 

dx     .    dr 
—  et  -  - . 

dt  dt 

En  observant  que  x'"-  +  j"  =  /'%  on  déduit  de 
ces  valeurs 

xdj  —  jdx  =  r^codt,  (2) 

Je  difFërentie  par  rapport  à  ^;  à  cause  que  le  rayon  r 
est  constant,  on  a 

xd^j  —  jd'^x  =  r^dadt  ; 

et  dcû  étant  une  quantité  commune  à  tous  les  points 
du  corps ,  qui  doit  être  regardée  comme  constante 
dans  l'intégration  relative  a  d?n,  l'ëquation  (i)  de- 
vient 

^f,-dm=J(œY  -jX}dm;       (3) 

ce  qui  fera  connaître  la  valeur  de  dco ,  correspondante 
h  une  position  donnée  du  mobile. 

Si  l'on  décompose  la  force  accélératrice  qui  agit 
sur  dm  en  deux  autres,  l'une  parallèle  à  Taxe  Oz, 
et  l'autre  comprise  dans  un  plan  perpendiculaire  à 
cette  droite ,  on  pourra  faire  abstraction  de  la  pre- 
mière, qui  ne  peut  contribuer  au  mouvement  de  ro- 
tation; la  seconde  ,  que  j'appellerai  cp,  sera  la  résul- 
tante de  X  et  Y.  Je  projette  les  trois  forces  X ,  Y,  (p  , 
sur  le  plan  des  x  et  j;  je  suppose  que  PC  soit  la 
direction  de  (p  ainsi  projetée;  et  j'appelle  h  la  per- 
pendiculaire Oli  abaissée  du  point  0  sur  PC  ou  sur  son 
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prolongement.  En  considérant  les  momens  par  rap- 
port au  point  0  ,  on  aura  (  n"*  4^  ) 

ocY  —  jrX  =  zh  h(p , 

selon  que  la  force  (p  tendra  à  faire  tourner  dans  le 
sens  de  la  flèche  s,  ou  dans  le  sens  opposé.  J'appelle 
aussi  cT  l'angle  QTC  que  fait  la  droite  PC  avec  la 
perpendiculaire  PQ'  au  rayon  OP,  menée  dans  le 
sens  indiqué  par  la  flèche  s.  Cet  angle  sera  aigu  ou 
obtus,  selon  qu'on  devra  prendre  le  signe  supérieur 
ou  le  signe  inférieur  dans  l'équation  précédente  ;  à 
cause  de  OP  =  r,  on  aura  donc  toujours 

ztz  h  =  rcos  eT; 

et,  au  moyen  de  ces  valeurs,  l'équation  (3)  de- 
viendra 

^-fr^'dm  =  fr(p  cos  ^dm. 

Or,  si  les  forces  données  n'agissent  sur  le  mobile  que 
pendant  un  temps  très  court;  qu'elles  soient  néan- 
moins capables  de  produire ,  pendant  cet  intervalle 
de  temps ,  des  vitesses  données  qui  ne  soient  pas  très 
petites  ;  et  que  pendant  ce  même  temps  les  directions 
de  ces  forces ,  non  plus  que  les  positions  des  points 
du  mobile,  ne  changent  pas  sensiblement,  on  aura, 
en  intégrant  par  rapport  à  t  les  deux  membres  de 
cette  équation, 

cûfr''dm  =  fr^  cos  ^  dm  ; 

V  étant  l'intégrale  fcpdt  pendant  la  durée  de  l'action 
des  forces,  c''est-à-dire ,  la  vitesse  que  la  percussion 
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exercée  sur  dm  imprimerait  à  ce  point  matériel ,  s'il 
était  entièrement  libre.  Cette  équation  est  celle  du 
mouvement  uniforme  de  rotation ,  et  l'on  en  dé- 
duira, sans  difficulté,  les  formules  du  n**  586. 

Dans  le  mouvement  varié,  l'équation  (5)  se  change 
en  une  équation  différentielle  du  second  ordre ,  de 
laquelle  dépend  la  position  du  mobile  à  chaque  ins- 
tant, et  sa  vitesse  en  fonction  du  temps,  ainsi  qu'on 
le  verra  tout  à  l'heure  par  un  exemple;  mais  aupara- 
vant il  convient  de  déterminer  les  pressions  que  l'axe 
de  rotation  éprouve  pendant  la  durée  du  mou- 
vement. 

395.  Je  considérerai  seulement  les  pressions  per- 
pendiculaires à  cet  axe  Oz,  qui  sont  dues  aux  compo- 
santes parallèles  aux  axes  Ojc  et  0^,  des  forces  perdues 
par  tous  les  points  du  mobile,  dont  les  résultantes 
devront  couper  l'axe  fixe. 

En  appelant  U  et  V  les  sommes  de  toutes  ces  forces, 
t)n  aura,  d'après  le  n°  391, 

et  si  l'on  désigne  par  u  et  v  les  distances  des  forces 
totales  U  et  V  au  plan  des  ^  et  j^ ,  on  aura 
aussi  (no  5/{) 

En  vertu  des  valeurs  précédentes  de  -7- et  -^,  on  a 

^  dt        dt 

2.  7 
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d^x  da  dj  dû) 

~dF  ^di'^^di  ~~  '^^  dt 


dW  doù      ,  dx  do) 

de  dt      ^  dt  dt         -^ 

J'élimine  -7-  au  mojen  de  réquation  (3);  je  désigne 

par  œ^  et  j^  les  valeurs  de  x  et  j"  qui  répondent  au 
centre  de  gravité  du  mobile ,  et  par  M  sa  masse ,  de 
sorte  qu  on  ait 

fxdm  =  M«r; ,      /y  dm  =  Mj^  ; 

d^x         d^Y 
en  substituant  ensuite  les  valeurs  de  -r~  et  ~-  dans 

les  formules  précédentes,  elles  deviennent 

V  =  Myco'  +  Pidm  -  -J<EJ^I£^ÏÈ^ , 

U«  =  <.r^zdm  +  Jz^dm  +  fr^ÈULn^^lBÈIL , 

Vi-  =  <^'fjzdm  +fzYdm  -  fl^^Hj^JB^^^ 

Quand  la  vitesse  angulaire  œ  sera  connue,  ces  équa- 
tions feront  connaître  les  pressions  U  et  V  parallèles 
aux  axes  Ox  et  Oj,  que  l'axe  Oz  aura  à  supporter, 
et  les  distances  u  et  v  comprises  entre  le  point  0  et 
les  points  d'application  de  U  et  V  sur  cet  axe.  Lors- 
que les  forces  X  et  Y  sont  nulles ,  ces  résultats  coïn- 
cident avec  ceux  du  n''  589.  Quand  la  droite  Oz  passe 
par  le  centre  de  gravité  du  mobile ,  on  a  x^  =  o  et 
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jr^=o,  et,  consëquemnient , 

U  ==  f^dm,        V  =  pidm; 

€n  sorte  que  la  charge  totale  de  Taxe  fixe  est  la  même 
que  dans  l'état  d'e'quilibre  ;  mais  elle  est,  en  général, 
autrement  distribuée.  Si  l'axe  fixe  est,  en  outre,  un 
des  axes  principaux  qui  se  coupent  au  centre  de  gra- 
vité ,  on  a  aussi  fxzdm  =  o  et  fjzdm  =  o  ;  il  en  ré- 
sulte 

Uw  =  fz^dm ,        yv  =  fzS^dm  ; 

et  la  charge  de  l'axe  se  trouve  partagée,  dans  l'état 
de  mouvement,  comme  dans  l'état  d'équilibre. 

594»  Appliquons  actuellement  l'équation  (5)  au 
cas  d'nn  corps  pesant,  tournant  autour  d'un  axe 
horizontal. 

Si  l'on  désigne  par  g  la  pesanteur,  et  qu'on  sup- 
pose l'axe  Oy  vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  cette 
force,  on  aura 


X  =  o,       Y  =  .- 


&  ? 


et ,  à  cause  de  fxdm  =  M^x^ ,  l'équation  (5)  se  ré- 
duira à 

^^Jr'dm  =  gMœ,         (4) 

Au  bout  du  temps  t,  désignons  par  6  l'angle  com . 
pris  entre  le  plan  mobile  qui  passe  par  le  centre  de 
gravité  du  corps  et  le  plan  fixe  des  j*  et  z;  angle  que 
nous  regarderons  comme  positif  ou  comme  négatif , 
selon  que  le  plan  mobile  se  trouvera ,  relativement 
au  plan  ii^e ,  du  côté  de  l'axe  des  oc  positives  ou  du 

1" 
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côté  oppose.  Soit  a  la  distance  constante  du  centre  de 

gravité  à  l'axe  Oz  ;  on  aura 

jc^  =  «  sin  fl  ; 

et,  d'après  le  sens  de  la  vitesse  c?,  positive  ou  néga- 
tive ,  on  aura  aussi 

de 

/^  =  -'  dt  ' 

ce  qu'on  déduit  également  de  l'équation  (2) ,  appli- 
quée au  centre  de  gravité,  c'est-à-dire,  aux  valeurs 
^  sin  6 ,  j  cos  fl ,  a^  de  oc,  j,  r.  Soit  enfin  MA:*  le 
moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  a  un  axe 
passant  par  son  centre  de  gravité  et  parallèle  à  Oz; 
k  sera  une  ligne  de  grandeur  donnée  ;  et ,  d'après  le 
théorème  du  n°  5j4  >  ^^^^^  aurons 

fr'^dm  =  M  («*  +  ^")  , 

pour  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  de  ro- 
tation. 

Au  moyen  de  ces  valeurs  de  jc^  ,  co,  fr^dm ,  Téqua- 
lîott  (4)  devient 

J^ô    casino 

IF  a"  -+-  k''' 

En  multipliant  par  ^d^,  et  intégrant,  on  aura  donc 

dh^  iga  cos  ô  _^ 

c  étant  la  constante  arbitraire.  Si  l'on  suppose  qu'on 
ait ,  à  l'origine  du  mouvement , 

=   et,        -r    =   —    ^i 
^       dt  ^ 
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cette  constante  aura  pour  valeur 

et  il  en  résultera,  à  un  instant  quelconque , 

dB-"  2^a  (cos  a  —  cos  6) 

-dF  ^ ^TïrF^ =  ^^-       W 

Cette  équation  est  celle  du  mouvement  d'un  pen- 
dule de  forme  quelconque,  tournant  autour  d'un  axe 
horizontal.  Dans  son  ët/it  d'équilibre,  le  plan  passant 
par  son  centre  de  gravité  et  par  Taxe  ûxe  est  hori- 
zontal, et  l'on  act  =  o,  n  =  o,  6=0.  On  écarte 
le  corps  de  cette  position,  de  sorte  que  ces  deux  plans 
comprennent  un  angle  donné  a.  Si  on  l'abandonne 
ensuite  à  lui-même,  on  aura  n.:2=:o;  si,  au  con- 
traire, le  mobile  éprouve  une  percussion  à  l'origine 
de  son  mouvement,  la  vitesse  initiale  O.  devra  être 
déterminée  par  les  règles  du  n°  586,  ou  donnée  d  une 
manière  quelconque;  et,  dans  tous  les  cas,  l'équa- 
tion (a)  fera  connaître  la  vitesse  angulaire  du  mobile 
à  un  instant  quelconque ,  d'après  la  position  de  son 
centre  de  gravité.  En  la  résolvant  par  rapport  à  dt, 
et  intégrant ,  on  aura  la  valeur  de  t  en  fonction  de  9, 
ou  réciproquement;  ce  qui  déterminera  la  position 
variable  de  ce  centre,  et,  par  conséquent,  celle  du 
mobile  à  chaque  instant. 

395.  Si  ce  corps  pesant  se  réduit  à  un  point  matériel, 
attaché  à  l'axe  Oz  par  un  fil  inextensible  et  inflexible , 
dont  on  néglige  la  masse,  et  qui  soit  perpendiculaire  à 
QZf  on  aura  le  cas  du  pendule  simple,  d'après  la  défi- 
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nition  du  n°  1 79.  Eti  appelant  /  sa  longueur,  on  aura 
a=ly  M  sera  la  masse  du  point  matériel  ;  et  le  mo- 
ment d'inertie  MÇa^-j-k^)  devra  se  réduire  au  pro- 
duit de  cette  masse  et  du  carré  de  sa  distance  l  à 
Taxe  fixe.  On  aura  donc  k  =  o  ;  par  conséquent , 
l'équation  (a),  appliquée  à  ce  cas  particulier,  de- 
viendra 

^  _|_  M  (cosa  -  cosô)  ==  a-i       {b) 

et,  en  effet,  il  est  aisé  de  vérifier  qu'elle  s'accorde 
avec  Féquation  (i)  du  n"*  180,  relative  au  mouve- 
ment du  pendule  simple. 

En  comparant  les  équations  (a)  et  (b) ,  on  voit 
que  ce  mouvement  coïncidera  avec  celui  d'un  pen- 
dule quelconque,  toutes  les  fois  que  les  coefficiens 

T  ^*  ■  ff ^z.a  9  P^ï"  lesquels  ces  deux  équations  diffè- 
rent l'une  de  Fautre ,  seront  égaux  ,  c'est  -  à  -  dire  , 
lorsqu'on  aura 

/  =  rt  +  -.  (c) 

C'est  donc  d'après  cette  formule  que  l'on  calculera^ 
ainsi  que  nous  l'avons  annoncé  dans  le  n^  179?  la 
longueur  du  pendule  simple,  correspondant  à  un 
pendule  donné;  les  deux  quantités  a  et  k  qu'elle 
renferme  pourront  toujours  se  déterminer  exacte- 
ment ,  ou  par  approximation ,  au  moyen  des  règles 
connues,  quand  on  connaîtra  la  forme  du  pendule 
composé. 

Lorsque  ce  pendule  fera  de  très  petites  oscilla- 
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lions,  il  en  sera  de  même  à  l'égard  du  pendule 
simple.  Si  Ton  désigne  par  T  la  durée  d'une  oscil- 
lation entière ,  on  aura  donc  (  n°  1 82  ) 


En  comptant,  pendant  un  temps  considérable,  lé 
nombre  des  oscillations  du  pendule  composé,  et  di- 
visant le  temps  total  par  ce  nombre ,  on  aura  la 
valeur  de  T;  et  en  la  substituant ^  dans  cette  der- 
nière formule,  avec  la  valeur  de  l  correspondante 
au  pendule  qu'on  aura  employé,  on  en  conclura  , 
comme  nous  l'avons  déjà  expliqué  (n**  192),  la  me- 
sure de  la  pesanteur  g  avec  une  extrême  précision. 
Les  longueurs  du  pendule  simple  étant  entre  elles 
comme  les  carrés  des  durées  des  petites  oscillations, 
si  l'on  appelle  A  la  longueur  du  pendule  à  secondes, 
et  qu'on  prenne  la  seconde  pour  unité ,  on  aura 
aussi 

^  =  ^> 

pour  calculer  la  valeur  de  A  d'après  celles  de  /  et  T. 
396.  Si  Ton  trace  dans  l'intérieur  du  pendule 
composé,  au-dessous  de  son  centre  de  gravité  et 
dans  le  plan  de  ce  centre  et  de  l'axe  de  rotation  , 
une  droite  parallèle  à  cet  axe,  dont  l  soit  la  distance 
à  ce  même  axe,  le  mouvement  des  points  de  cette  pa- 
rallèle ne  sera  ni  accéléré  ni  retardé  par  leur  liaisonv 
avec  les  autres  points  du  corps.  Parmi  tous  les  points 
de  cette  droite ,  on  appelle  proprement  centre  d'os-^ 
cillatîoji  le  point  situé  sur  la  même  perpendiculaire^ 
à  l'axe  que  le  centre  de  gravité. 
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Soient  ABD  (fig.  6)  la  section  du  pendule  perpen- 
diculaire a  Taxe  de  rotation  et  passant  par  son  centre 
de  gravité,  G  ce  centre,  et  C  le  point  où  cette  section 
est  coupée  par  Taxe  ;  prolongeons  la  droite  CG  jus- 
qu'en 0,  de  sorte  qu'on  ait 

CG  =  <2 ,      GO  =  —  , 

et,  conséquemment, 

CO  =  ^  +    -   z=:   Z. 
a 

Le  point  0  sera  le  centre  d'oscillation;  et  après  avoir 
fait  osciller  le  pendule  donné  autour  de  Taxe  per- 
pendiculaire à  la  section  ABD  et  passant  par  le  point 
C,  si  on  le  renverse  et  qu'on  le  fasse  osciller  de  nou- 
veau autour  de  l'axe  passant  par  le  point  0  et  per- 
pendiculaire a  cette  même  section ,  le  point  C  devien- 
dra le  centre  d'oscillation;  théorème  que  l'on  énonce 
ordinairement  en  disant  que  les  centres  C  et  0  de 
suspension  et  d'oscillation ,  sont  réciproques  l'un  de 
l'autre. 

En  effet,  dans  les  deux  cas,  le  moment  d'inei^tie 
Mk*  est  le  même,  puisqu'il  se  rapporte  toujours  a 
l'axe  perpendiculaire  a  ABD  et  passant  par  le  point  G; 
en  sorte  que  la  quantité  k"  ne  changera  pas.  De  plus_, 
soit  0'  le  point  du  prolongement  de  OG  qui  sera  le 
centre  d'oscillation,  quand  0  sera  devenu  le  centre 
de  suspension  ;  en  appelant  Z'  la  distance  00',  sa  va- 
leur se  déduira  de  la  formule  (c) ,  en  y  mettant  OG  au 

lieu  de  CG,  c'est-à-dire,  —  au  lieu  de  a-^  on  aura 
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donc 

/'  =  ^  +  a  =   Z,        00'  =  CO; 

et ,  consëquemment ,  le  point  0'  coïncidera  avec  le 
point  C. 

597.  La  durée  des  oscillations  très  petites,  autour 
des  deux  axes  perpendiculaires  à  ABD  et  passant 
par   les  points    G  et    0 ,    est  la   même    et  égale   à 

'7r\J  -',  l  étant  toujours  la  distance  CO.  Réciproque- 

ment ,  si  la  durée  des  oscillations  très  petites  est  la 
même  autour  de  deux  axes  parallèles,  dont  le  plan 
contient  le  centre  de  gravité  G,  et  qui  n'en  sont  pas 
équidistans,  leur  distance  mutuelle  sera  la  longueur 
l  du  pendule  simple  qui  oscille  aussi  dans  le  même 
temps. 

En  effet,  soient  a  et  o!  les  distances  inégales  du 
centre  de  gravité  à  ces  deux  droites  parallèles ,  et , 
conséquemment,  a  -\-  o!  leur  distance  mutuelle; 
soit  aussi  MA:*  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe 
parallèle  passant  par  le  centre  de  gravité.  Puisque  la 
durée  des  oscillations  est  la  même  autour  des  deu3^ 
droites ,  il  faudra  qu'on  ait 


a  '\ -,  z=.  a  A — 

a  '     a 


d'où  l'on  tire 


a'  z=:.  a     ou     a!  •=:  —\ 

a  ' 


donc,  en   rejetant  la  première   valeur  de  a',  nous 
aurons 
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a  ^  a'  =z  a  -{- 


a 


Par  conséquent,  si  l'on  mesure  la  distance  a  +  «^ 
des  deux  axes  synchrones,  on  aura  la  longueur  du 
pendule  simple  qui  correspond  à  la  dui^ëe  commune 
de  leurs  oscillations. 

Ce  moyen  a  été  employé  avec  succès ,  en  An- 
gleterre, pour  déterminer  la  longueur  du  pendule 
simple ,  sans  aucun  calcul  relatif  à  la  forme  du  pen- 
dule composé  (*)• 

598.  Il  y  a  une  infinité  d'axes  différens  autour 
desquels  les  petites  oscillaticns  d'un  même  corps 
sont  d'égale  durée. 

D'abord,  il  est  évident  que  la  valeur  de  l  et  la 
durée  des  oscillations  seront  les  mêmes  pour  tous 
les  axes  de  suspension  parallèles  entre  eux  et  équi- 
distans  du  centre  de  gravité,  puisque,  pour  tous 
ces  axes ,  les  quantités  k  et  a  y  comprises  dans  la 
formule  (c),  ne  varient  pas.  On  peut  aussi  changer 
la  direction  de  ces  axes  et  leur  distance  au  centre 
de  gravité ,  sans  que  la  valeur  de  l  soit  changée  ; 
car  si  l'on  appelle  et,  &  ^  y  ,  les  angles  que  la  pa- 
rallèle à  l'axe  de  suspension,  menée  par  le  centre 
de  gravité,  fait  avec  les  trois  axes  principaux  qui 
se  coupent  en  ce  poin*t ,  et  que  Ton  désigne  par  A , 
B,  C,  les  momens  d'inertie  relatifs  à  ces  axes,  et 
par  M.k^,  comme  précédemment,  celui  qui  répond  à  la 
parallèle,  on  aura,  d'après  l'équation  (c)  du  n"*  SyS,,. 

(*)   Transactions  philosophiques,  année  1818, 
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Mk*  =  A  cos*  ^  -f-  B  cos''  ê  +  C  cos*  y  , 
et,  par  conséquent, 

A  cos^  et  -f.  B  cos^^  ^  -h  C  cos=  y 


Z    =    «5    + 


Ma 


Or ,  on  peut  évidemment  donner  3l  a ,  a  y  è  ,  y  ^ 
une  infinité  de  valeurs  différentes,  pour  lesquelles 
cette  valeur  de  l  restera  la  même. 

Si  Ton  voulait  que  cette  fonction  l  fut  un  minimwn 
par  rapport  aux  variables  a,  et,  f,  ^,  il  résulte  de  sa 
forme  qu'en  supposant  A  la  plus  petite  des  trois  cons- 
tantes A,  B,  C,  il  faudrait  d  abord  qu'on  eut  a  =  o, 
f  =  go°,  y  =  90°,  et ,  conséquemment , 

^  —       Ma       ' 


d'où  l'on  conclut,  par  la  règle  ordinaire,  rt=  i/- 


M 
pour  la  valeur  de  a  qui  répond  au   minimum,  et 


7  /Â 

L-=z2,\/  —  pour  ce  minimum. 


5gg.  Nous  savons  que  la  résistance  d'un  milieu 
n'influe  pas  sur  la  durée  des  petites  oscillations  du 
pendule  simple,  d'une  longueur  donnée  (n°  igo);  mais 
il  faut  aussi  prouver  que  cette  force  ne  change  pas 
non  plus  la  longueur  du  pendule  simple,  dont  le 
mouvement  est  le  même  dans  l'air  que  celui  d'un 
pendule  donné,  dans  ce  même  fluide. 

Or,  pour  déterminer  ce  mouvement,  il  faut  joindre 
aux  forces  ^dm  et  Ydm  ,  que  renferme  le  second 
membre  de  l'équation  (3),  et  qui  agissent  sur  tous 
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les  points  de  la  masse  du  mobile,  les  composantes 
de  la  résistance  de  l'air,  exercée  sur  les  élémens  de 
sa  surface.  Supposons  donc  que  cette  résistance  soit 
exprimée,  généralement,  par  la  somme  de  plusieurs 
puissances  de  la  vitesse,  et,  pour  une  vitesse  quel- 
conque i^,  représentons-la ,  sur  Funité  de  surface ,  par 

Ai^"  +  A^*'+  a/'  +  etc.  ; 

A,  A',  A",  etc.,  a,  et',  a",  etc.,  étant  des  constantes 
données.  Soit  p  la  distance  d'un  point  M  de  la  sur- 
face du  pendule  ,  a  l'axe  de  rotation  :  sa  vitesse ,  au 
bout  du  temps  t ,  sera  pco ,  en  désignant  toujours 
par  co  la  vitesse  angulaire  à  cet  instant.  Si  l'on  ap- 
pelle g  l'angle  que  fait  sa  direction  avec  la  partie 
intérieure  de  la  normale  en  ce  point ,  on  aura  pœ  cos  ê 
pour  sa  composante  suivant  cette  droite;  et ,  d'après 
ce  qu'on  a  dit  précédemment  (  n**  565  )  ,  c'est  cette 
composante  normale  qu'il  faudra  employer  pour  la 
vitesse  v ,  dans  l'expression  de  la  résistance  qui  ré- 
pond au  point  M.  En  appelant  d^  l'élément  diffé- 
rentiel de  la  surface ,  en  ce  même  point ,  et  Rdj  la 
résistance  exercée  sur  cet  élément,  on  aura  donc 

R  =  Af^a)^cos*g  +  Ay^'^"'cos*'6  +  etc. 

Je  désigne  par  fji  et  v  les  angles  que  fait  la  normale 
intérieure  au  point  M,  avec  des  parallèles  aux  axes 
des  a:  et  des  7,  menées  par  ce  point;  les  compo- 
santes de  la  résistance  suivant  ces  droites  seront 
Rcos/x^5-  et  Rcosy^^j;  et  si  l'on  appelle  x'  et  y  les 
valeurs  de  ^  et  j  qui  répondent  au  point  M,  on  aura 
X  'R  cos  vdcr  —  y  R  cos  jLcdcr , 
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pour  la  partie  du  second  membre  de  l'ëquation  (3) , 
relative  à  rélëment  d(T  ;  par  conséquent ,  en  prenant 
l'intégrale  de  cette  quantité  dans  toute  la  portion  de 
la  surface  du  mobile  qui  éprouve  la  résistance  du 
milieu,  on  aura  la  quantité  qu'on  devra  ajouter  à  ce 
second  membre ,  pour  avoir  égard  à  cette  résistance. 
Je  fais,  pour  abréger, 

x'  cos  V  — y  cos;>c  =  Ç , 

et  cette  quantité  aura  pour  expression  : 

A^^yCp*cos*£^(r  +  A'û)^/Cp*  cos^'eJj  +  etc. 

11  est  visible  que  Ç*  est  la  longueur  de  la  plus  courte 
distance  entre  l'axe  de  suspension  et  la  direction  de  la 
vitesse  pco  du  point  M,  comprise  dans  un  plan  per- 
pendiculaire à  cet  axe*  f  ne  dépend  donc  pas  du 
temps,  non  plus  que  l'angle  e  et  le  rayon  p  ;  par  con- 
séquent ,  si  l'on  fait 

/(p^os^édj  =  y,  f(p*'  cos'' tdcr  =  y',  etc. , 

ces  intégrales  y,  y',  y" ,  etc.  ,  seront  des  constantes 
dépendantes  de  la  forme  du  corps,  et  dont  les  valeurs 
pourront  être  différentes  dans  deux  oscillations  con- 
sécutives. Pour  déterminer  leurs  limites,  on  circons- 
crira au  mobile ,  dans  sa  position  d'équilibre ,  un 
cylindre  perpendiculaire  au  plan  vertical  passant  par 
l'axe  fixe;  la  courbe  de  contact  de  ce  cylindre  avec 
la  surface  du  corps  divisera  cette  surface  en  deux 
parties,  dont  l'une  éprouvera  la  résistance  de  l'air, 
pendant  que  le  mobile  se  mouvra  dans  un  sens ,  et 
l'autre,  pendant  qu'il  se  mouvra  dans  le  sens  op- 
posé; ces  intégrales  devront  donc  s'étendre  à  l'une 
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de  ces  deux  parties  pour  une  oscillation  entière ,  et 
à  l'autre  partie  pour  l'oscillation  suivante;  et  quand 
ces  deux  parties  seront  différentes,  les  valeurs  de  y , 
y' 9  y" 9  etc.,  le  seront  aussi  dans  deux  oscillations 
consécutives.  Ces  valeurs  ne  changeront  pas^  dans  le 
cas  d'un  mouvement  révolutif. 

Cela  posé,  après  avoir  ajouté  la  quantité  précé- 
dente au  second  membre  de  l'équation  (5),  ou,  ce 
qui  est  la  même  chose ,  après  avoir  retranché  cette 
quantité  divisée  par  le  moment  d'inertie  M(<2*  +  â:*)  , 

de  la  valeur  de  ^,  du  n°  594,  nous  aurons 

d'è g-^sin9  ___        Ay        ^  AV         et' _    . 

pour  1  équation  du  mouvement  d'un  pendule  quel- 
conque dans  un  milieu  résistant.  On  aura  de  même 

^  =  —  f  sin  e  —  B^*  —  B'^y*  —  etc.  , 
de  i  ^ 

pour  l'équation  du  mouvement  du  pendule  simple 
dont  la  longueur  est  Z;  B ,  B',  B'',  etc. ,  désignant 
des  coefïiciens  constans. 

Les  vitesses  et  les  positions  initiales  des  deux  mo- 
biles étant  supposées  les  mêmes,  si  l'on  veut  que 
leurs  mouvemens  le  soient  aussi ,  il  suffira  et  il  sera 
nécessaire  de  prendre 

S  _     S^    .     B  =        ^^  B^—        ^^^ etc  • 

ce  qui  détermine  la  valeur  de  Z,  qui  coïncidera  avec 
la  formule  (c),  et  celles  de  B,  B',  B" ,  etc.,  pour 
toute  la  durée  de  chaque  oscillation. 
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Ainsi ,  quelles  que  soient  la  forme  d'un  pendule  et 
la  loi  de  la  résistance  du  milieu  dans  lequel  il  se 
meut,  on  voit  qu'il  y  a  toujours  un  pendule  simple 
dont  le  mouvement  est  le  même  que  celui  du  pendule 
donné;  que  la  résistance  du  milieu  dans  lequel  le 
pendule  simple  doit  se  mouvoir,  se  déduit  de  celle 
du  milieu  donné ,  et  de  la  forme  du  pendule  com- 
posé ;  et  que  la  longueur  du  pendule  simple  ne  dé- 
pend que  de  cette  forme ,  et  nullement  de  la  résis- 
tance. 

Toutefois,  il  n'en  résulte  pas  que  la  longueur  de  ce 
pendule  correspondant  à  un  pendule  donné  ,  soit  la 
même  dans  l'air  et  dans  le  vide  :  la  perte  de  poids 
que  le  pendule  composé  éprouve  dans  l'air ,  et  qui 
n'est  pas  la  même  dans  l'état  de  mouvement  que 
dans  l'état  de  repos,  influe  sur  la  longueur  du  pen- 
dule simple ,  réduite  au  vide ,  ainsi  que  nous  l'avons 
déjà  dit  (  n''  191  ). 

400.  Pour  déterminer  le  mouvement  d'un  treuil 
et  de  deux  poids  suspendus,  l'un  à  la  roue  et  l'autre 
au  cylindre ,  on  formera  ,  comme  dans  le  n°  Sgi  ,  la 
somme  des  momens  des  forces  perdues  à  chaque  ins- 
tant par  tous  les  points  du  treuil,  puis  on  ajoutera  à 
cette  somme  les  momens  des  forces  perdues  dans  le 
même  instant  par  ces  deux  poids,  et  on  égalera  à 
zéro  la  somme  totale  de  tous  ces  momens.  Or, 
supposons  qu'une  corde  soit  enroulée  sur  la  roue  et 
attachée  par  un  bout  à  un  point  de  sa  circonférence  y 
et  désignons  par  m  la  masse  du  corps  suspendu  ver- 
ticalement à  l'autre  bout;  soit  aussi  ni!  la  masse  du 
corps   suspendu    verticalement  à   l'extrémité   d'une 
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seconde  corde  enroulée  sar  le  cylindre  et  attacbée 
par  l'autre  extrémité  à  sa  surface  ;  au  bout  du  temps  t, 
si  l'on  appelle  u  et  id  les  distances  des  centres  de 
gravité  de  m  et  id  au  plan  horizontal  passant  par 
l'axe  du  treuil ,  les  forces  perdues  par  ces  masses  pen^ 

dant  l'instant  dty  seront  m  {a —  3^)^*  ^^\^ — ~T^''> 

leurs  momens  par  rapport  à  Taxe  du  treuil,  se 
déduiront  de  ces  forces  en  multipliant  la  première 
par  le  rayon  de  la  roue  que  j'appellerai  c ,  et  la 
seconde  par  le  rayon  du  cylindre  que  je  désignerai 
par  d  ;  et  parce  que  ces  forces  tendent  à  faire  tourner 
le  treuil  en  sens  contraire  l'une  de  l'autre  ,  il  faudra 
donner  le  signe  -{■-  au  moment  de  l'une,  et  le  signe  — 
au  moment  de  l'autre.  Pour  fixer  les  idées ,  je  sup- 
poserai que  ce  soit  la  première  force  qui  tende  à  faire 
tourner  le  treuil  dans  le  sens  où  il  tourne  réellement, 
ou,  autrement  dit,  je  supposerai  que  ce  soit  la 
masse  m  qui  descende  et  la  masse  7?z'  qui  s'élève.  On 
en  conclut  que  le  second  membre  de  l'équation  (5) 
se  trouvera  augmenté  de  gmc  —  gm'c' ,  et  son  pre- 
mier membre  ,  de  m-^c — m'  -j^  c'  ;  d'ailleurs  l'in- 
tégrale que  contient  le  second  membre  sera  zéro  , 
parce  qu'elle  doit  s'étendre  à  tous  les  points  du  treuil, 
dont  le  centre  de  gravité  est  sur  l'axe  de  rotation  ; 
ou  aura  donc 

-^  fr^dm  4-  me—  —  me'  ~=:g{mc  --me)  , 

pour  l'équation  du  mouvement  du  treuil  et  des  deux 
masses  m  et  m'. 
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Pendant  toute  la  durée  de  ce  mouvement,  la  vitesse 

—  de  m  est  e'gale  à  la  vitesse  cct>  du  point  de  la  roue 
oii  la  corde  commence  à  se  détacher  de  sa  circonfé- 
rence ,  et  dont  le  rayon  est  horizontal;  la  vitesse  ~" 

de  7Ji'  est  de  même  égale  et  contraire  à  la  vitesse  c'a) 
du  point  de  la  surface  du  cylindre  ,  dont  le  rayon 
est  aussi  horizontal ,  et  qui  est  situe  de  l'autre  côte  de 
Taxe  :  on  a  donc  constamment 

du  du'  , 

au  moyen  de  quoi,  Tequation  précédente  devient 

(MA-  +  mc^  +  772VO  ~  =  g(inc  —  m'c'), 

en  désignant  par  M  la  masse  du  treuil,  et  par  MA'^  son 
moment  d'inertie  par  rapport  à  Taxe  de  rotation. 

Si  l'on  suppose  nulles^  pour  plus  de  simplicité, 
les  vitesses  initiales  du  treuil  et  des  masses  m  et  m', 
on  aura,  à  un  instant  quelconque, 

(me  —  Tn'c)s;t 
Cù   ^^ . 

Myt^-f-  mc^  -4-  mc'^    ' 

et ,  sans  aller  plus  loin  ,  on  voit  que  le  mouvement 
du  treuil  sera  uniformément  accéléré. 

Les  tensions  des  cordes  auxquelles  les  masses  m 
et  in!  sont  attachées,  auront  pour  mesure  les  forces 
perdues  par  ces  masses;  en  les  désignant  par  T  et  T^, 
on  aura  donc 
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et  si  l'on  appelle  p  ,  p'  9  P?  les  poids  dé  ces  corps  et 

du  treuil ,  de  sorte  qu'on  ait 

p  =  mg,     p'  =  m' g,     p  =  ]V%, 
on  conclura  des  équations  précédentes 

^  —P         Vkf  4-  pC'  +pc^^  ■—  r  ~1~ p^. ^pc^ _}_ y c'^* 

A  cause  que  le  poids  p  descend,  ce  qui  suppose 
pc  >  p'c' ,  la  tension  T  sera  moindre  que  ce  poids  , 
qui  serait  sa  valeur  dans  l'état  d'équilibre,  et  la 
tension  T'  sera  plus  grande  que  p' , 

Les  pressions  exercées  sur  l'axe  du  treuil  par  les 
forces  centrifuges  de  ses  différens  points,  se  détrui- 
sent évidemment  deux  à  deux,  à  cause  de  la  symé- 
trie de  ce  corps  autour  de  cette  droite.  La  charge 
totale  que  l'axe  éprouvera  pendant  le  mouvement, 
se  composera  donc  seulement  du  poids  du  treuil  et 
des  tensions  T  et  T'  ;  de  sorte  qu  en  appelant  II  cette 
force  verticale,  on  aura 

n  =  P  +  T  +  T'. 

En  substituant  pour  T  et  T'  leurs  valeurs ,  il  en  ré- 
sultera 

ce  qui  montre  que  cette  charge  est  toujours  moindre 
que  celle  qui  a  lieu  dans  l'état  d'équilibre ,  et  qui  est 

égale  à  P+/?4-y« 

401.  On  appliquera  ces  différentes   formules  Lia 
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machine  àiAthood ,  en  y  faisant  c'  =  c  ;  et  elles  fe- 
ront connaître  toutes  les  circonstances  du  mouve- 
ment des  deux  poids  inégaux  p  et  p\  dont  lu n 
monte  et  l'autre  descend  dans  cet  appareil. 

Si  l'on  appelle  ,  par  exemple ,  7^  la  hauteur  dont 
le  poids  p  descend  dans  un  temps  donné  Ô,  on  aura 
la  valeur  de  h  en  intégrant  celle  de  du  ou  de  cadt , 
depuis  ^  =  o  jusqu'à  ^  ==  9;  ce  qui  donne 

Les  poids  P,  /?,  p\  ainsi  que  le  rayon  de  la  roue,  sont 
donnés;  la  quantité  A*  peut  être  calculée  d'après  la 
forme  de  la  roue;  et  l'on  peut  mesurer  la  hauteur  h. 
Par  conséquent ,  si  le  temps  9  est  donné  par  l'obser- 
vation ,  cette  formule  fera  connaître  la  valeur  de  g. 
Mais  quelque  soin  qu'on  apporte  dans  cette  expé- 
rience, elle  ne  sera  jamais  susceptible  d'une  précision 
comparable  à  celle  du  pendule  ;  car ,  dans  celle-ci , 
la  durée  de  chaque  oscillation  s'obtient  en  divisant  le 
temps  pendant  lequel  le  pendule  a  oscillé ,  par  le 
nombre  très  grand  des  oscillations  qu'il  a  faites  ;  ce 
qui  rendra  toujours  l'erreur  à  craindre,  sur  la  durée 
d'une  seule  oscillation,  beaucoup  moindre  que  l'er- 
reur inévitable  sur  la  mCvSure  du  temps  ô  dans  la 
machine  àiAthood. 

On  fait  ici  abstraction  de  la  masse  du  fil  auquel  sont 
suspendus  les  deux  poids  p  et  p'  ',  il  serait  facile  d'y 
avoir  égard  de  la  même  manière  que  dans  le  problème 
du  n**  356;  mais  alors  la  loi  du  mouvement  serait  plus 
compliquée.  On  néglige  aussi  la  résistance  que  l'air 

S.. 
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oppose  aux  mouveraens  des  deux  poids  p  el  p'  :  pour 

en  atténuer  Teffet,  et  aussi  pour  rendre  le  temps  6 

plus   facile   à  mesurer ,    on    ralentira   ces    mouve- 

mens ,  en  diminuant  l'excès  de  l'un  de  ces  poids  sur 

l'autre. 

402.  On  a  aussi  employé  le  pendule  pour  détermi- 
ner la  vitesse  des  projectiles  de  l'artillerie.  Cette  ma- 
chine est  ce  qu'on  appelle  le  pendule  de  RobinSy  du 
nom  de  l'ingénieur  qui  en  a  le  premier  fait  usage  :  elle 
consiste  en  une  masse  très  considérable,  retenue  par 
un  axe  horizontal  solidement  fixé.  Le  boulet  dont  on 
veut  connaître  la  vitesse,  pénètre  dans  cette  masse 
sans  la  traverser,  et  met  le  pendule  en  mouvement  ; 
on  mesure  la  grandeur  de  l'arc  que  décrit  un  point 
déterminé  de  la  masse  totale  ;  d'où  l'on  conclut  facile- 
ment sa  quantité  de  mouvement ,  et ,  conséquemment, 
la  vitesse  du  boulet  à  l'instant  où  il  a  atteint  le  pen- 
dule. 

Soient,  en  effet,  AEBF  (fîg.  7)  une  section  du 
pendule  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  fixe 
et  par  son  centre  de  gravité  ,  G  ce  centre ,  0  le 
centre  d'oscillation  (n°  596) ,  C  le  point  où  cette  sec- 
tion coupe  l'axe,  de  sorte  que  CGO  soit  une  droite 
verticale,  dans  l'état  d'équilibre.  Soient  aussi  B  le 
point  où  le  prolongement  de  cette  droite  rencontre 
la  surface  inférieure  du  pendule,  BB'  l'arc  de  cercle 
qui  sera  décrit  par  ce  point  B  et  dont  C  est  le  centre, 
E  le  centre  de  l'ouverture  circulaire  que  le  boulet 
fait  a  la  surface  du  pendule,  ou,  plus  généralement, 
la  projection  de  ce  point  sur  le  plan  de  la  section 
AEBF.  Appelons  (jl  la  masse  àvi  boulet,  ^  sa  vitesse 
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à  l'instant  du  choc,  f  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  C  sur  la  direction  de  p»,  projetée  sur  le  plan  de 
AEBF,  M  la  masse  du  pendule  et  du  boulet ,  a  la  dis- 
tance du  centre  de  gravité  de  M  à  l'axe  ^^^,  M(a'-f-Â:*) 
son  moment  d'inertie  par  rapport  à  cet  axe  \  nous  au^ 
rons  (n"  586) 


M  {à'  -h  k^) 


pour  la  valeur  de  £l  qu'il  faudra  substituer  dans  Té- 
quation  [a)  du  n°  ^94,  dans  laquelle  on  fera  aussi 
a  =  o,  puisque  le  pendule  part  de  sa  position  d'équi- 
libre. Il  s'en  écartera  jusqu'à  ce  que  la  vitesse  angu- 
laire soit  nulle;  par  conséquent,  si  l'on  désigne  par  6 
Fangle  BCB',  on  aura ,  d'après  cette  équation  {a) , 

g  étant  la  gravité.  En  désignant  par  h  la  corde  de 
l'arc  BB',  et  par  c  le  rayon  CB,  nous  aurons 

/.  h'' 

COS  b    =    I . 

le"- 

Je  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  précé- 
dente, et  j'en  déduis  ensuite  celle  de  v^  \  ce  qui 
donne 

n  étant  le  rapport  de  M  à  />c,  qui  sera  un  très  grand 
nombre  donné. 

Toutes  les  autres  quantités  contenues  dans  cette 
formule  seront  aussi  connues.  La  distance  c  se  me-- 
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sure  immédiatement;  la  corde  h  est  donnée  au 
moyen  d'un  ruban  attaché  au  point  B,  et  pas- 
sant dans  un  anneau  fixement  attache  au  terrein  : 
la  partie  de  ce  ruban  qui  se  déroule  et  traverse  l'an- 
neau pendant  l'élévation  du  pendule,  est  effective- 
ment égale  à  Z>.  Si  le  tir  est  horizontal ,  la  quantité  f 
est  la  distance  de  l'axe  de  la  pièce  à  Taxe  de  rotation  ; 
si  le  tir  s'écarte  un  peu  de  l'horizontalité ,  auquel  cas 
la  droite  qui  va  du  point  E  à  la  bouche  du  canon 
n'est  plus  horizontale,  il  est  facile  de  calculer,  avec 
une  approximation  suffisante,  la  quantité  qu'il  faut 
ajouter  à  la  distance  des  deux  axes,  ou  qu'il  en  faut 
retrancher,  pour  avoir  la  valeur  de  f.  Quant  aux 
quantités  a  et  Â: ,  on  peut  les  calculer  d'après  la  forme 
du  pendule  et  les  densités  de  ses  parties  ,•  mais  leurs 
valeurs  s'obtiennent  aussi  par  l'expérience. 

On  attache  une  corde  à  la  partie  inférieure  du 
pendule;  on  fait  passer  cette  corde  sur  une  barre 
^^Q,  parallèle  à  l'axe  de  ce  mobile,  et  élevée  à  la 
même  hauteur,  au-dessus  du  terrein;  puis,  à  l'autre 
bout  de  la  corde,  on  suspend  un  poids  qui  soulève 
le  pendule  jusqu'à  ce  que  son  centre  de  gravité  se 
trouve  au  niveau  de  l'axe  et  de  la  barre.  Dans  cette 
position,  si  l'on  appelle  M'  le  poids  suspendu  à  la 
corde,  et  d  la  distance  donnée  de  la  barre  à  l'axe,  on 
a  cette  proportion  : 

a  :  a!  ::  M'  :  M, 
qui  fait  connaître  la  valeur  de  /z. 

Si  l'on  fait  faire  au  pendule  de  petites  oscillations, 
et  qu'on  appelle  T  la  durée  d'une  oscillation  entière, 
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et  l  la  distance  du  centre  d'oscillation  à  l'axe  de  susr? 
pension ,  on  aura  (n°  SgS) 

y  g  a       ^ 

d'où  Ton  tire 

a^  +  k^^^; 

et  la  valeur  de  k  sera  connue  d'après  celle  de  a.  Au 
moyen  de  cette  valeur  de  a""  -4-  ^%  on  aura ,  plus 
simplement , 

pour  l'expression  de  la  vitesse  du  boulet. 

4o5.  Si  la  bouche  du  canon  n'est  pas  très  éloignée 
du  pendule,  la  valeur  de  c^,  donnée  par  cette  for- 
mule, différera  peu  de  la  vitesse  de  projection  du 
boulet  j  et  en  supposant  connu  le  coefficient  de  la  ré- 
sistance de  l'air,  il  sera  facile  de  calculer,  au  moyen 
de  la  formule  (5)  du  n°  212,  la  quantité  dont  on  de- 
vra augmenter  cette  quantité  v,  pour  avoir  la  vitesse 
de  projection.  ^Mais  on  obtiendra  immédiatement  la 
grandeur  de  cette  dernière  vitesse,  en  attachant  fixe- 
ment le  canon  au  pendule  :  la  quantité  de  mouve- 
ment imprimée  au  pendule,  ainsi  composé,  sera 
alors  la  masse  \ju  du  boulet,  multipliée  par  la  vitesse 
du  boulet  à  la  bouche  du  canon,  dont  le  recul^  à  rai- 
son de  la  compressibilité  de  la  matière ,  ne  commen- 
cera pas  sensiblement  avant  que  le  projectile  ait  par- 
couru toute  la  longueur  de  la  pièce  ;  par  conséquent, 
la  valeur  de  VjAouuée  par  la  formule  (a)^  sera  celle 
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de  la  vitesse  de  projection,  sans  aucune  correction^ 
et  sans  qu'on  ait  besoin  de  connaître  le  coefficient 
de  la  re'sistance. 

En  tirant  successivement  à  différentes  distances 
données  du  pendule,  avec  un  même  canon,  chargé 
de  la  même  manière^  on  aura  autant  de  valeurs  de  v , 
dont  les  différences  entre  elles  et  avec  celle  que  l'on 
obtient  quand  le  canon  fait  partie  du  pendule,  pour- 
ront servir  à  vérifier  la  loi  de  la  résistance  de  l'air, 
sur  laquelle  est  fondée  la  formule  (5)  du  n®  212,  et  à 
déterminer  le  coefficient  de  cette  résistance. 

On  a  fait,  en  Angleterre,  un  grand  nombre  d'ex- 
périences au  moyen  du  pendule  de  Robins,  employé 
des  deux  manières  que  nous  venons  d'indiquer  ('*■). 
Une  des  conséquences  les  plus  générales  qu'on  en  a 
déduites,  consiste  en  ce  que,  toutes  choses  d'ailleurs 
égales,  les  carrés  des  vitesses  de  projection  sont  à 
peu  près  entre  eux  comme  les  poids  des  ch>arges,  et 
que  ce  rapport  approche  d'autant  plus  d'être  exact , 
que  la  longueur  de  la  charge  est  moins  considérable  , 
relativement  à  celle  du  canon. 


(*)  Nouvelles  expériences  d^ Artillerie ,  par  Ch.  Huttoii  ; 
ouvrage  traduit  de  Fanglais ,  la  première  partie  par  Villan-» 
troys,  et  la  seconde  par  M.  Terquem. 


DYNAMIQUE,  SECONDE  PARTIE. 


l'it 


^/VX'VVA'VVX  V\-/VVVVVVVVVVV\'VV'«<VVVVVV\A.VVK'\/VV\'VVVVVVVVVVV\a'VVV\A'VVX-VV>^A/\iVVVVVVV^ 


CHAPITRE  IV. 


DU  MOUVEMEÎVT    D'UN   CORPS    SOLIDE   AUTOUR   D^UN 
POINT   FIXE. 


g  jer^  jPormules  préliminaires, 

404.  Considérons  d'abord  en  lui-même,  et  inde'- 
pendamment  des  forces  qui  le  produisent,  le  mouve- 
ment de  rotation  d'un  corps  solide  de  figure  quel- 
conque, autour  d'un  point  ûxe  appartenant  à  ce  corps, 
ou  qui  y  soit  invariablement  attache'. 

Soient  0  (û^.  5)  ce  point;  Ojc,  Oj/,  Oz,  trcrilaxes  fixes 
et  rectangulaires,  choisis  arbitrairement;  Ox^,  Oj^, 
OZj ,  trois  autres  axes  rectangulaires,  fixes  dans  le  corps, 
et  mobiles  avec  lui  autour  du  point  0.  Dans  la  suite, 
nous  supposerons  que  ces  dernières  droites  sont  les 
axes  principaux  du  corps;  mais  maintenant  leurs  di- 
rections sont  entièrement  arbitraires.  Soient  aussi 
X,  jr,  Zf  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M 
du  corps,  rapportées  aux  premiers  axes,  et  œ^^  j^,  2^, 
ses  coordonnées  rapportées  aux  axes  Ox^ ,  Oj^ ,  Qzj^ 
En  conservant  toutes  les  notations  du  n°  077,  nous 
aurons 

X  z=.  ax^  +  bj^  +  cz,  , 

j  =  a'x^  +  by,  4-  c'z^ , 

z  =  a"x^+  by,-^  c\'. 
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et  les  neuf  coefBciens  a,  b,  etc.,  seront  lies  entre 
eux  par  les  équations  (2) ,  ou  par  les  équations  (4) , 
de  ce  numéro. 

Il  est  évident  que  ces  quantités  a^  b,  etc.,  sont  les 
mêmes,  à  chaque  instant,  pour  tous  les  points  du 
corps;  mais  elles  varient  pendant  le  mouvement,  et 
Ton  doit  les  considérer  comme  des  fonctions  du 
temps.  Au  contraire,  les  coordonnées  ^1,  J,,  2^,  va- 
rient d'un  point  à  un  autre  du  mobile;  mais  elles 
restent  constamment  les  mêmes  pour  un  même  point, 
et  ne  varient  pas  avec  le  temps.  En  représentant  donc 
le  temps  par  t,  et  différentiant  par  rapport  à  cette  va- 
riable ,  on  aura 
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tant  quelconque,  les  composantes  parallèles  aux  axe& 
Ox ,  0/,  Oz,  de  la  vitesse  du  point  M.  Si  donc  on 
veut  connaître  les  points  du  corps  dont  la  vitesse  est 
nulle  à  cet  instant,  on  les  déterminera  en  égalant  ces, 
quantités  à  zéro  ;  ce  qui  donne 

œda  +  jdb  +  zdc  =  o ,    ) 

X  (do! -^  j  ,dU -^^  z^dc' •=  o,   ^     (i) 

x,dc^'+  j,db"+  z^dc"=  o.    )  • 

Or,  en  ajoutant  ces  équations,  après  les  avoir  mul- 
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tipliëes  par  c,  c\  c";  faisant,  pour  abréger, 

cdb+c'db'+c"dU'z=zpdt,  cda-^c'da'+d'da!'=—qdt; 

et  observant  que  Fëquation  c*-}-  c^"+  c"*=  i  donne 
cdc  +  c'dd  +  c"dc^'  =  o ,  il  vient 

PI,  —  9^j  =  ^' 
Si  l'on  ajoute  ces  mêmes  équations  (i),  après  les  avoir 
multipliées  par  b,  b' y  U',  on  trouve 

rœ^  —  pz^  =  o, 

en  faisant ,  pour  abréger, 

bda  +  b'da'  +  b^'da"  =  rdt , 

et  observant  que  l'équation  Z>*+  b'^-j-  b^'*=  i  donne 
bdb  +  b'db'  +  b"db"  =  o,  et  que ,  d'après  l'équation 
l)C  +  ^V-f-  ^V  =  o  du  n°  577,  on  a  aussi 

bdc-^b'dc'+b"dd'=—cdb  —  c'db'—  d'dU'=z—pdt, 


9 


Enfin ,  les  équations  (  1  )  étant  multipliées  par  a^  a' ,  a 
et  ensuite  ajoutées,  il  en  résulte 

'i^i  —  'J/  =  ^y 

car  on  a  ada  +  a!da!  +  aJ'da!'  =  o ,  à  cause  de 
<2*  +  a'"  -H  a'*  =  i;  et,  de  plus,  les  équations 
ba  +  b'a'+Fa!'  =  o  et  ca^  c'a' -^  d'd' =  0  du 
numéro  cité  donnent 

adb+a'db'+al'dU'^-^bda-^b'da'—U'dal'^  —  rdt, 

çidc + ddc''\-d'dd'z^  — cda  — c'da! — d'dd'-=:.  qdt. 

Au  lieu  des  équations  (i),  nous  aurons ^  de  cette 
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manière. 

Chacune  de  celles-ci  est  comprise  dans  les  deux  au- 
tres; et  elles  appartiennent  à  une  droite  passant  par 
l'origine  0  des  coordonnées. 

Il  suit  donc  de  cette  analyse  que  tous  les  points  du 
corps,  dont  la  vitesse  est  nulle  à  un  instant  quelcon- 
que ,  sont  rangés  sur  une  droite  passant  par  le  centre 
de  rotation.  Cette  droite  peut  être  regardée  comme 
immobile  pendant  un  instant  infiniment  petit;  donc, 
pendant  cet  instant ,  le  corps  tourne  autour  de  cette 
droite  comme  autour  d'un  axe  fixe  ;  et  l'on  doit  se 
représenter  le  mouvement  de^  rotation  d'un  corps 
solide  autour  d'un  point  fixe,  comme  ayant  lieu,  à 
chaque  instant,  autour  d'un  axe  qui  reste  immobile 
pendant  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit.  En 
général,  la  position  de  cet  axe  dans  l'intérieur  du 
corps  change,  d'un  instant  à  l'autre,  pendant  le 
mouvement  ;  et ,  pour  cette  raison ,  on  l'appelle 
Y  axe  instantané  de  rotation, 

4o5.  Supposons  que  la  droite  lOF  soit  cet  axe 
au  bout  du  temps  t;  les  équations  (2)  seront  celles 
de  ses  projections  sur  les  trois  plans  des  coordon- 
nées oc^,  jf,  z/,  d'où  l'on  conclut  facilement 


cos  \0x,  = 


Vp'-\-q''-^r^' 


co^\Of,=—=^â=^,  \      (5) 


cos  10  z,  = 


'      Vr-^r-t 
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Lors  donc  que  les  trois  quantités  p,  q,  r,  se- 
ront connues,  on  pourra  assigner  la  position  de  Taxe 
instantané',  par  rapport  aux  axes  mobiles  Ox^,  0/^, 
Oz^;  et,  d'après  le  signe  qu'on  donnera  au  radical,  la 
partie  01  de  cette  droite,  à  laquelle  ces  formules  ap- 
partiendront, sera  complètement  déterminée  :  doré- 
navant, nous  regarderons  toujours  ce  radical  comme 
une  quantité  positive. 

Toutes  les  fois  que p^  q,  r,  seront  des  constantes, 
l'axe  de  rotation  restera  fixe  dans  le  corps,  c'est-à- 
dire  ,  qu'il  le  traversera  constamment  dans  les  mêmes 
points.  Or ,  les  points  du  corps  dont  la  vitesse  est 
nulle  à  chaque  instant,  étant  toujours  les  mêmes,  ils 
demeureront  immobiles  pendant  toute  la  durée  du 
mouvement  j  donc,  dans  ce  cas,  l'axe  de  rotation  sera 
aussi  une  droite  ïixe  dans  Tespace. 

D'après  l'équation  (2)  du  n°  9,  et  les  notations 
du  n°  577  ,  on  aura 

cos  lOx  =  a  cos  \0x^  +  h  cos  \^J^  +  c  cos  10:3^ , 
cos  lOj"  =  ^'cos  \0x^  +  ^'cos  10^^  4-  c^cos  IOjs^  , 
cos  IO2;  =  o^co^  Vdx^  -f-  Z^^cos  \^j\  +c''cos  lOz^  ; 

en  vertu  des  équations  (5),  on  aura  donc 

cosI0x=2^^i£^i?, 
Vp^-^-q'-^r- 

cos}Oj=   ;^  ^    -^>  )     (4) 

cos  \\JZ  =  -^—^      ^    

Vp^-^t-^r- 

pour  déterminer  la  direction  de  l'axe  instantané,  par 
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rapport  aux  axes  fixes  Oœ ,  Oj,  Oz.  Il  en  résulte  que 
quand  p,  q,  r,  seront  des  quantités  constantes,  les 
numérateurs  de  ces  formules  devront  aussi  être  in- 
dépendans  de  t  ;  ce  qu'on  vérifiera ,  effectivement , 
dans  la  suite. 

4o6.  Puisqu'à  chaque  instant  le  mouvement  a  lieu 
autour  de  la  droite  lOF  comme  autour  d'un  axe  fixe, 
il  en  résulte  que  tous  les  points  du  corps  ont ,  pen- 
dant un  instant  infiniment  petit,  une  même  vitesse 
angulaire  autour  de  cet  axe  (n°  584)*  Pour  en  déter- 
miner la  valeur,  considérons  le  point  qui  se  trouve 
sur  l'axe  Ozj,  à  une  distance  du  point  0  égale  à 
l'unité;  nous  aurons,  relativement  à  ce  point,  a:^=:o, 
jr=zo^  ZjZzzzï  ;  sa  vitesse  absolue  sera  donc 


V  dF  '^  dF  "^dT^  V  d?  ' 

d'après  les  vakurs  précédentes  de  -y- ,    -j- ,    ~  ;    et 
l'on  aura,  pour  sa  distance  à  l'axe  de  rotation , 

sin  lOz,  =  \/r—  cos^  IO2  =    -Ù^±£=; 

donc ,  en  divisant  la  vitesse  absolue  par  cette  dis- 
tance 5  nous  aurons 


pour  la  vitesse  angulaire.  Or,  nous  avons 
—pdtz=:bdc+b'dc''\'b''dc",  gdt=:adc+à{dc''^a"dc"  ! 
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d'où  Ton  déduit,  en  ayant  égard  aux  e'quations  du 

n-377, 

(p^+q^)de=dc'+dc'*+dc"^—(cdc+c'dc'+c"dcy', 

quantité  qui  se  réduit  à  dc^+  dc'^-^"  dd'^y  à  cause  de 
cdc  + c'dc' +  d'dd' =  0,  Donc,  en  appelant  a  la 
vitesse  angulaire  au  bout  du  temps  ^,  et  la  considé- 
rant comme  une  quantité  positive,  on  aura  sim- 
plement 

co  =  \/p*  +  q"-  +~r\ 

On  voit  que  cette  vitesse  sera  constante  toutes  les 
fois  que  la  position  de  l'axe  de  rotation  sera  inva- 
riable; mais  la  proposition  inverse  n'est  pas  égale- 
ment vraie;  et  il  est  possible  que  l'axe  instantané 
change  de  position  ,  sans  que  la  vitesse  angulaire 
change  de  valeur,  ou,  autrement  dit,  il  est  possible 
que  les  quantités/?,  q,  r,  soient  variables,  et  que  la 
valeur  de  co  demeure  constante. 

407.  On  appelle  p ,  q,  r,  les  composantes  rectan- 
gulaires de  la  vitesse  de  rotation  co  autour  des  axes 
Oœ^ ,  OjT; ,  Oz^  j  et  l'on  dit  aussi  que  chacune  de  ces 
trois  quantités  est  la  vitesse  angulaire  du  mobile 
autour  de  l'axe  correspondant. 

Or,  les  équations  (5)  peuvent  être  remplacées  par 

pzszzG)  cos  IOjCj  ^  q  =  g?  cos  IOj^  ^  r==  co  cos  lOz^  ; 

et  l'on  peut  écrire  les  équations  (4)  sous  cette  forme  : 

ft?cosïO^  =  ap  -{-  bq  +  cVy 
6?cosI0jr  ==  a'p-+-  b'q-j-  c'r, 
«cosIOz    =  a!'p'-\-  b"q-i-  c"r; 
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d'où  Ton  conclut  que  la  décomposition  des  vitesses 
de  rotation  suit  les  mêmes  lois  que  celle  des  vitesses  de 
translation,  en  remplaçant  les  directions  de  celles-ci 
par  les  directions  des  axes  de  rotation. 

La  résultante  ca  étant  une  quantité  positive ,  et 
ayant  pris  la  partie  déterminée  01  de  la  droite  lOF 
pour  l'axe  auquel  elle  se  rapporte,  les  composantes  p, 
q  ,  /',  dont  les  axes  sont  Ox^ ,  Oj^ ,  Oz^ ,  seront  posi- 
tives ou  négatives ,  selon  que  ces  droites  feront  des 
angles  aigus  ou  obtus  avec  Faxe  01  ;  et  générale- 
ment, on  devra  regarder  comme  égales,  mais  de 
signes  contraires ,  les  composantes  de  cù  'rapportées 
aux  deux  parties  d'une  même  droite,  ou  dont  les 
axes  seront  le  prolongement  l'un  de  l'autre. 

4o8  Non-seulement  on  peut ,  au  moyen  des  trois 
quantités  p,  q,  r,  déterminer  la  vitesse  angulaire 
du  corps  et  la  position  de  son  axe  de  rotation ,  par 
rapport  aux  axes  mobiles  Ooc^,  Oj'^,  Oz^,  mais  on 
peut  aussi  exprimer  les  vitesses  et  les  forces  accélé- 
ratrices de  ses  différens  points,  décomposées  suivant 
ces  trois  axes  ;  ce  qui  nous  servira,  comme  on  le  verra 
bientôt ,  à  trouver  de  la  manière  la  plus  directe ,  les 
équations  de  son  mouvement  de  rotation. 

En  effet ,  les  composantes  de  la  vitesse  du  point  M 

étant  ~  y    -j-,  -j-f  par  rapport  aux  axes  fixes  Ox  ^ 

Or  ,  Oz ,  il  s'ensuit  que  les  composantes  de  la  même 
vitesse ,  par  rapport  aux  axes  Oœ^ ,  Oj^ ,  Oz^ , 
seront 
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dx     ■  ,    dr      ,         n    dz 

b'^  +  b'  ±  +  b"^^, 

de      ^  dt     ^^  dt  ' 

dx  I    dr      ,         f,  dz 

dt      ^  dt       '  dt  ' 

d'après  les  notations  du  n"*  Syy  ,  et  parce  que  la 
composition  des  vitesses  suit  les  mêmes  lois  que  celle 
des  forces.  Or ,  en  substituant  dans  ces  expressions 

les  valeurs  àe  -^ ,  ~  ,  ^ ,  du  n"  4^4  f  ^^  effec- 
tuant des  réductions  qu'on  a  déjà  faites  dans  ce  nu- 
méro ,  on  trouve 

dx     ,         ,  dr     ,        f,  dz 

«rfF  +  «  i  +  «' Â  =  î^' - 'J" 

dx      ,        ,   dr     ,        ,,  dz 

par  conséquent,  les  trois  quantités  qz^ — rj^j  rx^ — pz^ , 
PI,  —  ^^*y  ^^^  ^^"*  nulles  pour  tous  les  points  du 
corps  situés  sur  l'axe  instantané  de  rotation,  expri- 
ment ,  pour  un  autre  point  quelconque  M ,  les  com- 
posantes de  sa  vitesse  ,  parallèles  aux  droites  Oœ^ , 

Qr„Ov 

On  tire  de  ces  dernières  équations ,  en  ayant  égard 
à  celles  du  n"*  577  , 

^  ==  a  {qz^  —  rj)  +  h  {rx^  —  pz))  +  c(pj,  —  çx,), 
f-  =  a'iqz^  —  rr,)  +  b'{rx,  —pz^)  +  c'{pj,  —  qx^), 
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et  en  difFérentiant  par  rapport  à  jÇ ,  il  vient 

^=:a  [z^dq—j^dr)  +b(oc^dr-'Z^dp)  +c{j^dp—x^dq) 
+{q^—^7i)dà'^{roc;—pz;)db+{pj^--qx)dc, 

^c=a'{z^dq—jdr)+b\œ^dr—z,dp)+cXr,dp—JO^dq) 
+{qz—rj;)da'-^{rx^--'P^)db'+{px^^qœ)dc', 

'^=a\z^dq-jdr)^b\x,dr^z^dp)+c\r,dp  -  x^dq) 

+{qz—rj;)da!'^{rx—pz)dU'+{pjr—qxyd', 

d^x       d^Y      d^z 
Les    quantités   ^  ,   -^  »  ^?  sont  les  composantes 

parallèles  aux  axes  fixes  Ox ,  Oj,  O2,  de  la  force 
accélératrice  du  point  M  ;  si  donc  on  désigne  par  p^^ 
q^,  r^,  les  composantes  de  la  même  force,  parallèles 
aux  axes  Ox^ ,  Ojj,  Oz^,  on  aura 

j    d'^x     ,       7,   dy      .      j„   d^z 

^'  =  ^  IF  +  ^  -IF  +  ^    IF' 

d^x     ,        ,  dy     ,       „  d'z 

Or,  en  substituant  les  valeurs  précédentes  de  -j^  , 

-^  y    TT  y    et  faisant    des  réductions    semblables  à 

dt^  '     dl"  ' 

celles  du  n°  4<^4>  ^^  trouve 

p^dt—z^dq  ^jdr+  {pr^^qx)qdt  +  (ps^—  rxydt  , 
q^dt=x,dr'-'Z^dp  +  {qz^  —  rjydt+{qx^—pY;)pdt , 
r^dtz=j^dp  ^x^dq-^  (rx^  —p^^pdt  +  (/J,  —  qz;)qdt  ; 
et  en  divisant  par  dt,  on  aura  les  valeurs  de p,,  q,,  r^ , 
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exprimées  au  moyen  des  variables  p^  q,    /^  et  de 
leurs  différentieiles. 

409.  Si  l'on  considère  à  un  instant  quelconque,  les 
quantités  de  mouvement  dont  tous  les  points  du 
corps  sont  animes,  leur  moment  par  rapport  à  cha- 
cun des  trois  axes  Oœ^y  Oy^yOz^,  suivant  la  définition 
dun^ayS,  pourront  encore  s'exprimer  au  moyen  des 
quantités/?,  q,  i\ 

Pour  le  faire  voir ,  soit  dm  rélëment  différentiel 
de  la  masse  du  corps  qui  répond  au  point  M,  et  dont 
les  coordonnées  sont  oc^,  j^,  z/,  les  composantes  paral- 
lèles aux  axes  Ox^,  ^J,»  ^^y?  de  sa  quantité  de  mou- 
vement seront  les  produits  des  vitesses  qz^  —  rj^, 
rx^  —  pz^ ,  pj^  —  qx^,  multipliées  par  dm  ;  en  dési- 
gnant par  L ,  M ,  JS ,  les  momens  par  rapport  aux 
axes  Oz^,  Oj^  y  Ox^,  des  quantités  de  mouvement  de 
tous  les  points  du  corps ,  on  aura  donc ,  d'après  ce 
qu'on  a  vu  dans  le  n°  ^274, 

L  =  /[(rx,  —  pz)x,  —  (qz^  —  rj^)j;]dm, 

^  =  /[(^-.  —  ^/>/  —  (PJ/  —  q^,)^^']dm, 
.    N  =  f[{pj,  —  qoc)j^—  {rx^  —  pz)z-;\dm^, 

les  intégrales  s'étendant  à  la  masse  entière  du  mobile. 
On  simplifiera  ces  valeurs  en  prenant  pour  0.r^ ,  Ç^j  , 
Oz^,  les  trois  axes  principaux  du  corps  qui  se  coupent 
au  point  0  3  ce  qui  rendra  nulles  les  trois  intégrales 
fxjjdm ,  fz^xdm  ,  fj,z^dm;  et  en  désignant  par  A  , 
B,  C  ,  les  trois  momens  d'inertie  principaux,  de  sorte 
qu'on  ait 

f{j'  +  2;y,«  =  A , 

f{z;    +œ;)dm  =  B  , 

9- 
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on  aura  simplement 

L  ==  Cr,     M  =  Bq,     N  =  i\p. 

Les  quantités  r,q,p,  auront  donc  constamment  les 
mêmes  signes  que  L,  M^  N;  par  conséquent,  leurs 
signes  dépendront  du  sens  dans  lequel  le  corps  tour- 
nera auto  or  de  chacun  des  trois  axes  principaux  :  se- 
lon ,  par  exemple ,  que  le  corps  tournera ,  parallèle- 
ment au  plan  xQj^ ,  de  Ox^  vers  Oj^ ,  ou  dans  le  sens 
opposé ,  le  moment  L  (n°  274)  et  par  suite  îa  vitesse  r, 
seront  des  quantités  positives ,  ou  des  quantités  négati- 
ves; et ,  réciproquement ,  le  signe  de  r  fera  connaître, 
à  chaque  instant ,  le  sens  de  rotation  autour  de  0^^. 

D'après  les  théorèmes  du  n**  281,  si  l'on  désigne 
par  G  le  moment  principal  des  quantités  de  mouve- 
ment que  nous  considérons  ,  on  aura 

G  =    sjKY  -f^^T  +  ^'^'  > 
en  regardant  ce  radical  comme  une  quantité  posi- 
tive ;  si  la  droite  Om  (  fîg.  8  )  est  l'axe  de  ce  mo- 
ment, sa  direction  par  rapport  aux  axes  mobiles  Ox^^ 
0//?  Ozj,  sera  déterminée  par  les  formules 

cos  mOx^  =  "G  '   ^^^  '^OXy  =  -J-?  COS7720z^=^;   (5) 

et  pour  déterminer  sa  direction  par  rapport  aux  axes 

iixes  Ox  ,  Oj,  Oz ,  on  aura 

Gcos7?20x  :==.  kpa  +  Bqb  -f-  Crc ,    ] 
G  cos  mOj  =  hpa!  +  Bqb'  +  Crc',   i  (6) 
G  cos  mOz  =  Apa'^-h  Bqb"  -h  Crc";  ) 

équations  dont  les  seconds  membres  sont  les  momens 

des  quantités  de  mouvement  du  mobile  par  rapport 

aux  axes  fixes  Ox ,  Of ,  Oz. 
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4io.  La  position  de  ce  mobile  à  chaque  instant, 
par  rapport  aux  axes  fixes ,  dépend  des  trois  angles 
4  ,  9 ,  (^ ,  du  n*  578  ;  car  au  moyen  de  ces  angles  , 
les  trois  sections  du  corps  que  l'on  a  prises  pour  les 
plans  mobiles  des  coordonnées  x^ ,  y^ ,  z^ ,  sont  dé- 
terminées de  position  à  Tégard  de  ces  plans  fixes  ;  et 
il  suffit  même  de  connaître  la  position  de  deux  sec- 
tions non  parallèles  d'un  corps  solide,  pour  que  les 
positions  de  tous  les  points  de  ce  corps  soient  entière- 
ment connues.  D'ailleurs,  quand  les  angles  %[/ ,  S,  (p  , 
seront  connus ,  les  coefficiens  a,  h  ,  etc.  ,  le  seront 
aussi ,  et  l'on  connaîtra  ,  par  conséquent,  les  coordon- 
nées ^,j^,  Zj  d'un  point  quelconque  du  mobile.  Le 
problème  du  mouvement  de  rotation  autour  d'un  point 
fixe  se  réduit  donc ,  en  dernière  analyse ,  à  déter- 
miner en  fonctions  du  temps ,  les  valeurs  de  -vj, ,  0,  (p. 
Or ,  quand  les  valeurs  de  /? ,  q  ,  r ,  sont  connues , 
celles  de  ces  trois  angles  dépendent  de  trois  équations 
du  premier  ordre,  que  l'on  obtiendra  eu  substituant 
les  valeurs  de  a,  Z>,  etc.  (n*^  578} ,  en  fonctions  de  %[/, 
fl,  cp,  et  celles  de  leurs  difFérentieîles,  dans  les  valeurs 
de  pdt^  qdt ,  rdt ,  savoir  : 

pdt  =  —  hdc  —  h'dd  —  V'dd' , 
qdt  =  adc  -h  a!dd  -|-  d'dd' , 
rdt  —  hda  H-  yda!  +  Ifdal', 
Les  valeurs  de  c,  c',  d\  ne  contenant  pas  l'angle  (p, 
il  s'ensuit  que  celles  de  pdt  et  qdt  ne  contiendront 
pas  sa  différentielle  ;  et  comme  les  valeurs  de  h  ,  h\ 
U' ,  se  déduisent  de  celles  de  a ,  a',  o!' ,  en  augmen- 
tant (p  d'un  angle  droit,  la  valeur  de  « — pdt  se  déduira 
de  même  de  celle  de  qdt.  Le  coefficient  de  d(p  sera 
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Funitë  dans  la  valeur  de  rdty  car  d  après  les  formules 

du  n**  378,  on  a 

da  ,        da     , ,        da        -      jif 

dp   "^^       *     d(p  '       d(^  ' 

d'où  il  résulte 

pour  la  valeur  de  ce  coefficient.  Toutes  réductions 
faites,  la  substitution  des  valeurs  àe  a^  b ,  etc. ,  dans 
celles  de  pdt ,  qdt ,  rdt ,  donne 

pdt  =  sin  cp  sin  M'\  —  cos  (p  <iâ ,      ) 

qdt  =  cos  (p  sin  M-i^  +  sin  (p^,       >     (7) 

rdt  =  d(p  —  cos  0^4.  j 

On  peut  remarquer  que  Fangle  -^  n'entre  pas  dans 
ces  formules  ;  et ,  en  effet ,  Tangle  4  ou  NOx  étant 
compté  à  partir  d'un  axe  Ox  entièrement  arbitraire, 
les  valeurs  àe  p,  q ,  r,  ne  doivent  pas  changer  quand 
on  augmente  ou  diminue  cet  angle  d'une  quantité 
constante. 

Puisque  r  est  la  vitesse  angulaire  du  mobile  autour 
de  l'axe  Oz^ ,  il  s'ensuit  que  rdt  doit  être  l'angle  décrit 
dans  le  plan  des  x^  et  j^  pendant  l'instant  dt ,  par 
cliacuu  des  axes  ^x^  et  0/^;  cet  angle  serait  d(p ,  si  la 
droite  ON ,  à  partir  de  laquelle  on  compte  l'angle  (p 
dans  ce  même  plan,  était  immobile;  mais  dans  l'ins- 
tant dt  y  l'angle  NOj:  augmente  de  d-i^y  dont  la  pro- 
jection est  cos  S^4  ^^^  ^^  P^^^  ^^^  «^z  ^^Jn  ^*'  selon 
que  l'angle  fl  est  aigu  ou  obtus,  il  est  aisé  de  voir 
que  la  différentielle  d(p  doit  être  diminuée  ou  aug- 
mentée de  cette  projection ,  pour  avoir  le  déplace- 
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ment  de  Ox^  ou  O/^ ,  par  rapport  a  une  droite  fixe 
dans  le  plan  de  ces  axes.  Par  conséquent  on  aura , 
dans  tous  les  cas,  rdt  =  d(p  —  cos  0^4/,  comme  on 
vient  de  le  trouver. 

4ii.  ïl  existe  entre  les  cosinus  a,  b,  etc.,  et  leS; 
quantités  p,  q,  r,  des  relations  qui  peuvent  être 
utiles  dans  beaucoup  d'occasions ,  et  qui  sont  expri- 
mées par  les  équations  différentielles 

dc-{aq — hp)dl^   dcr={a'q — b'p)dt,   dc"=i{a!'q-^b"p)dt,  \ 
db={cp—ar)dl,   db'=i{cp—dr)dt,   db"—{c''p^a"r)dt,  [(8) 
da—{br-cq)dt,    dd —{b' r—c  q)dt ,    dd='.{b"r^c"q)dt,    ) 

On  obtient  les  trois  premières  de  ces  équations,  en 
ajoutant  les  équations 

adc  +  a' de'  +  a' de'  =  qdt^ 
bde  +  h' de'  +  U'de"  =  —  pdt , 
ede  +  e'de'  H-  e^'dc"  =  o , 

gprès  les  avoir  multipliées  respectivement,  soit  par  a, 
by  c ,  soit  par  a',  b' ,  e\  soit  par  d'y  W y  c" ,  et  en 
ayant  égard  aux  équations  du  n°  577.  On  obtient  les 
trois  suivantes,  en  opérant  dune  manière  analogue 
sur  les  équations 

cdb  +  e'db'  +  d'db''  =  pdty 
adb  +  a'db'  +  a!'db''  =.  —  rdt^ 
hdb  4-  b'db'  ^  V'dU'  =  o; 

et  en  opérant  de  même  sur  les  équations 

bda  +  b'da'  +  b"da"  =  rdt , 
cdd  +  e'dd  +  c^'da!'  =  —  qdt , 
ada  +  dda'  +  d'dd'  =  o, 

on  parvient  aux  trois  dernières  équations  (8). 
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On  a  encore  ies  équations 

pda  4-  qdb  +  cdr  =  o, 
pda^  +  qdb'  +  cdr'  =  o  ^ 
pda!'+  qdU'+  cdr"=  o, 

qui  sont  une  conséquence  immédiate  des  neuf  équa- 
tions (8),  et  qui  servent  à  vérifier  l'invariabilité  des 
numérateurs  des  formules  (4),  lorsque  p ,  q^r^  sont 
des  quantités  constantes. 

§  IL  Équations  du  inous>ement  de  rotation  autour 
d'un  point  fixe, 

4 12.  Tout  ce  qui  précède  étant  établi,  supposons 
maintenant  que  des  forces  motrices  données  agissent 
sur  tous  les  élémens  du  mobile,  et  cherchons,  en 
ayant  égard  à  ces  forces ,  les  équations  différen- 
tielles de  son  mouvement  autour  du  point  fixe  0. 

Au  bout  du  temps  t  quelconque  ,  désignons  par 
^^dm ,  Y^dm ,  Ti^dni ,  les  trois  composantes  paral- 
lèles aux  axes  principaux  Ox^ ,  Oj^ ,  Oz^ ,  de  la 
force  motrice  de  l'élément  dm.  Si  ce  point  matériel 
était  libre,  ces  forces  lui  imprimeraient,  dans  l'ins- 
tant dt ,  suivant  leurs  directions ,  les  vitesses  \.jdt , 
Y^dt ,  Z^dt,  Les  accroissemens  de  vitesse  qu'il  reçoit 
réellement,  suivant  ces  directions,  sont  les  quan- 
tités p^dty  qjdt,  r^dt ,  du  n°  4^8;  les  composantes 
de  la  force  perdue  par  l'élément  dm,  pendant  l'ins- 
tant dtp  sont  donc 

(^i-'Pi)dm,     (Y^^q)dm,     (Z^  —  r;)dm. 

Le  corps  sera  donc  en  équilibre  (n°  55o),  en  sup- 
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posant  tous  ses  ëîëmens  soliicitës  par  de  semblables 
forces.  Or,  les  équations  d équilibre  d'un  corps  so- 
lide ,  autour  d'un  point  fixe ,  sont  au  nombre  de 
trois  (n"  266),  qui  seront,  relativement  à  ces  forces, 

/[Y;  —  qi)  ^j  —  (X,  —  p:)f;\  dm  =  o, 

/[^/  —  PJ  ^/  —  (^/  —  0  ^A  d'^  ==  ^> 
f\j^.  -  r;)j,  -  (Y,  -  q,)  z;\  dm=o; 
les  intégrales  s'étendant  à  la  masse  entière  du  mo- 
bile. 

La  considération  des  axes  principaux  simplifie  les 
termes  résultant  de  la  substitution  des  valeurs  de  p^ , 
q^,  r^ ,  sous  les  signes  /.  En  observant  qu'alors  les  in- 
tégrales fx^j^dm,  fz^x^dm,  fj^z^dm,  sont  nulles,  et 
désignant  par  A,  B,  C,  les  trois  momens  d'inertie 
principaux  du  mobile ,  de  sorte  que  A ,  E,  C ,  repré- 
sentent  les  mêmes  intégrales  que  dans  le  n°  4^9  ,  et 
qu'on  ait ,  par  conséquent , 

/(x^*  —  y;)  dm  =  B  —  A, 
/(^;  —oc;)dm  =  A-  C, 
f{j;~z,^)dm  =  C-  B, 
les  trois  équations  précédentes  deviendront 

Cdr  +  (B  —  k)pqdt  =  V.dt , 

mq  +  (A  —  Q)rpdt  —  Qdt,  }     (a) 

Mp  +  (C  —  B)  qrdt  z=:  l^dt, 

où  Ton  a  fait ,  pour  abréger, 

/(^/X,  —  xJZ^m  =  Q , 
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4i3.  Les  composantes  X^ ,  Y^ ,  Z^,  étant  celles  des 
forces  données,  suivant  les  axes  mobiles  Ox^ ,  Oj^, 
Oz^,  leurs  valeurs  dépendront  de  la  direction  de  ces 
droites  dans  Tespace,  ou  des  trois  angles  4  y  6,  (p  ; 
les  quantités  P,  Q,  R,  seront  donc  des  fonctions  de 
4-^  9;  ^j  données  dans  chaque  cas  particulier;  par 
conséquent^  le  problème  du  mouvement  de  rotation 
d'un  corps  solide  autour  d  un  point  fixe ,  conduit  à  six 
équations  différentielles  du  premier  ordre ,  entre  les 
six  inconnues/?,  q^r,  ^,  G,  <p,  et  la  variable  t,  savoir, 
les  trois  équations  (a) ,  jointes  aux  trois  équations  (7) 
du  n°  41  o.  En  éliminant ,  dans  les  premières  équations, 
les  trois  inconnues  p,  q,  r,  au  moyen  des  dernières 
équations,  on  obtiendrait  trois  équations  différen- 
tielles du  second  ordre,  relatives  à  4,  G,  <p,  qui 
sont  les  inconnues  définitives  du  problème  ;  mais  il 
vaut  mieux  conserver  les  six  équations  du  premier 
ordre. 

Nous  nous  bornerons  à  considérer  le  cas  où  la  pe- 
santeur est  la  seule  force  qui  agisse  sur  les  points  du 
mobile.  Prenons,  dans  ce  cas,  l'axe  Oz  vertical  et  di- 
rigé dans  le  sens  de  cette  force  constante ,  que  nous 
représenterons  par  g  ;  ses  trois  composantes  suivant 
les  axes  0^^ ,  0/^ ,  Oz^ ,  seront 

X,=ga",     Y^^gb",     Z,=gc",        , 

à  cause  de  (n°  3  7  7) 

a"  =  cos  zOjc^  ,     b"  =  cos  zOj^ ,     c"  =  cos  zOz^  ; 

et  si  l'on  désigne  par  M  la  masse  du  mobile,  et  par 
a,  €f  y,  les  trois  coordonnées  constantes  de  son 
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centre  de  gravité,  par  rapport  à  ces  axes  mobiles,  de 
sorte  qu'on  ait 

fx^dm=iM.ct,    fjr^dm=zMQ,    fz/imz=:lAy , 

il  en  résultera 

P  ==  {Cd'  —  yb")Mg. 

Les  équations  (a)  deviendront  donc 

Cdr  -{-  (B  —  A)  pqdt  =  (ab"  —  Sa")  Mgdt,   j 
Bdq+  (A  —  C )  rpdt  =  (y a"  —  ac'j  Mgdt ,   (  (b) 
Adp+  (C  —  B  )  qrdt  =  (Se"  —  yb") Mgdt ,    ) 

auxquelles  il   faudra   joindre    les   équations   (7)    et 
celles-ci  (n°  578)  : 

a"  =  —  sin  ô  sin  (p  ,     ù"  =  —  sin  Ô  cos  <p  ,     c"  —  cos  ô.     (c) 

4i4-  On  parvient  facilement  à  intégrer  les  équa- 
tions (b)  ,  lorsque  leurs  seconds  membres  sont  nuls  ; 
ce  qui  a  lieu  quand  on  fait  abstraction  de  la  pesan- 
teur, ou  bien,  lorsque  le  point  fixe  O  est  le  centre  de 
gravité  du  mobile,  et  où  Ion  a,  conséquemment, 
ctz=o,  ë=  o,  y  =  o. 

Les  équations  (b)  se  réduisent  alors  à 

Cdr  -j-  (B  —  A)pqdi  =  o,    j 

Bdq  +  (A  —  C)  rpdt  =  o  ,    (       (d) 

Adp  +  (C  —  Bjqrdt  =  o.    ) 

Or,  si  on  les  multiplie  par  r,  ^,  /?,  et  qu'on  les  ajoute. 
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il  vient 

Crdr  +  'Eqdq  +  Apdp  =  o; 

et ,  en  intégrant ,  on  a 

Cr*  +  Bg^  +  A;?*  =  h;         (e) 

h  étant  une  constante  arbitraire.  Si  Ton  ajoute  ces 
mêmes  équations,  après  les  avoir  multipliées  par  Cr, 
B^ ,  kp,  il  en  résulte 

CWr  +  B^qdq  +  A*/?^?  =  o  ; 

d'où  Ton  tire,  en  intégrant, 

C^/-  +  B^^»  +  Ay-  =  A';        (/) 

A*  étant  une  seconde  constante  arbitraire,  qui  ne 
peut  être  qu'une  quantité  positive ,  ainsi  que  la  pre- 
mière. 

Ces  équations  (e)  et  {f)  donnent 

^ p—B^4-(B  — C)Cr"  a__  ^'— AA+  (A  — 'C)Cr^ 

P   ~  (A— BTÂ  '     ^  ~'  (B"^=rÂ)B  • 

En  substituant  les  valeurs  àe  p  eX,q  dans  la  première 
équation  {d),  et  la  résolvant  ensuite  par  rapport  à  dt, 
on  a 

dt  = ; p.  {g) 

Ik^^ B/i  +  (B  —  C)  Cr^J^  [A^  —  ^^-f-  (C  —A) Cr^]^ 

On  regardera  le  dénominateur  comme  une  quantité 
constamment  positive;  et  Ton  prendra,  au  numéra- 
teur, le  signe  +  ou  le  signe  — ,  selon  que  la  différen- 
tielle dr  sera  positive  ou  négative,  afin  que  le  temps 
soit  toujours  croissant  j  et  sa  différentielle  toujours 
positive. 
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En  intégrant  cette  formule  (g),  on  aura  la  valeur 
de  t  en  fonction  de  r;  d'où  l'on  conclura,  récipro- 
quement, la  valeur  de  r  en  fonction  de  t  :  les  valeurs 
des  trois  quantités/?,  q ,  r,  peuvent  donc  être  censées 
connues  en  fonctions  de  cette  variable ,  ou  du  moins 
elles  ne  dépendent  plus  que  d'une  seule  intégrale , 
qui  se  réduira  toujours  aux  fonctions  elliptiques  (^). 

On  obtiendra  cette  intégrale  sous  forme  finie , 
sans  le  secours  de  ces  fonctions ,  lorsque  deux  des 
trois  momens  d'inertie  A,  B,  C ,  seront  égaux,  ou  lors- 
que la  constante  k^  sera  égale  à  Tune  des  trois  quan- 
tités Ah,  Bh,  Ck. 

4i5.  Si  l'on  examine  avec  attention  la  forme  des 
équations  (d),  et  qu'on  ait  égard  aux  formules  (8) 
du  n°  41 1  ?  on  parvient  à  découvrir  d'autres  équations 
immédiatement  intégrables. 

En  effet,  j'ajoute  les  équations  (d)^  après  les  avoir 
multipliées  par  c ,  b ,  a;  ce  qui  donne 

[cdr  +  {aq  —  bp)rdt]  C  -f-  [bdq  +  {cp  ~  ar)  qdt]  B 
+  [adp  -j-  {br  —  cq)  pdt]  A  =  o  , 

ou  bien ,  en  vertu  des  trois  premières  formules  (8) , 

Cd.cr'-{-  Bd,bq  +  Ad,ap  =  o, 

On  trouvera  semblablement 

Cd.  c'r  +  Bd.  b'q  +  Ad.  a'p=:o, 
Qd,d'r-\-Bd.b''q  +  Ad,a"p  =  o. 

{^)  Voyez,  sur  ce  point,  le  premier  volume  de  la  Théorie, 
des  Fonctions  elliptiques. 
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En  intégrant,  on  aura  donc 

Crc  +  Bqb  +  Apa  =  l,    ) 
Crc^+Bqb'-i-  Apa'=  V ,   >       (h) 
Crd'+BqU'+  Apa!'=l\   ) 

If  r,  l",  étant  des  constantes  arbitraires. 

Ces  trois  intégrales  ne  sont  pas  des  équations  dis- 
tinctes entre  elles;  car  si  l'on  ajoute  leurs  carrés,  on 
trouve,  en  ayant  égard  aux  équations  du  n»  Syy, 

résultat  qui  rentre  dans  l'équation  (f) ,  et  d'où  l'on 
conclut,  entre  les  constantes  ^,  Z,  Z',  l",  Ja  relation 

l-  +  r^  +  l'"^  —  k\ 

Si  l'on  substitue  dans  ces  équations  (h),  à  la  place 
de  a,  b,  etc.,  leurs  valeurs  en  fonctions  de  -i^ , 
ô,  <p  (n°  578),  on  obtiendra  trois  équations  entre 
les  six  variables  4  >  9  >  ^  ^  P  >  ^9  ^  '  ^*  ^^^  cons- 
tantes arbitraires  Z,  Z',  Z",  qui  devront  être  des  inté- 
grales des  équations  (7)  du  n°  4^0  ;  et  c'est,  en  effet, 
ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier.  Comme  ces  trois  inté- 
grales n'équivalent  qu'à  deux  équations  réellement 
distinctes,  il  s'ensuit  qu'ail  doit  exister  une  troisième 
intégrale  des  équations  (7);  mais  avant  de  la  cher- 
cher, il  est  nécessaire  de  voir  ce  que  signifient  les 
«quations  (h). 

416.  D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n°  4^9?  ^^^^^ 
montrent  que  les  momens  des  quantités  de  mouve- 
ment de  tous  les  points  du  mobile ,  par  rapport  aux 
axes  fixes  Ox,  Oj-,  Oz,  sont  constans  et  égaux  à  Z, 
l'y  Z",  pendant  toute  la  durée  du  mouvement.  En  les 


DYNAMIQUE,  SECONDE  PARTIE.  143 

comparant  aux  formules  (6)  de  ce  numéro,  et  obser- 
vant qu'en  vertu  de  l'ëquation  {f),  le  moment  prin- 
cipal G  est  e'gal  à  la  constante  h,  regardée  comme  po- 
sitive ,  on  aura 

l  V  l" 

cos  mOœ  =  t  ,     cos  mOj  =  t  ,     cos  mOz  =  j  , 

pour  déterminer  la  direction  de  l'axe  Om  de  ce  mo- 
ment, qui  demeurera  immobile,  ainsi  que  le  plan 
perpendiculaire  à  cette  droite.  La  position  de  l'axe 
0/72  changera  par  rapport  aux  axes  mobiles  Ox^y  0/^, 
Oz^;  mais  on  la  retrouvera,  à  chaque  instant,  au 
moyen  des  formules  (5)  du  n°  Aog  ,  dans  lesquelles 
on  peut  supposer  connues  les  quantités  p,  q,  r.  On 
pourra  donc  assigner,  à  un  instant  quelconque,  le 
point  où  cette  droite  rencontre  la  surface  du  mo- 
bile, et  la  trace,  sur  cette  surface,  de  la  section  du 
plan  mobile  perpendiculaire  à  cette  droite. 

Ainsi,  lorsqu'un  corps  solide  tourne  autour  d'un 
point  fixe,  en  vertu  d'une  ou  plusieurs  impulsions 
primitives,  sans  qu'aucune  force  motrice  agisse  sur 
ses  points,  il  existe  un  plan  passant  par  le  point  fixe, 
qui  demeure  invariable  pendant  le  mouvement ,  et 
dont  on  peut  déterminer  la  position,  à  chaque  ins- 
tant, par  rapport  aux  plans  mobiles  des  axes  princi- 
paux du  corps. 

Nous  aurons  occasion,  dans  la  suite,  de  généraliser 
ce  théorème  ;  maintenant,  il  va  nous  servir  à  trouver 
la  troisième  intégrale  des  équations  (7). 

4^7-  L'axe  Om  étant  immobile,  nous  pouvons  le 
prendre  pour  l'axe  ûxe  Oz ,  dont  la  direction  est  ar- 
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bitraire  ;  nous  aurons  alors 

cos  mOjc^  =  cos  zOœ^  =  a", 
cos  mOjj  =  cos  zOj,  =  h' , 
cos  mOz^  =  cos  z^z^  =  d' . 

A  cause  de  G  =  ^  et  des  formules  (5)  du  n**  409 ,  il 
en  résultera 

^r/  __  Ap         ,  „ Bgr  Cr  ^ 

les  équations  (c)  deviendront  donc 

sia6sincp=— -£,  sin9cos(p= ^,  cos9  =  y;    (f) 

elles  s'accorderont  entre  elles,  en  vertu  de  l'équa- 
tion (jf),  et  serviront  à  déterminer  les  angles  (p 
et  6,  en  fonctions  du  temps,  d'après  les  valeurs  de 

Maintenant ,  si  l'on  élimine  d%  entre  les  deux  pre- 
mières équations  (7)  du  n°  4^^»  ^^  ^^ï*^ 

sin*  ^d\  =  sin  fl  sin  (p  ]pdt  +  sin  9  cos  <p  qdt  ; 
d'où  l'on  tii^e,  en  vertu  des  équations  précédentes, 

donc,  à  cause  de  l'équation  (e),  on  aura 

et  en  substituant  la  formule  {g)  à  la  place  de  dt^  il  en 
résultera  une  valeur  de  d-\ ,  dont  l'intégration  se  ré- 
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duira  aussi  aux  fonctions  elliptiques,  et  qui  s'obtien- 
dra sous  forme  finie  dans  les  mêmes  cas  que  l'inté- 
grale de  dt.  De  cette  manière ,  on  connaîtra  donc  la 
valeur  du  troisième  angle  «vj,  en  fonction  de  r,  et,  par 
conséquent ,  en  fonction  de  t. 

Les  quantités  h  —  Cr*  et  k"  —  C*r*  étant  positives, 
en  vertu  des  équations  (0)  et  {f) ,  et  A'  étant  aussi 
une  quantité  positive ,  il  en  résulte  que  la  vitesse  an- 

guian^e  -7-  sera  toujours  négative,  et  que  le  mouve- 
ment de  la  droite  ON  aura  constamment  lieu  dans  le 
même  sens.  A  cause  que  l'angle  «v^  est  compté  dans  le 
sens  indiqué  par  la  flèche  s  (n°  SyS) ,  ce  mouvement 
se  fera  en  sens  contraire,  c'est-à-dire,  de  l'axe  Ox 
vers  l'axe  Oj;  sa  direction  constante  dépendra  donc 
du  sens  de  l'axe  O/ ,  que  nous  déterminerons  tout  à 
l'heure. 

418.  Les  valeurs  des  six  variables p,  q,  r,  a|,,  S,  (p, 
résultant  de  notre  analyse,  seront  des  fonctions  du 
temps,  qui  contiendront,  en  outre ,  quatre  constantes 
arbitraires,  savoir,  k ,  h,  et  les  deux  constantes  qui 
seront  introduites  par  l'intégralion  des  formules  (^) 
et  {k).  Les  intégrales  complètes  des  équations  (7)  et 
{d)y  dont  ces  valeurs  dépendent,  devraient  renfer- 
mer six  constantes  arbitraires;  mais  le  choix  que  nous 
venons  de  faire,  de  Taxe  Om  du  moment  principal  , 
pour  l'un  des  axes  des  coordonnées  oc  ^  y ,  z  ,  a  fait 
disparaître  deux  de  ces  constantes;  car,  Om  coïnci- 
dant avec  Os,  les  angles  mOx  et  iiiOj  sont  droits,  et, 
d'après  les  formules  du  n"  /^\6,  il  en  résulte  l'=.o  et 
r  =  o.  Nous  n'avons  donc  plus,  pour  achever  la  so- 
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lution  complète  du  problème,  qua  déterminer,  au 
moyen  des  données  initiales  du  mouvement ,  les 
quatre  constantes  restantes ,  et  les  parties  des  droites 
passant  par  le  point  0 ,  auxquelles  répondent  les  an- 
gles variables,  pendant  toute  la  durée  du  mou- 
vement. 

Pour  cela ,  supposons  que  le  mobile  dont  on  con- 
sidère le  mouvement  de  rotation  ,  soit  formé,  comme 
dans  le  n°  586,  de  deux  corps,  dont  l'un  était  en  re- 
pos et  retenu  par  le  point  fixe  0,  et  dont  l'autre, 
animé  d'une  vitesse  donnée ,  est  venu  frapper  le  pre- 
mier, et  s  j  attacher.  Soient  jll  la  masse  du  corps  cho- 
quant ,  V  la  vitesse  commune  à  tous  ses  points  avant 
le  choc,  FE  la  direction  initiale  de  son  centre  de 
gravité ,  HEK  la  section  du  mobile  par  le  plan  de 
cette  droite  FE  et  du  point  0 ,  et  y  la  longueur  de  la 
perpendiculaire  OL,  abaissée  de  ce  point  sur  cette 
droite.  La  percussion  qui  a  produit  le  mouvement 
de  rotation  sera  dirigée  suivant  FE,  et  égale  à  jui^. 
D'après  le  principe  du  n'  555 ,  si  Ton  prend  en  sens 
contraire  de  leurs  directions  les  quantités  de  mouve- 
ment de  tous  les  points  du  mobile ,  qui  auront  lieu 
immédiatement  après  le  choc ,  l'équilibre  devra  exis- 
ter entre  ces  quantités  de  mouvement  finies  et  la 
force  fji^  prise  dans  sa  direction  ;  or ,  pour  cet  équi- 
libre ,  il  faudra  (n°  282)  que  le  moment  f^rf  de  cette 
force  soit  égal  au  moment  principal  de  ces  quantités 
de  mouvement,  et  que  les  axes  de  ces  deux  momens 
soient  dans  le  prolongement  l'un  de  lautre.  Puis- 
que ce  moment  principal,  qu'on  a  appelé  G,  est 
constamment  égala  k{iï'  4^6),  on  aura  donc  d'abord 
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k  =  fA.vf\ 

pour  la  valeur  de  cette  constante  positive. 

De  plus,  si  l'on  mène  par  le  poiat  0  l'axe  du  mo- 
ment jWi^y,  perpendiculaire  à  la  section  donnée  EHK 
du  mobile,  cette  droite  sera  aussi  l'axe  du  moment 
principal ,  que  nous  avons  pris  pour  l'axe  Oz  ;  les  di- 
rections Oj^^  ,  0// ,  Oi;^ ,  des  trois  axes  principaux  du 
mobile ,  seront  également  données  à  l'origine  du 
mouvement  ;  les  angles  que  font  ces  droites  avec  O2 
seront  donc  connus;  et,  d'après  le  numéro  précé- 
dent ,  nous  aurons 

k  cos  zOx^  k  cos  zQr,  k  cos  zOz  . ,. 

pour  les  valeurs  initiales  de  p ,  q,r.  En  les  substituant 
dans  l'équation  (e),  on  aura  la  valeur  de  la  constante  k. 

On  prendra  arbitrairement  pour  les  droites  Ojc^  , 
Ojj ,  Oz^ ,  les  parties  qu'on  voudra  des  axes  princi- 
paux du  mobile  qui  se  coupent  au  point  0  ;  mais 
après  les  avoir  choisies,  et  avoir  fixé  les  points  de  la 
surface  du  mobile  où  ces  portions  de  droites  vien- 
nent aboutir,  elle  ne  devront  plus  changer  pendant  le 
mouvement. 

Le  sens  de  la  percussion  exercée  sur  le  mobile,  sui- 
vant la  direction  FE,  déterminera  celui  de  la  rota- 
tion autour  de  chacun  des  axes  Oœ^,  Of^,  Oz^ ,  k 
l'origine  du  mouvement,  et,  par  conséquent,  les  si- 
gnes des  valeurs  initiales  de  /?,  q,  r  (n®  4^9).  On 
saura  donc  aussi,  d'après  les  équations  précédentes, 
si  les  angles  sOj:?^  ,  zOj^ ,  zOz^ ,  sont  d'abord  aigus 

10. • 
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ou  obtus  ;  et  il  suffira  d'avoir  égard  à  Fun  de  ces  an- 
gles, plus  petit  ou  plus  grand  que  90°,  pour  déter- 
miner la  partie  de  la  perpendiculaire  au  plan  de  la 
section  HEK ,  qu'on  devra  prendre  pour  l'axe  Ojs  ou 
0/72 >  et  qui  sera,  pendant  toute  la  durée  du  mouve- 
ment, Taxe  du  moment  principal  des  quantités  de 
mouvemens  de  tous  les  points  du  mobile. 

L'intersection  NON'  du  plan  de  la  section  HEK  et 
du  plan  des  axes  Ç^x^  et  Oj*^ ,  sera  aussi  connue ,  à 
l'origine  du  mouvement.  Pour  connaître  la  partie  ON 
de  cette  droite,  à  laquelle  répondent  constamment  les 
angles  -vj^  et  ^ ,  il  suffira  donc  de  savoir  si ,  à  cette 
époque ,  (p  ou  NOjc^  e.st  un  angle  aigu ,  ou  un  angle 
aigu  augmenté  de  1 80**  ;  et  comme  on  a 

cos  z^x^  =  —  sin  6  sin  (p ,     cosjs  Oj^  =  —  sin  6  cos  (p  , 

il  suffira  d'avoir  égard  au  signe  de  l'un  de  ces  cosi- 
nus, ou  de  la  valeur  initiale  d'une  des  quantités  p 
et  q. 

La  droite  fixe  Ox  est  entièrement  arbitraire  dans 
le  plan  de  la  section  HEK.  Pour  plus  de  simplicité, 
je  supposerai  qu'elle  coïncide  avec  la  position  initiale 
de  ON.  En  faisant  4=0  dans  les  valeurs  de  a',  b' ,  c\ 
du  n°  378,  on  aura,  à  l'origine  du  mouvement , 

cosj"0a:^=cos9siii(p,   cosj'Oj*^=cosÔ  cos<p,  cos,jOz^^=zsmB, 

Connaissant  les  valeurs  initiales  des  angles  0  et  ^,  ai- 
gus ou  obtus,  il  suffira  donc  de  considérer  le  signe 
de  cosjOxi  ou  cos,jOji ,  pour  connaître  la  partie  de 
la  perpendiculaire  à  Ox  ou  ON,  qu'on  devra  prendre 
pour  l'axe  fixe  Ojr ,  et ,  par  conséquent ,  le  sens  de  la 
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vitesse  -^5  qui  aura  lieu  de  ON  vers  Oj,  et  restera  le 

même  pendant  tout  le  mouvement. 

Toutes  choses  restant  d'ailleurs  les  mêmes,  si  le  sens 
du  choc  primitif  est  seul  change,  les  valeurs  initiales 
de p ,  q y  r,  changeront  toutes  trois  de  signe;  en  sup- 
posant que  les  angles  primitifs  ô  et  (p  fussent  aigus 
avant  ce  changement,  ils  deviendront  tt — 6  et  77+(p; 
et  les  droites  Oz  et  ON  se  changeront  dans  leurs  pro- 
longemens.  En  mettant  tt  —  8  et  tt '\-  cp  au  lieu  de  9 
et  cp  dans  les  équations  précédentes,  il  n'en  résultera 
aucun  changement  pour  les  valeurs  initiales  des  an- 
gles jOx^ ,  jOj^ ,  jOzj,  La  droite  Oj  restera  donc  la 

même;  mais  la  vitesse  angulaire  -r-  étant  toujours 
négative  et  dirigée  de  Ox  vers  Oj ,  et  Ox  coïncidant 
actuellement  avec  ON',  le  sens  de  cette  vitesse  aura 
changé  avec  celui  de  la  percussion  primitive. 

Enfin,  on  déterminera  les  constantes  arbitraires 
qui  seront  ajoutées  aux  intégrales  des  formules  (g)  et 
(k) ,  de  manière  qu'on  ait  i  1=  o  et  4  ^=  o ,  à  l'origine 
du  mouvement ,  c'est-à-dire ,  pour  la  valeur  initiale  et 
donnée  de  r. 

419.  Maintenant,  nous  ferons  remarquer  quelques 
propriétés  générales  du  mouvement  que  nous  venons 
de  déterminer. 

1'.  D'après  les  formules  du  n°  4<^8,  le  carré  de  la 
vitesse  de  l'élément  dni  du  mobile,  à  un  instant  quel- 
conque ,  a  pour  expression 

(7^/  —  U-.y  +  (r^j  —pz,y  +  (pj^  ^  qx;)\ 
En  multipliant  cette  quantité  par  dm,  on  aura  la  forc^ 
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vive  de  ce  point  matériel  (n''  36î);  et  en  intégrant 
ensuite,  dans  toute  l'étendue  de  la  masse  du  corps  , 
on  obtiendra  la  somme  des  forces  vives  dont  il  est 
animé  au  bout  du  temps  t.  Or ,  en  supprimant  les 
termes  multipliés  i^2ir  fx^j^drn,  fz^x^dm,  fj^z^dm,  à 
cause  que  les  coordonnées  x^ ,  j^,  z^,  sont  rapportées 
à  des  axes  principaux,  et  ayant  égard  aux  valeurs 
des  momens  d'inertie  A ,  B ,  C ,  on  a ,  pour  cette 
somme , 

donc,  en  v^rtu  de  l'équation  (e),  la  somme  des  forces 
vives  de  tous  les  points  du  mobile  est  constante  pen- 
dant le  mouvement. 

2°.  Si  l'on  appelle  ^  la  vitesse  angulaire  autour 
de  l'axe  du  moment  principal,  qui  coïncide  constam- 
ment avec  Oz,  cette  composante  de  la  vitesse  c& ,  re- 
lative à  l'axe  instantané ,  se  déduira  de  celle-ci ,  en  la 
multipliant  par  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  l'axe 
instantané  avec  l'axe  Oz  ;  d'après  le  n*"  4^7  >  ^" 
aura  donc 

et  si  l'on  substitue  pour  a^',  V%  d\  leurs  valeurs  trou- 
vées dans  le  n°  417,  et  qu'on  ait  égard  à  l'équa- 
tion [e) ,  il  en  résultera 

h 
^  =  F- 

La  vitesse  angulaire  du  mobile,  parallèlement  au 
plan  dans  lequel  la  percussion  primitive  a  eu  lieu , 
est  donc  constante  et  égale  à  la  somme  des  forces 
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vives  de  tous  les  points  du  corps,  divisée  par  le  mo- 
ment de  cette  percussion  par  rapport  au  centre  fixe. 
5°,  Soient  x' ,  j' ,  z%  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  Taxe  instantané ,  rapportées  aux  axes 
Oxi  y  ^J^ ,  Oz, ,  et  M  la  distance  de  ce  point  à  leur 

origine  0.  En  observant  que  -  5  -,  -,  sont  les  cosinus 

des  angles  que  font  ces  droites  avec  l'axe  instantané 
(n**  4^7)  ;  on  aura 

si  donc  on  multiplie  les  équations  (e)  et  (/  )  par  —  ^ 
elles  deviendront 

AV*+  By*+  CV*=  ^'  ; 
et  si  l'on  élimine  -^  entre  celles-ci  ,  on  aura 

A(A- — kK]x'-  +  B(Â:^  —  B%'-  +  C(yt^  —  C^)s'^  =  o  ; 

d'où  l'on  conclut  que  l'axe  instantané  de  rotation 
demeure  toujours  sur  la  surface  d'un  cône  du  second 
degré,  que  l'on  peut  tracer  dans  l'intérieur  du  mo- 
bile, lorsque  les  constantes  h  el  k  sont  connues.  Ce 
cône  se  change  en  un  plan  ,  quand  le  carré  de  k  est 
égal  à  l'un  des  produits  A^  ,  By^ ,  ÇJi;  il  devient  un 
cône  droit  à  base  circulaire  ,  ayant  pour  axe  Fun  des 
trois  axes  principaux  relatifs  à  ce  point,  toutes  les  fois^ 
que  deux  des  coefficiens  de  l'équation  précédente 
sont  égaux. 
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4°  L'axe  0/72  ou  Oz  du  moment  prineipal  des  quan- 
tités de  mouvement  y  étant  immobiJe,  la  suite  des 
droites  suivant  lesquelles  il  traverse  le  corps  pendant 
le  mouvement,  se  trouvera  sur  un  cône  qui  a  le 
point  0  pour  sommet.  Or,  ce  cône  est  aussi  du  se- 
cond degré,  comme  le  précédent.  En  effet,  si  l'on 
appelle  x^'^y,  z" ,  les  trois  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  l'axe  0/72 ,  rapportées  aux  axes  0^^ , 
Oj^ ,  Oz^ ,  et  si  l'on  désigne  par  u^  la  distance  de  ce 
point  à  l'origine  0  ,  on  aura 


^"  =  «"m,  ,  y  = 

=  b"u,     z'  =  c"u  , 

et ,  par  conséquent, 

Ap  -    „   ,     Bî 

u,    '                                Il 

En   substituant  ces  valeurs  dans  les  équations    (e) 
et  (/)  ,  il  vient 


z"'  +y  +  .^'''  =  u;; 

et  par  l'élimination  de  w/ ,  on  en  conclut  : 

"A ^      ^        B       ^      ^        C         -     —  o, 

pour  l'équation  de  la  surface  du  cône  dont  il  s'agit, 

5®.  Pour  que  ce  cône  et  le  précédent  ne  soient 
pas  imaginaires,  il  faudra  que  les  quantités  A*  —  Ah, 
A*  —  BA,  k^ — Chy  ne  soient  pas  toutes  trois  de 
même  signe.  Cela  étant,  si  A  est  le  plus  grand  et  C  le 
plus  petit  des  trois  mornens  d'inertie  principaux,  les 
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deux  quantités  k* —  Mi  et  k^  —  £Ji  devront  être  de  si- 
gnes contraires.  Or ,  selon  que  la  troisième  quantité 
k^ —  B^  aura  le  même  signe  que  ^* — A  A  ou  k^ —  CA, 
les  sections  de  ces  deux  cônes  seront  des  ellipses  per- 
pendiculaires à  l'axe  du  plus  grand  ou  à  l'axe  du 
plus  petit  moment  d'inertie.  Par  conséquent,  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement,  l'axe  instantané  de 
rotation  ne  s'écartera  de  l'un  de  ces  deux  axes  prin- 
cipaux, que  de  quantités  limitées;  et,  en  même 
temps  ,  cet  axe  principal  ne  s'écartera  non  plus  que 
de  quantités  limitées,  de  l'axe  0/72  perpendiculaire  au 
plan  de  la  percussion  primitive  et  du  point  O. 

420.  Lorsque  l'axe  instantané  de  rotation  01  {i\g,  5) 
s'écarte  très  peu  de  l'un  des  trois  axes  principaux, 
par  exemple  de  l'axe  Oz^ ,  pendant  toute  la  durée  du 
mouvement ,  on  peut  déterminer  sa  position  et  celle 
du  mobile  à  un  instant  quelconque ,  d'une  manière 
très  simple,  et  sans  recourir  aux  fonctions  ellipti- 
ques. A  la  vérité,  cette  autre  solution  du  problème 
n'est  qu'approchée  ;  mais  on  pourra  pousser  l'ap- 
proximation aussi  loin  qu'on  voudra  :  celle  à  laquelle 
nous  nous  arrêterons  suffira  pour  compléter  ce  qui  a 
été  dit  dans  le  n*  589 ,  sur  les  propriétés  mécaniques 
des  axes  principaux. 

Nous  avons  (  n**  4^^  ) 

sin  10^,  =       _Vg±^ 
Vp'  +  S''  4-  ^' 

l'angle  IQz^  étant  très  petit  par  hypothèse ,  p  et  q  se- 
ront deux  fractions  très  petites  de  r;  si  l'on  néglige 
leur  produit,  la  première  équation  (d)  se  réduit 
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à  dr=Of  et  donne  r  =  n;  n  étant  une  cons- 
tante arbitraire  qui  exprimera  la  vitesse  de  rota- 
tion du  corps,  ou  la  valeur  de  \^p^  -f-  ^*  -f-  r* ,  en 
négligeant  aussi  les  carrés  de  p  et  q.  Les  deux  autres 
équations  (d)  deviendront 

Bdq  +  (A  —  C)npdt  =  0,      l     .  . 
Mp  +  (C   —  l^)nqdt  =  o.      ]      ^'^ 

Pour  les  intégrer,  je  fais 

p  =z=  ê  sin  {n!t  +  y),     q  =  C  cos  {n't  -+-  y); 

ê ,  C,  y,  n',  étant  des  quantités  constantes.  En  subs- 
tituant ces  valeurs  de  p  et  q  dans  les  équations  (i), 
et  supprimant  ensuite  le  sinus  ou  cosinus  qui  se 
trouve  facteur  commun  a  tous  leurs  termes  ,  il 
vient 

Be'n'  —  {k  —  C)Snz=:o,     Aê/z'  — (B  — .C)r^^=o; 

d'où  l'on  tire 


g'  =  a\/A(A  — C), 

€    =  CL  \/B(B  —  C)  ; 

et  étant  une  constante  qui  restera    arbitraire,   ainsi 
que  y.  Si  donc  on  fait ,  pour  abréger, 


v/ 


AB 
il  en  résultera 


(A-C)(B-Q   ^  j,  ^ 


p  =  c&  v'B(B  —  C)  sin  (J'nt  •+•  y), 


q  =  di  V  A(A— C)  cos  {J'jît  +  y) , 
pour  les  intégrales  complètes  des  équations  (1) 


(2) 
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Si  l'on  projette  l'axe  instantané  01  sur  le  plan  des  .r^ 
etj-j,  et  qu'on  appelle  ^  l'angle  que  fait  cette  projec- 
tion avec  l'axe  des  j'j ,  on  aura 

de  plus,  la  valeur  de  sin  lOz^  se  réduit  à 

sin  lOz^  =  ~yp'  +  r, 

au  degré  d'approximation  où  l'on  s'est  arrêté;  par 
conséquent ,  les  valeurs  précédentes  de  p  et  ^  feront 
connaître  immédiatement,  à  chaque  instant ,  la  po- 
sition de  l'axe  de  rotation  dans  l'intérieur  du  mobile. 
On  va  voir  les  conséquences  qui  en  résultent. 

421.  Si,  à  l'origine  du  mouvement,  cette  droite 
a  coïncidé  exactement  avec  l'axe  Oz^ ,  il  faudra  qu'on 
Si\tp  =  oetq=o,  quand  ^  =0  ;  ce  qui  exige  que 
la  constante  a  soit  nulle.  Alors  on  aura  constamment 
p  =  o  et  q  =  o;  et  l'axe  instantané  01  coïncidera  , 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement ,  avec  l'axe 
Oz^,  qui  demeurera  immobile  (n°  4^5).  Lors  donc 
que  le  corps  retenu  par  le  point  fixe  0  aura  commencé 
à  tourner  autour  de  l'un  des  trois  axes  principaux 
qui  se  coupent  en  ce  point,  il  continuera  indéfini- 
ment à  tourner  autour  de  cet  axe ,  comme  s'il  était 
entièrement  B^xç;  ce  qui  est  la  proposition  du  n*'  58g. 

Mais ,  si  à  l'origine  du  mouvement  l'axe  Oï  s'é- 
cartait un  peu  de  Oz^ ,  les  valeurs  initiales  de  p  et  ^ , 
et,  conséquerament ,  la  constante  a,  seront  seule- 
ment très  petites.  Or ,  pour  que  les  valeurs  àe  p  et  q 
demeurent  toujours  très  petites,  il  faut  que  la  cons- 
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tante  cT  soit  réelle  ;  car ,  lorsqu'elle  est  imaginaire , 
le  sinus  et  le  cosinus  contenus  dans  les  équations  (2) 
se  changent ,  par  les  formules  connues  ,  en  expo- 
nentielles réelles ,  et  les  valeurs  de  p  et  q,  qui  en 
résultent ,  croissent  indéfiniment  avec  le  temps  t, 
La  réalité  de  cT  exige  que  le  moment  principal  C  soit 
le  plus  grand  ou  le  plus  petit  des  trois  momens 
d'inertie  A ,  B ,  C.  Donc  ,  quand  l'axe  instantané  de 
rotation  a  été  un  tant  soit  peu  écarté  de  l'axe  prin- 
cipal qui  répond  aji. moment  d'inertie  moyen,  cet 
écart  augmente  avec  lé  temps,  et  ne  reste  pas  ren- 
fermé entre  de  très  petites  limites;  et,  au  contraire, 
lorsqu^on  Fa  un  peu  écarté  de  l'axe  principal  auquel 
répond  le  plus  grand  ou  le  plus  petit  moment  d'i- 
nertie, il  s'en  éloigne  très  peu,  et  ne  fait  que  de  très 
petites  oscillations  pendant  toute  la  durée  du  mou- 
vement. 

Il  y  a  donc  une  différence  essentielle  entre  les  trois 
axes  principaux  du  mobile  qui  se  coupent  au  point 
fixe  0  :  en  supposant  que  A  soit  la  plus  grande,  et  C  la 
plus  petite  des  trois  quantités  A,  B,  C,  le  mouvement 
de  rotation  est  stable  autour  des  ax^sOx^  etOz^,  et  ne 
peut  être  qu'instantané  autour  de  l'axe  0/^.  S'il  s'agit, 
par  exemple,  d'un  ellipsoïde  homogène,  retenu  par 
son  centre  de  figure ,  le  mouvement  est  stable  autour 
du  plus  grand  ou  du  plus  petit  de  ses  trois  diamètres 
principaux,  et  non  stable  autour  de  son  diamètre 
moyen. 

422.  Dans  le  cas  de  l'instabilité  du  mouvement, 
les  formules  (2)  n'exprimeront  les  valeurs  appro- 
chées de  p  et  ^  que  pendant  les  premiers  instans  du 
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mouvement,  et  tant  qu'elles  seront  très  petites, 
comme  le  supposent  les  équations  (i),  dont  elles 
sont  déduites.  Pour  avoir  les  valeurs  dep,  q,  r,  à 
un  instant  quelconque ,  il  faudra  alors  recourir  à  la 
solution  rigoureuse  du  problème.  Dans  le  cas  de  la 
stabilité,  les  valeurs  approchées  de  p  et  ^,  donne'es 
par  les  équations  (2) ,  subsisteront  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement;  et  l'on  déterminera  de  la 
manière  suivante  celles  des  trois  angles  ^  ,  ô ,  (p. 

Je  supposerai ,  comme  dans  le  n°  4^^?  ^ue  le  mou- 
vement a  été  produit  par  le  choc  d'une  masse  fx,  dont 
tous  les  points  avaient  une  vitesse  v,  parallèle  à  ime 
droite  FE  (  ^^,  8  ) ,  passant  par  le  centre  de  gravité 
de  /A,  et  comprise  dans  le  plan  des  x  et  j.  Les 
équations  (/)  auront  lieu  comme  précédemment  ;  et 
en  désignant  toujours  par^ la  distance  de  cette  droite 
au  point  0,  la  quantité  k  qu'elles  renferment  sera 
encore  le  moment  fJL^f  de  la  percussion  initiale.  Au 
moyen  de  r=in  et  des  formules  (2),  ces  équa- 
tions (?)  deviendront 

•  û    •     ^                       AV/B(i3— C)     .    ,  ^    ,    ,       N 
sm  b  sm  (p  =  —  (t  — - — ^ sin[(ynt  +  y), 

•  fl  ^  Bi/A(A  — C)  «  .         V    l/r-\ 

sm  t)  cos  (p  =  —   et  —^ — ~ ^  cos^J'nt  +  y)^  >  (ù) 


9Cn 


y-^f 


Les  angles  6  et  (p  étant  donnés  à  l'origine  du  mou- 
vement, si  l'on  fait  tz=.o  dans  les  deux  premières  de 
ces  équations,  on  en  déduira  les  valeurs  des  deux 
constantes  a  et  y.  Ces  deux  équations  feront  ensuite 
connaître  les  valeurs  de  cp  et  9  à  un   instant  quel- 
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conque ,  après  que  la  constante  n  aura  aussi  été  déter- 
minée. Il  faudra  que  a  soit  une  quantité  très  petite, 
pour  que  les  valeurs  de  /?  et  ^,  données  par  les  équa- 
tions (2),  soient  très  petites,  comme  on  Fa  supposé. 
Cela  étant ,  9  sera  constamment  un  très  petit  angle , 
et  Taxe  principal  Oz^,  dont  s'écarte  très  peu  Taxe 
instantané  de  rotation,  s'écartera  lui-même  très  peu 
de  l'axe  Oz  perpendiculaire  à  la  direction  FE  de  la 
percussion  primitive. 

En  négligeant  le  carré  de  6,  la  troisième  équa- 
tion (3)  se  réduit  à 

l/.^f  =  C^  ; 

ce  qui  fera  connaître  la  constante  n ,  qui  sera ,  à  très 
peu  près ,  la  vitesse  angulaire  du  mobile  autour  de 
l'axe  instantané. 

La  troisième  équation  (7)  du  n*  410  se  réduira  de 
même  à 

ndt  z=.  d(p  —  d-i^  ; 

d'où  l'on  tire 

4/  =  c?  4-  (p  —  nt  ; 

c  étant  une  constante  arbitraire ,  que  l'on  détermi- 
nera d'après  les  valeurs  initiales  de  (p  et  -vl/.  Cette  der- 
nière équation  fera  ensuite  connaître  l'angle  4/  à  un 
instant  quelconque  ;  ce  qui  complète  la  solution  du 
problème. 

425.  Lorsque  le  mobile  est  un  solide  de  révolu- 
tion,  dont  Qz^  est  l'axe  de  figure,  on  a  B  =  A;  la 
première  équation  {d)  se  réduit  à  dr=o\  r  est  donc 
une  constante  arbitraire  n;  et  toutes  les  formules  du 
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n"  420  ,  ainsi  que  les  équations  (5) ,  ont  lieu  rigou- 
reusement. 

L'angle  fl  n'est  plus  assujetti  à  être  très  petit  ; 
mais ,  en  vertu  de  la  troisième  équation  (5) ,  sa  valeur 
est  constante  pendant  le  mouvement  ;  en  sorte  que 
l'axe  de  figure  du  mobile  décrit  un  cône  droit  à 
base  circulaire ,  autour  de  la  droite  Oz  perpendicu- 
laire à  la  direction  FE  du  choc  primitif.  En  désignant 
par  6  la  valeur  constante  et  donnée  de  cet  angle  9 , 
on  aura 

pour  déterminer  la  constante  n.  D'après  les  deux 
premières  équations  (5) ,  on  aura  aussi 

aV»/^sin*£  =  a^h?{k  —  C), 

pour  déterminer  la  constante  et  ;  et  en  vertu  des 
équations  (2)  la  vitesse  angulaire  œ  autour  de  l'axe 
instantané  sera  (n°  4^6) 


Où 


=  \/n'+'^{-sm'e; 


ce  qui  montre  que  cette  vitesse  sera  constante,  de 
manière  que  le  mobile  tournera  uniformément,  soit 
autour  de  l'axe  instantané,  en  vertu  de  cette  vitesse  , 
soit  autour  de  son  axe  de  figure,  en  vertu  de  la  vi- 
tesse n. 

Les  deux  premières  équations  (5)  donnent  aussi 

tang9=:tang(cr/2^  +>),       (p^J'ut-i-y. 

La  troisième  équation  (7)  du  n''  4^0  devient 

ndt  =  Sndt  —  cos  g  d'^  ; 
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en  désignanl  par  c  une  constante  arbitraire ,  on  en 

déduit 

^  COS  t  A.        ' 

par  conséquent ,  l'angle  cp  ,  compté  sur  un  plan  per- 
pendiculaire à  Taxe  de  figure,  et  langle  4  >  compté 
sur  le  plan  du  choc  primitif  et  du  point  0,  varient 
Tun  et  l'autre  uniformément. 

424.  La  stabilité  du  mouvement  autour  des  axes 
principaux  du  plus  grand  et  du  plus  petit  moment 
d'inertie ,  ayant  été  conclue  des  équations  ('2),  qui  ne 
sont  qu'approchées,  on  pourrait  conserver  quelque 
doute  sur  l'exactitude  de  cette  conclusion  ;  mais  on 
démontre  rigoureusement  la  stabilité  dont  il  s'agit , 
au  moyen  des  intégrales  exactes  {e)  et  (f)  des  équa- 
tions du  mouvement. 

En  effet ,  en  multipliant  la  première  par  C ,  et  la 
retranchant  de  la  seconde ,  on  a 

A(A-C)j.^  +  B(B  — C)9-=D;       (4) 

D  désignant,  pour  abréger,  la  constante  A:*  —  C^.  Si 
donc  Taxe  instantané  s'écarte  très  peu  de  l'axe  prin- 
cipal Oz^  à  Forigine  du  mouvement,  de  sorte  que 
les  quantités  p  et  q  soient  très  petites  à  cette  époque, 
la  constante  D  sera  aussi  très  petite  ;  d'où  je  conclus 
que  les  valeurs  de  p  et  ^  devront  rester  très  petites 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement ,  lorsque  les 
deux  différences  A  —  C  et  B  —  C  seront  de  même 
signe;  car  il  faudra,  en  vertu  de  l'équation  (4),  que 
leurs  carrés,  multipliés  par  des  quantités  de  même 
signe,  et  ensuite  ajoutés,  donnent  constamment  une 
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somme  très  petite.  On  peut  même,  dans  ce  cas, 
fixer  des  limites  aux  valeurs  de  p  et  q,  et  l'on  voit 
qu'on  aura  toujours 

F    ^  A(A— C)^     ^   ^B(B— Cy 

Mais  si  les  différences  A  —  C  et  B  —  C  sont  de 
signe  contraire,  et  que  la  constante  D  soit  encore 
supposée  très  petite,  on  conçoit  que  l'équation  (4) 
pourra  néanmoins  être  satisfaite,  sans  que  les  va- 
leurs de  p  et  ^  soient  astreintes  à  demeurer  constam- 
ment très  petites;  et,  en  effet,  l'analyse  du  n°  420 
mionlre  qu'alors  ces  valeurs  ne  sauraient  être  sup- 
posées très  petites  pendant  toute  la  durée  du  mou-r 
vementp 

Au  reste,  les  axes  principaux  relatifs  au  point  fixe 
0  sont  les  seuls  axes  qui  puissent  rester  les  mêmes 
dans  l'intérieur  du  mobile,  et  demeurer  en  repos  ^ 
quand  ils  ne  sont  pas  entièrement  fixes,  ainsi  qu'on 
l'a  déjà  vu  dans  le  n°  589.  Cela  résulte  actuellement 
des  équations  (d).  En  effet,  pour  que  l'axe  instantané 
de  rotation  conserve  toujours  la  même  position,  il 
faut  que  les  trois  quantités  p,  q ,  r,  soient  constantes. 
On  a  donc  dpz=o,  dq  =  o,  dr=o;  ce  qui  réduit 
les  équations  [d)  à 

(B  — A)j9^  =  o,    (A  — C;r/?=o,    (C— .B)^r=0. 

Si  les  trois  momens d'inertie  A,  B,  C,  sont  inégaux, 
il  faudra  supposer  nulles  deux  des  trois  quantités  p, 
q  f  r ,  pour  satisfaire  à  ces  équations  ;  et  alors  l'axe 
instantané  coïncidera  avec  l'un  des  trois  axes  Ox^^ 
2.  n 
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Oji ,  Ozj.  Si  deux  de  ces  trois  momens  d'inertie  sont 
égaux,  de  sorte  que  Von  ait  B  =  A  ,  par  exemple,  la 
première  équation  disparaîtra,  et  l'on  satisfera  aux 
deux  autres  en  prenant  r=o.  L'axe  instantané  sera 
donc  alors  situé  dans  le  plan  des  deux  axes  Ox^  et  Oj^; 
mais  on  sait  que,  dans  un  pareil  cas,  toutes  les  droites 
comprises  dans  ce  plan ,  et  passant  par  le  point  0 , 
sont  des  axes  principaux  ;  Taxe  de  rotation  immobile 
sera  donc  encore  un  axe  principal.  Enfin,  lorsqu'on 
a  A  ==  B  =  C  ,  ces  trois  équations  sont  identiques,  et 
Ton  peut  prendre  les  valeurs  de  p,  q,  r ,  arbitraire- 
ment; mais  aussi,  dans  ce  cas  particulier,  toutes  les 
droites  qui  passent  par  le  point  0  sont  des  axes  prin- 
cipaux ;  par  conséquent,  dans  tous  les  cas,  l'axe  de 
rotation ,  s'il  demeure  immobile,  ne  pourra  être  qu'un 
axe  principal. 

§  lïl.  Solution  d'un  cas  particulier  de  mouvement  de 
rotation  d'un  corps  pesant, 

425.  Lorsque  le  point  ïii^e  0  n'est  pas  le  centre  de 
gravité  du  mobile ,  et  qu'on  ne  fait  point  abstraction 
de  la  pesanteur,  on  n'est  parvenu,  jusqu'à  présent , 
à  intégrer  le  système  des  équations  (7)  et  {b)  des 
n"  4^^  ^*  4ï^?  ^^^  quand  le  mobile  est  un  solide  de 
révolution ,  et  que  le  point  0  appartient  à  son  axe  de 
figure.  C'est  ce  cas  particulier  que  nous  allons  main- 
tenant considérer. 

'Supposons  que  l'axe  principal  Oz^  soit  l'axe  de  fi- 
gure, et  qu'on  ait,  par  conséquent,  B  =  A.  Suppo- 
sons aussi  que  le  centre  de  gravité  G  du  mobile  {£ig,  9) 
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appartienne  à  l'axe  des  z^  positives,  de  sorte  qu'on  ait 
(n"  4i5)  ^  =  o  et  ê=  o,  et  que  y  soit  une  quantité 
positive  et  donnée,  qui  représente  la  distance  OG. 
L'axe  Oz  étant  vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  la 
pesanteur,  l'angle  G  ou  jzOz^  sera  aigu  ou  obtus  ,  se- 
lon que  le  point  G  se  trouvera  au-dessous  ou  au-dessus 
du  plan  horizontal  mené  par  le  point  0.  Dans  ces 
deux  cas ,  les  équations  {h)  deviendront 

{^dr  =  o  ,  ) 

^d(i  —  (C  —  k)rpdt  =:  yd'Mgdt,         [  (i) 
Mp  4-  (C  —  A)rqdt   =  —  yb"Mgdt;    ) 

les  quantités  a"  et  b"  qu'elles  renferment  étant ,  d'a- 
près les  équations  (c) , 

a"  =  —  sin  6  sin  <p  ,        b"  =  —  sin  G  cos  (p. 

Nous  appellerons  équateur  du  mobile  la  section 
perpendiculaire  à  son  axe  de  figure,  et  passant  par  le 
point  0.  Soient  NEN'E'  cette  section,  et  IsOW  la 
droite  suivant  laquelle  elle  coupe  le  plan  horizontal 
mené  par  ce  point  fixe.  Toutes  les  droites  qui  passent 
par  ce  point  et  sont  comprises  dans  cette  section, 
étant  des  axes  principaux ,  l'angle  (p  pourra  se  rap- 
porter à  Tune  quelconque  d'entre  elles  ;  et  E  étant 
un  point  déterminé  du  mobile ,  on  pourra  prendre 
pour  (p  l'angle  NOE.  L'angle  -vj^,  dont  la  troisième 
équation  (7)  renferme  la  différentielle ,  sera  l'angle 
NOx,  compté  à  partir  d'une  droite  ii^Q  Ox ,  menée 
arbitrairement  dans  le  plan  horizontal.  On  aura  donc, 
à  un  instant  quelconque , 

.^Oz^  =  G ,    NOE  =  (p ,    NO^  =  4  ;   ■ . 

1 1.. 
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et  Ton  a  suffisamment  expliqué,  dans  le  n°  S^S,  com- 
ment la  position  du  mobile  sera  déterminée,  sans  au- 
cune ambiguité,  au  moyen  des  trois  angles  %[/ ,  (p 
et  fl. 

426.  En  désignant  par  n  une  constante  arbitraire, 
on  aura  r-=n ,  d'après  la  première  équation  (i).  Le 
mouvement  de  rotation  du  corps  sera  donc  uniforme, 
parallèlement  à  son  équateur.  Pour  définir  la  direc- 
tion de  ce  mouvement,  nous  supposerons  que  le  point 
N  soit  le  nœud  ascendant  de  Téquateur;  en  sorte  que, 
quand  le  point  E  parviendra  au  point  N ,  son  rayon 
EO  s'élèvera  au-dessus  du  plan  horizontal ,  en  vertu 
de  la  vitesse  angulaire  n ,  qui  sera  alors  une  quantité 
positive.  En  effet,  d'après  la  troisième  équation  (7) 
du  n"  4^^  >  ^^  d^ViXdi 

d(^  :=.  ndt  4"  cos  âii'vp.        (2) 

Lorsque  le  point  E  est  en  N ,  l'angle  cp  est  zéro  ou  un 
multiple  de  ^tT;  et,  dans  l'instant  suivant,  il  s  élè- 
vera ou  s'abaissera,  selon  que  l'angle  (ù  augmentera 
ou  diminuera  (n**  578);  donc,  pour  que  le  point  E 
s'élève  comme  on  le  suppose,  en  ayant  seulement 
égard  au  mouvement  du  corps  parallèlement  à  son 
équateur ,  il  faudra  que  le  premier  terme  de  d(p  soit 
positif. 

Cela  étant ,  si  son  second  terme  est  aussi  positif,  il 
augmentera  la  valeur  de  d(Py  qui  sera  donc  plus  grande 
que  si  le  nœud  N  était  immobile  ;  par  conséquent , 
son  mouvement  projeté  sur  l'équateur  sera  rétro^ 
grade  y  ou  en  sens  contraire  du  mouvement  du  corps, 
parallèlement  à  ce  plan.  Le  contraire  aura  lieu,  et  le 
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mouvement  du  nœud  sera  direct^  lorsque  le  second 
terme  de  la  valeur  de  dp  sera  ne'gatif.  Dans  le  second 
cas,  si  le  second  terme  l'emportait  sur  le  premier,  la 
valeur  complète  de  d(p  serait  négative,  et  le  point  E, 
parvenu  en  N ,  s'abaisserait  au-dessous  du  plan  hori- 
zontal ,  au  lieu  de  s'élever  au-dessus  ;  mais  cela  n'em- 
pêcherait pas  que  N  ne  fût  toujours  le  nœud  ascen- 
dant, eu  égard  au  mouvement  du  corps  autour  de 
son  axe  de  figure. 

Ainsi ,  le  sens  du  mouvement  du  nœud  ascendant 
N  dépendra  du  signe  qu'aura,  à  chaque  instant,  le 
produit  de  cos  6  et  d-i^  ;  et  ce  mouvement  sera  direct 
ou  rétrograde ,  selon  que  cos  S  et  d'>\.  seront  de  signe 
contraire  ou  de  même  signe. 

427.  En  ajoutant  les  équations  (i),  après  les  avoir 
multipliées  par  c",  U',  a",  les  seconds  membres  des 
deux  dernières  se  détruisent ,  et  l'on  trouve ,  comme 
dans  le  n°  4  ï  ^  > 

Cd.  rd'  +  M,  qb"  +  ^d.pa"  =  o  ; 

donc ,  a  cause  de  r  =  n ,  c''  =  cos  Ô ,  et  des  valeurs  de 
a"  et  b",  on  aura,  en  intégrant, 

Cwcosô  —  A(/?sin8sincp  +  ^sin9  cos(p)  =  Z;     (5) 

l  étant  une  constante  arbitraire ,  qui  exprimera , 
comme  dans  le  numéro  cité,  le  moment  des  quanti- 
tés de  mouvement  de  tous  les  points  du  corps  par 
rapport  à  l'axe  Oz.  Dans  le  mouvement  que  nous  con- 
sidérons, le  moment  de  ces  quantités  de  mouvement 
est  donc  une  quantité  constante,  mais  seulement  par 
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rapport  à  l'axe  vertical ,  et  non  plus  par  rapport  à 

tous  les  axes  passant  par  le  point  0. 

J'ajoute  encore  les  deux  dernières  équations  (i), 
après  les  avoir  multipliées  par  q  et  p  ;  ce  qui  donne 

A  (  pdp  +  qdq)  =  y{psm9  cos  (p  —  ^  sin  Ô  sin  (p)  Mgdt, 

Mais,  en  vertu  des  deux  premières  équations  (7)  du 
n*  4^^}  ^^  ^ 

p  sin  9  cos  <p  —  <7  sin  ô  sin  (p  =  —  siu  ô  ^  ; 

on  aura  donc 

AÇpdp  +  qdq)  =  —  Mgysm^dQ; 

et  en  intégrant  et  désignant  par  h  la  constante  arbi- 
traire ,  il  en  résultera 

A  (p^  +  q^)  =  2Mgy  cos  9  +  A.      (4) 

D'après  les  équations  (7)  qu'on  vient  de  citer,  on  a 
d'ailleurs 

p  sin  Ô  sin  ^  +  ç  sin  0  cos  <p  =  sin*  9  j-  » 

aiu  moyen  de  quoi  les  équations  (5)  et  (4)  pourront 
être  cîiangées  en  celles-ci  : 

Cwcosâ  — Asin'â  J=:Z,  j 

A  (sin-  9  §  +  J)  =  2mgy  cos  6  +  /^.  j 

Les  équations  (2)  et  (5)  donneront  des  valeurs  de 
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cit,  d^ ,  d(p,  dont  chacune  sera  de  la  forme  FÔ^Ô,  il 
ne  s'agira  donc  plus  que  d  mte'grer  ces  trois  formules 
différentielles ,  pour  avoir  les  valeurs  de  ^  ,  ^  >  Ç^^  en 
fonctions  de  0  ;  or,  leurs  trois  intégrales  se  réduiront, 
dans  tous  les  cas ,  aux  fonctions  elliptiques.  Mais  , 
sans  recourir  à  ces  fonctions,  on  pourra  aussi  obte- 
nir des  valeurs  approchées  de  4  >  ^  ^  6  ?  en  fonctions 
de^,  dans  les  exemples  que  nous  donnerons  plus  bas^ 
aprèv*^  avoir  déterminé  les  trois  constantes  arbitraires 
Uf  /,  h^  que  contiennent  les  équations  précédentes. 
Les  trois  nouvelles  constantes  qui  seront  renfermées 
dans  leurs  intégrales,  se  détermineront  d'après  les 
valeurs  de  4>  ^^  ^^  ^"^  répondent  à  ^  =  o:  celle 
de  fl  sera  donnée  ;  on  prendra,  si  l'on  veut,  'v[  =:  o  et 
(p  =  o,  pour  les  valeurs  initiales  de  'vj,  et  (p. 

428.  Quelles  que  soient  les  quantités  de  mouve- 
ment que  prendront  les  points  du  corps  à  l'origine 
du  mouvement,  leur  moment  principal  relatif  au 
point  0,  et  la  direction  de  son  axe,  seront  connus, 
d'après  les  percussions  qu'on  aura  exercées  sur  le  mo- 
bile à  cet  instant,  et  auxquelles  ces  quantités  de  mou- 
vement inconnues,  prises  en  sens  contraire  de  leurs 
directions,  devront  faire  équilibre  (n°  355). 

Par  la  règle  du  n°  281 ,  je  décompose  ce  moment 
principal  en  trois  autres  momens,  dont  les  axes  rec- 
tangulaires soient  la  partie  Oz^  de  l'axe  de  figure  qui 
comprend  le  centre  de  gravité  G,  une  droite  perpen- 
diculaire à  Oz^  et  contenue  dans  le  plan  vertical  de 
Oz  et  0^^ ,  et  une  droite  horizontale  perpendiculaire 
à  ce  plan.  Ces  trois  droites  étant  des  axes  principaux, 
le  moment  par  rapport  à  Oz^  aura  Cr  ou  Cn  pour  va? 
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leur  (ii°  4og)  ;  il  ferait  donc  connaître  la  valeur  de  n  ; 
mais  je  supposerai,  au  contraire,  cette  vitesse  don- 
née directement,  et  je  prendrai  Cn  pour  ce  mo- 
ment. 

Je  désignerai  par  fut  le  moment  par  rapport  au  se- 
cond axe^  et  par  771  le  moment  par  rapport  à  l'axe 
horizontal;  en  sorte  que  la  valeur  initiale  du  moment 
principal  sera  \/C*^*  + /a* -f- 77i*  ;  à  cause  de  B=A  et 
r  =  7^ ,  son  carré  est  A*  (p*  +  q'')  +  On""  (n**  409)  9  ^ 
un  instant  quelconque  ;  si  donc  on  appelle  a  la  va- 
leur initiale  de  l'angle  9,  on  aura,  en  vertu  de  Të- 
qualion  (4) , 

{2Mgy  cos  A  +  ^)  A  =  ^^  +  m% 

à  l'origine  du  mouvement;  ce  qui  donne 

h  =  ^---j —  —  2Mgy  cos  a. 

L'axe  du  moment  désigné  par  yw  fera  un  angîë 
a  +  90°  avec  Oz;  l'axe  du  moment  m  étant  perpen- 
diculaire à  cette  verticale ,  ce  moment  n'influera  pas 
sur  le  moment  Z  par  rapport  à  Oz  ;  d'après  l'expres- 
sion générale  de  E  du  n°  281,  nous  aurons  donc  sim- 
plement 

l  =  Cn  cos  a  -^  fiA,  sin  et. 

On  devra  se  rappeler  que  dans  ces  valeurs  de  k 
et  l,  l'angle  a  sera  aigu  ou  obtus ,  selon  qu  a  l'ori- 
gine du  mouvement  ,  le  centre  de  gravité  G  dti 
mobile  se  trouvera  au-dessous  ou  au-dessus  du  plan 
horizontal ,  passant  par  le  point  0. 

429.    Pour  vérifier   ces  différentes  formule^,  je 
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suppose  que  la  masse  M  du  mobile  soit  concentrée  à 
son  centre  de  gravite,  et  qu'il  se  change  en  un  pen- 
dule simple  dont  y  sera  la  longueur. 

Dans  ce  cas,  on  n'aura  point  à  considérer  l'angle  (p, 
et  le  mouvement  dépendra  seulement  des  angles  -vj/ 
et  fl.  Si  le  point  matériel  G  a  reçu ,  à  l'origine , 
une  vitesse  U  perpendiculaire  à  GO  et  dirigée  dans 
le  plan  GO2,  et  une  vitesse  k  perpendiculaire  à 
ce  plan ,   on  aura 

^  =  M>Â:,     m  =  lAyk', 

On  aura  aussi 

C  =  G,    A  =  My. 

Il  en  résultera 

^  =  (A:»  +  ^'*  — 2g>  cos  a)M,     Z  =  —  M^^  sin  ot  ; 

les  équations  (5)  deviendront 

y  sm*  %  -j   =  a:  sin  ût , 

y  (sin'  6  g +§)  =  A'+  A"  +  2g:.(cos  e  -  cos  a.)  ; 

et  il  est  aisé  de  les  faire  coïncider  avec  les  équa- 
tions (5)  et  (6)  du  n**  2o5. 

La  première ,  multipliée  par  \  ydt ,  exprime  que 
l'aire  décrite  autour  du  point  0  pendant  l'instant  dt^ 
par  la  projection  horizontale  du  rayon  vecteur  GO 
du  mobile ,  est  constante  et  égale  à  sa  valeur  ini- 
tiale ^yk  sin  a.  Le  premier  membre  de  la  seconde 
est  le  carré  de  la  vitesse  de  ce  point  matériel,  au 
bout  du  temps  t-,  et  A*  +  k'^  étant  le  carré  de  cette  ^ 


170  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

vitesse  à  l'origine  du  mouvement ,  cette  équation  est 

la  formule  du  n°  i5g. 

43o.  Dans  le  cas  d'un  corps  qui  ne  se  réduit  pas 
à  un  point  matériel,  si  l'on  écarte  le  mobile  de  sa 
position  d'équilibre ,  qu'on  loi  imprime  une  vitesse 
de  rotation  autour  de  son  axe  de  figure  ,  et  qu'on  l'a- 
bandonne ensuite  à  lui-même ,  les  deux  quantités  ^ 
et  m  seront  nulles ,  on  aura 

l  =^  Cn  cos  a  ,     ^  =  —  'jMgy  cos  a  , 
et  les  équations  (5)  deviendront 

sm^b  — •  =  —-  (cos  y  -—  cos  et)  ,  I 

•'^"  S  ^  +  ^  =  --F  (^^^  ^  -  ^^^^)'  ) 

En  vertu  de  la  seconde,  la  différence  cos 9 — cos  a 
est  toujours  positive  ;  en  vertu  de  la  première ,  la 
différentielle  d-^  le  sera  donc  aussi  ;  par  conséquent 
(n°  426)  ,  le  mouvemeuî  du  nœud  ascendant  N  sera 
direct,  quand  cos  6  sera  négatif,  ce  qui  suppose  le 
centre  de  gravité  G  au-dessus  du  plan  horizontal 
passant  par  le  point  0;  et  ce  mouvement  sera  ré- 
trograde ,  lorsque  G  sera  au-dessous  de  ce  plan ,  ce 
qui  répond  à  cos  6  positif. 

Quand  n  sera  zéro  ,  la  différentielle  d-^ ,  et  par 
suite  la  différentielle  d(p  donnée  par  l'équation  (2)  , 
seront  zéro;  les  angles  4  ^t  (p  seront  donc  constans, 
et  pourront  être  supposés  nuls  ;  le  mouvement  se 
changera  dans  celui  du  pendule  ordinaire,  autour 
d'un  axe  horizontal  par  rapport  auquel  le  moment 
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d'inertie  est  A;  et,  effectivement,  en  faisant  d^=o 
dans  la  seconde  équation  (6),  elle  se  réduit  à  Téqua- 
tion  (a)  du  n°  ^94  ,  quand  on  suppose  dans  celle-ci 
la  vitesse  initiale  égale  à  zéro. 

L'élimination  de  —   entre  les  deux  équations  (6) 

donne 


sin^fl^^=^  [sin^S— 2g=*(cosS— cosa)](cos6^cosa),  (7) 
en  faisant  pour  abréger, 

~A  Â  '      "Â^        •  ~Â~  ' 

où  Ton  peut  remarquer  que  A  est  la  long^ueur  du 
pendule  simple  qui  ferait  ses  oscillations  dans  le 
même  temps  que  le  mobile,  si  la  vitesse  n  était 
nulle.  En  même  temps,  la  première  équation  (6) 
deviendra 

sin^S  ^  =  2S  Y'^  (  C05  e  —  cos  et)  ,     (8) 

en  regardant  €  comme  une  quantité  positive  et 
donnée. 

Les  valeurs  approchées  de  G  et  t  qu'on  tirera  de 
ces  équations  (7)  et  (8) ,  et  celle  de  cp  qui  résultera 
de  l'équation  (2),  s'exprimeront  aisément  sous  forme 
finie,  dans  les  deux  cas  dont  nous  allons  nous  oc- 
cuper. 

45 1.  Je  suppose  d'abord  que  la  partie  Oz^  de  l'axe 
de  figure  qui  contient  le  centre  de  gravité  G  du 
mobile  ait  été  très  peu  écartée  de  la  verticale  Oz  à 


1^2  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

rorigine  du  mouvement,  de  sorte  que  l'angle  a  soit 
très  petit  ;  Tangle  6  le  sera  aussi ,  puisqu'on  a  tou- 
jours cos  fi  >»  cos  et;  et,  en  nëgligeanjt  les  quatrièmes 
puissances  de  ût  et  fl  dans  les  développemens  de  cos  et 
et  cos  6 ,  les  équations  (7)  et  (8)  deviendront 

6'  g  =  f  [(  I  +  g')6-  -  ê'«»](*»  -  8") ,  ) 

La  première  montre  que  S,  qui  doit  toujours  être 
une  quantité  positive  (n^*  SyS),  n'excédera  jamais  a  , 

et  ne  sera  pas  moindre  que  —-==-.  En  la  résolvant 

par  rapport  a  dt ,  ou  sl 


où  Ton  regardera  toujours  le  dénominateur  comme 
ime  quantité  positive ,  et  Ton  prendra  le  signe  infé- 
rieur ou  le  signe  supérieur,  selon  que  6  croîtra  ou 
décroîtra. 

Pour  faciliter  l'intégration ,  je  fais 

fl  =  es  sin?/,     (È  =.  et  cos  udu; 

il  en  résulte 

d.cosu 


v 


^  dt  =  ±z 


A  k^I  —  (l    ^^')C0S'U 

En  intégrant ,  on  aura  donc 
tU^  V/i  4-  ë^=  c±arc(sin=  V^i  +  S*  cos  u)  ; 
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c  étant  la  constante  arbitraire.  Pour  ^  =  o,  on  a  9=  a 
et  cos  uz=0'y  l'angle  qui  répond  au  sinus  zéro  est 
zéro  ou  un  multiple  quelconque  de  tt  ;  on  a  donc 
c  z=zi'7t ,  en  désignant  par  i  un  nombre  entier  posi^ 
tif,  négatif  ou  zéro  ;  et  en  remettant  pour  cos  u  sa 
valeur,  on  aura 

t  yjï  V'r+ë^"=i7rd=arc(sin=y^'-±^  \/^^^ë*). 

L'angle  S  décroissant  d'abord  depuis  â==û6  jusqu'à 
6  =    y — ^^ ,  on  prendra  le  signe  supérieur  et  i  =  o; 

croissant  ensuite  depuis  cette  dernière  valeur  jusqu'à 
6  =  ^^,  on  prendra  le  signe  inférieur  et  £=  i; 
décroissant     de    nouveau,    depuis    6  =  ût     jusqu'à 

6  =  -— —  ,  on  prendra  le  signe  supérieur  et  £  =  2  ; 

et  ainsi  de  suite.  C'est  de  cette  manière  qu'on  doit 
déterminer  la  co^nstante  arbitraire,  ajoutée  à  un  arc 
de  cercle  que  l'on  considère  comme  une  fonction  de 
son  sinus;  mais  il  est  plus  simple  de  passer  de  l'arc 
au  sinus ,  avant  cette  détermination. 

A  un  instant  quelconque,  on  aura,  d après  l'équa^ 
tion  précédente , 


6*  =  a»—  ^^siu^^y^ 


Q"-) 


En  appelant  T  le  temps  pendant  lequel  l'angle  S 
passera  de  sa  plus  grande  valeur  a  à  sa  plus  petite 
valeur,  qui  suit  immédiatement,  ou  reviendra  de  la 
plus  petite  à  la  plus  grande ,  on  en  conclut 
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T 


=  ^'^\/.-(r 


8(ï+^^)' 


Au  moyen  de  cette  valeur  de  6* ,  celle  de  c?^  y  ^^ 
est  donnée  par  la  seconde  équation  (9) ,  sera 

c  \h-  (I  +  c')dt  ,- 


J-^^v/f^ 


en  intégrant  et  supposant  qu'on  ait  4  =  ^  quand 
i  =  o ,  on  en  déduit 

+  =  arc  |_tang  = ^TX^' 

formule  qui  déterminera  le  mouvement  rétrograde 
du  nœud  ascendant  N  sur  le  plan  horizontal  passant 
par  le  point  0.  Si  la  constante  ê  n'est  pas  nulle , 
les  valeurs  de  l'arc  compris  dans  cette  formule  seront 

arc(tang  =  Qo)  =f  9r,     arc  ftang  =  o)  =  tT  , 
arc(tang  =  —  go)  =  |77-,     etc., 

au  bout  des  premier,  deuxième,  troisième,  etc.,  inter- 
valles de  temps  T;  par  conséquent,  l'arc  parcouru 
par  le  point  N  pendant  le  premier  intervalle  de 
temps  T,  sera 

pendant  les  deux  premiers  intervalles  T ,  il  sera 
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au  bout  des  trois  premiers ,  on  aura 

et  ainsi  de  suite.  Il  en  résulte  que  les  arcs  parcourus 
par  le  nœud  N  pendant  les  intervalles  T  successifs 
seront  tous  égaux  entre  eux,  et  auront  pour  va- 
leur commune 

j^ 

laquelle  est  d  autant  moindre,  que  la  constante  ë  sera 
un  plus  grand  nombre. 

Quant  à  la  valeur  de  <p ,  si  l'on  néglige  le  carré 
de  6  dans  l'équation  (2),  et  qu'on  suppose  (p  =  o 
quand  t  =  o,  on  aura 

(p  z=:  nt  -^  '^^; 

ce  qui  achèvera  de  déterminer  la  position  du  mo- 
bile à  un  instant  quelconque. 

452.  Quel  que  soit  l'angle  a,  supposons  actuel- 
lement que  l'angle  G  demeure  à  peu  près  constant , 
et  par  conséquent  très  peu  différent  de  et  ,  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement.  Faisons  donc 

Ô  =  et  —  Uf     S  =:  —  du; 

et  considérons  u  comme  une  variable  très  petite.  En 
négligeant  les  puissances  de  u  supérieures  au  carré, 
on  aura 

sin^  6  =  sin^a  —  ^^sin2ct  +  ?^'*C0S2a, 
cos  6  —  cos  a  ==z  u  sin  et  —  ^  u^  cos  a  ; 

et  à  ce  degré  d'approximation  ,  lequation  (7)  dorme 
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-  -^  =  2U  sih  ce, -^  u^(coscL  +  4^*)  > 

d'où  Ton  tire 

du 


v/f^.=. 


y  7.11  sin  CL  —  u^  (cos«  4-  4^"^)  ' 


En  intégrant  et  observant  que  m  =  o  quand  ^  =  o , 
il  vient 

t  y/C(cos«  +  4Î)=arc[cos=  i  -  î^^^]  , 
et  ^  par  conséquent , 

Pour  que  la  variable  u  soit  toujours  très  petite  , 
comme  je  l'ai  supposé,  il  faudra  que  la  quantité  Q  soit 
très  grande;  ce  qui  exige,  en  général,  qu'on  ait 
imprimé  au  mobile  une  très  grande  vitesse  de  rota- 
tion autour  de  son  axe  de  figure.  On  pourra  alors 
mettre  4^*  à  la  place  de  cos  a+  4^*,  et  Ton  aura^ 
plus  simplement , 


M  =  -^„  sm  et  sin* 


^Vf- 


En  mettant  ct^-udiu.  lieu  de  S  dans  Féquation  (8), 
négligeant  le  carré  àe  u,  et  supposant  que  Fangîe  cl 
ïie  soit  pas  nul,  ce  qui  permet  de  supprimer  le  fac- 
teur sin*  CL  y  commun  aux  deux  membres ,  nous  au- 
:i;ons 

dt  C  V   A  Va' 
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d'où  Ton  tire 

En  vertu  de  lequation  (2),  on  aura,  en  même 
temps, 

(p  =  n^  +  -n}/  cos  cl  , 

en  supposant  les  angles  (p  et  4  ^^^  ^  l'origine  du 
mouvement  ;  et  la  position  du  mobile ,  à  un  instant 
quelconque ,  sera  complètement  déterminée. 

On  conclut  de  G  =  a  —  u  ,  et  de  cette  valeur 
de  %[/ ,  i".  que  quand  le  mobile  que  nous  consi- 
dérons a  reçu  une  très  grande  vitesse  de  rotation 
autour  de  son  axe  de  figure ,  après  que  cette  droite 
a  été  écartée  de  la  direction  verticale,  son  équa- 
teur  conserve  une  inclinaison  à  peu  près  constante, 
sur  le  plan  horizontal  passant  par  le  point  0 ,  pen- 
dant toute  la  durée  du  mouvement  qui  en  ré- 
sulte; 2°.  qu'en  même  temps  l'intersection  de  ces 
deux  plans  prend  un  mouvement  à  très  peu  près 
uniforme,  très  lent  par  rapport  à  la  rotation  du 
mobile ,  et  qui  est  direct  ou  rétrograde ,  comme 
on  l'a  déjà  dit  (n*  4^0),  selon  que  le  centre  de 
gravité  du  corps  est  au-dessus  ou  au-dessous  du 
plan  horizontal.  Pourvu  que  l'angle  et  ne  soit  pas 
zéro,  l'angle  4  et  Je  mouvement  du  nœud  sont  in- 
dépendans  de  sa  grandeur*  L'inégalité  u  de  Tinclinai- 
son  de  Téquateur,  et  celle  qui  a  lieu  dans  le  mouve- 
ment du  nœud ,  sont  d'autant  moins  sensibles,  que  la 
rotation  est  plus  rapide,  et  la  quantité  f  un  plus 
grand  nombre. 


2. 
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Il  existe,  dans  beaucoup  de  cabinets  de  physique, 
une  machine  de  Bohnenberger ,  qui  représente  fidè- 
lement toutes  les  circonstances  de  ce  mouvement 
de  rotation,  de  même  que  la  machine  d'Athood 
montre  aux  yeux  toutes  les  circonstances  du  mou- 
vement des  corps  graves.  Le  mouvement  de  rota- 
tion est  produit  au  moyen  d'un  fil  enroulé  sur  l'é- 
quateur  du  mobile ,  et  attaché  à  Fun  de  ses  points , 
que  Ton  déroule  rapidement,  comme  dans  le  jeu  de 
la  toupie. 

On  remarquera  que  quand  a  est  zéro,  9  Test  aussi; 
ce  qui  rend  Téquation  (8)  identique ,  et  l'angle  4  ^^~ 
déterminé  ;  l'angle  (p  —  4  >  ^g^^  ^  ^^  9  représente 
alors  le  mouvement  du  corps  autour  de  son  axe  de 
figure ,  qui  demeure  constamment  vertical. 
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n;vv\ivvvv\a/vvvvvvv\\'V\ivvvv\^A/v\iv\^'vvvMA'vvvvvvvvvvv\'vvvvv«vv>iv^^ 

CHAPITRE  V. 

DU   MOUVEMENT   D'UN    CORPS    SOLIDE    ENTIEREMEÎVT 

LIBRE. 

455.  Pour  se  représenter  avec  plus  de  facilité  le 
mouvement  d'un  corps  solide  dans  l'espace,  on  j  substi- 
tue deux  autres  mouvemens,  l'un  de  rotation,  autour 
d'un  des  points  du  mobile,  et  l'autre  de  translation, 
commun  à  tous  ses  points.  Cela  revient  évidemment 
à  regarder ,  à  un  instant  quelconque ,  la  vitesse  de 
chaque  point  comme  la  résultante  de  deux  autres  vi- 
tesses, dont  l'une  soit  égale  et  parallèle  à  celle  du 
point  que  l'on  prend  pour  centre  du  mouvement  de 
rotation,  et  dont  l'autre  soit  particulière  à  chaque 
point  du  mobile  :  en  ayant  seulement  égard  aux  vi- 
tesses particulières,  le  corps  tourne  autour  du  centre, 
comme  autour  d'un  point  fix^Q  ;  et,  en  vertu  de  la  vi- 
tesse commune,  tous  ses  points  sont  transportés  dans 
l'espace ,  d'un  mouvement  commun  qui  n'altère 
en  aucune  manière  le  mouvement  de  rotation. 

Le  mouvement  de  translation  peut  être  révolu tif 
autour  d'un  autre  corps  en  repos  ou  lui-même  en 
mouvement.  Il  n'y  a  pas  de  rotation  toutes  les  fois 
qu'une  face  ou  une  section  déterminée  du  mobile 
reste  constamment  parallèle  à  elle-même;  il  y  a,  au 
contraire,  rotation  dans  le  même  temps  que  la  révo- 
lution, lorsque  le  mobile  tourne  constamment  la 

Î2., 
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même  face  vers  le  corps  central.  C'est  ce  second  cas 
qui  a  lieu  dans  le  mouvement  des  satellites  autour  de 
leurs  planètes.  La  lune  tourne  toujours  la  même  face 
vers  la  terre  ;  et  le  rayon  vecteur  qui  va  du  centre 
de  la  terre  au  centre  de  la  lune,  rencontre  toujours 
en  un  même  point  la  surface  du  satellite  {n**  i4i)j 
d'où  il  résulte  que  la  rotation  de  la  lune  sur  elle- 
même  et  sa  révolution  autour  de  la  terre ,  s'achè- 
vent dans  un  même  temps,  lequel  est  27^,52166.  On 
démontre ,  dans  la  Mécanique  céleste^  que  l'égalité  de 
ces  deux  mouvemens  subsistera  toujours,  quoique  le 
mouvement  révolutif  s'accélère  de  siècle  en  siècle 
(n*  244)  9  ^^  sorte  que  le  mouvement  de  rotation 
participe  également  à  cette  accélération,  dont  Laplace 
a  assigné  la  cause. 

Tant  qu'on  aura  seulement  pour  but  de  décompo- 
ser le  mouvement  d'un  corps  en  deux  mouvemens 
^  plus  simples  et  plus  faciles  à  concevoir,  on  pourra 
choisir  arbitrairement  le  centre  du  mouvement  de 
rotation  5  mais  lorsqu'il  s'agira  de  déterminer  effec- 
tivement ces  deux  mouvemens^  nous  prendrons  pour 
ce  point  le  centre  de  gravité  du  mobile ,  parce  qu'a- 
lors ,  dans  le  premier  instant ,  ces  deux  mouvemens 
se  détermineront  indépendamment  l'un  de  l'autre,  et 
qu'il  en  sera  de  même ,  dans  plusieurs  cas,  pendant 
toute  leur  durée  :  le  choix  de  ce  centre  de  rotation 
rendra  toujours  plus  simples  les  équations  différen- 
tielles des  deux  mouvemens ,  ainsi  qu'on  va  le 
voir. 

434.  Appelons  G  le  centre  de  gravité  du  mobile , 
M  sa  masse ,  et  dm  un  élément  quelconque  de  M.  Au 
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bout  du  temps  ty  compte  depuis  l'origine  du  mou- 
vement, désignons  par  x^y^z,  les  trois  coordonnées 
rectangulaires  de  ce  point  matériel,  et  par  ^,,  J", ,  z, , 
celles  du  point  G  par  rapport  aux  mêmes  axes.  Nous 
aurons 

M^,  :=ifxdm ,     Mjr,  z=:fjdtn ,     Mz,  =fzdm , 

en  étendant  les  intégrales  à  la  masse  entière.  Si  Ton 
dififérentie  ces  équations  par  rapport  à  ^ ,  on  pourra 
eflfectuer  cette  opération  sous  les  signes  f.  On  aura , 
de  cette  manière, 

Mt=/Î^'»'  m4=/|:^,«,  m§=/>;(0 

et,  pour  en  conclure  les  composantes  de  la  vitesse 
initiale  du  centre  de  gravité,  il  suffira  de  connaître 
les  valeurs  de  ces  dernières  intégrales  à  l'origine  du 
mouvement. 

Pour  cela ,  supposons  qu'à  cette  époque  des  parties 
fjt. ,  fjtfy  fj!',  etc. ,  de  M ,  reçoivent  des  vitesses  qui  soient 
les  mêmes  pour  tous  les  points  de  chacune  d'elles ,  et 
que  nous  représenterons  par  v,  v' ,  (^'",  etc.  ;  en  sorte 
qu'elles  prendraient  les  quantités  de  mouvement  jxs>^ 
pJv' ,  pt.V',  etc.,  si  elles  étaient  libres.  D'après  le  prin- 
cipe du  n°  355,  l'équilibre  doit  exister  entre  ces  quan-^ 
tités  de  mouvement,  prises  en  sens  contraire  de  leurs 
directions,  et  celles  que  prendront  réellement,  dans 
le  premier  moment,  tous  les  points  du  mobile,  les- 
quelles seront,  parallèlement  aux  axes  x^j,  js,  les  va- 
leurs iniliales  de  -^din,  —dm.  -/(i&?2,  relativement 
dt  ''  dt  ^  dt       ' 
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à  rélëmenl  dm.  Or,  les  directions  des  vitesses  i^,  v\ 
\f'y  etc. ,  étant  données ,  on  pourra  décomposer ,  pa- 
rallèlement à  ces  axes,  les  quantités  de  mouvement 
qui  leur  correspondent.  Si  donc  on  désigne  par  P, 
Q,  R,  les  sommes  de  ces  composantes,  suivant  les 
directions  des  x,  j,  z,  positives ,  et  si  l'on  observe 
que,  par  hypothèse,  le  mouvement  est  entièrement 
libre,  il  faudra  qu'on  ait,  pour  l'équilibre  dont  il 
s'agit , 

/t^=ï''  /l^-=Q'  /l^-=R. 

pour  la  valeur  particulière  ^  =  o.  Les  équations  (i) 
deviendront  donc 

Mt=P»    m|'  =  Q,    M^  =  R,      (.) 

à  l'origine  du  mouvement  ;  et  l'on  en  conclut  que  la 
vitesse  initiale  du  centre  de  gravité  sera  la  même ,  en 
grandeur  et  en  direction ,  que  si  la  masse  entière  M 
du  mobile  y  était  concentrée,  et  que  toutes  les  quan- 
tités de  mouvement  ^tp,  jwV,  /wV,  etc.,  ou  leurs  com- 
posantes?, Q,  R,  y  fussent  appliquées  parallèlement 
à  leurs  directions  respectives. 

455.  On  peut  supposer  que  jm,  fJL\  fji!',  etc.,  sont 
les  masses  de  corps  animés  des  vitesses  i^,  v',  p'',  etc., 
qui  sont  venus  frapper  simultanément  un  autre  corps 
en  repos ,  et  y  sont  restés  attachés ,  pour  former  une 
masse  totale  M,  dont  le  centre  de  gravité  G  a  pris  la 
vitesse  qui  a  pour  ses  trois  composantes  les  valeurs  de 

-— ,    ^\  ~,  données  par  les  équations  (2). 
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Le  problème  serait  différent  si  les  corps  choquans 
ne  restaient  pas  attaches  au  corps  choqué  après  les 
percussions.  Concevons  qu'une  masse  M  en  repos  soit 
frappée  par  un  autre  corps  en  mouvement,  qui  touche 
M  en  un  seul  point  E  (fig.  lo)  de  sa  surface  ;  suppo- 
sons, de  plus,  que  pendant  la  durée  du  choc  il  n'y 
ait  pas  de  glissement  de  l'un  des  corps  sur  l'autre , 
ou  du  moins,  s'il  y  en  a  un  d'une  très  petite  éten- 
due, faisons  abstraction  du  frottement  considérable 
auquel  il  pourrait  donner  lieu  (n"  555);  supposons  , 
enfin ,  que  EF  soit  la  normale  en  E  à  la  surface  de  M,^ 
et  comprise  dans  l'intérieur  du  corps.  On  verra,  dans 
un  autre  chapitre ,  que  le  mouvement  de  M  sera  le 
même  que  si  une  certaine  partie  jW  de  la  masse,  dont 
le  centre  de  gravité  serait  situé  sur  EF,  recevait,  sui- 
vant cette  direction ,  une  certaine  vitesse  i^,  commune 
à  tous  ses  points.  La  droite  EF  est  donc  la  direction 
du  choc;  et  son  intensité,  c'est-à-dire,  la  quantité  de 
mouvement /^i^ ,  sera  déterminée,  dans  ce  chapitre  ,^ 
d'après  le  mouvement  du  corps  choquant  et  la  forme 
des  deux  corps,  élastiques  ou  non  élastiques. 

Cela  étant,  si  l'on  appelle  V  la  vitesse  que  prendra 
le  centre  de  gravité  G  de  M ,  elle  sera  dirigée  suivant 
la  droite  GD,  parallèle  à  EF,  et  elle  aura  pour  va- 
leur le  rapport  de  ^p  à  M,  de  sorte  que  l'on  aura 

Réciproquement ,  si  la  vitesse  V  du  centre  de  gravité 
est  donnée  par  l'observation,  en  la  multipliant  par 
M,  on  aura  la  quantité  de  mouvement  qui  a  été  im- 
primée au  corps  choqué,  suivant  la  partie  intérieure 
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de  la  normale  à  la  surface,  menée  par  le  point  E  où 
le  choc  a  eu  lieu;  propriété  qui  appartient  exclusi- 
vement au  centre  de  gravité  G ,  et  qui  n'aurait  pas 
lieu,  en  général,  pour  la  vitesse  que  prend  le  point 
E,  ou  tout  autre  point  de  M,  situé  ou  non  sur  la  di- 
rection du  choc. 

456.  Afin  que  l'on  voie  plus  clairement  comment 
le  mouvement  de  rotation  d'un  corps  se  trouve  sim- 
plifié, quand  on  le  rapporte  à  son  centre  de  gravité  , 
supposons  d'abord  que  Ton  veuille  déterminer  ce 
mouvement  autour  d'un  point  déterminé  C  (fîg.  11) 
de  ce  corps,  que  nous  ferons  ensuite  coïncider  avec 
son  centre  de  gravité  G. 

Soient  CA,  en  grandeur  et  en  direction,  la  vitesse 
du  point  C,  etBD  celle  d'un  autre  point  quelconque 
B  du  mobile.  Par  le  point  B ,  tirons  une  droite  BE 
égale  et  parallèle  à  CA,  et  achevons  le  parallélo- 
gramme BEDF.  On  pourra  remplacer  la  vitesse  BD 
par  ses  deux  composantes  BE  et  BF;  et  si  l'on  dé- 
compose de  même  les  vitesses  de  tous  les  points  du 
mobile,  ils  auront  tous  une  vitesse  commune,  égale 
et  parallèle  à  CA ,  et  chacun  d'eux  aura,  en  outre,  une 
vitesse  particulière.  Or,  si  l'on  imprime  au  point  B  et 
à  tous  les  autres  points  du  corps,  une  vitesse  égale,  pa- 
rallèle et  contraire  à  CA ,  on  réduira  le  point  C  au  re- 
pos, sans  altérer  le  mouvement  de  rotation  autour 
de  ce  point ,  qui  sera  du  aux  vitesses  particulières  des 
autres  points ,  savoir,  BF  pour  le  point  B.  Pour  dé- 
terminer ce  mouvement,  on  pourra  donc  considérer 
C  comme  un  point  ûxe,  après  avoir  imprimé  à  tous 
les  élémens  du  corps ,  des  quantités  de  mouvement 
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égales  aux  produits  de  leurs  masses  et  de  la  vitesse 
CA ,  et  dirigées  en  sens  contraire  de  CA.  Or,  la  résul- 
tante de  toutes  ces  forces  parallèles  et  proportion- 
nelles aux  masses,  sera  égale  à  leur  somme,  et  pas- 
sera par  le  centre  de  gravité  G,  comme  la  résul- 
tante des  forces  qui  proviennent  de  la  pesanteur  ; 
par  conséquent ,  si  l'on  désigne  par  U  la  vitesse  CA , 
et  toujours  par  M  la  masse  du  mobile,  il  suffira  de 
joindre  aux  quantités  de  mouvement  données,  qui 
peuvent  être  imprimées  simultanément  à  différentes 
parties  de  M ,  une  autre  quantité  de  mouvement 
MU ,  dirigée  suivant  la  droite  GA',  parallèle  et  con- 
traire à  CA.  On  déterminera  ensuite  le  mouvement 
de  rotation  autour  du  point  C ,  par  les  règles  du 
chapitre  précédent ,  et  comme  si  C  était  un  point 

Cette  détermination  exigera  donc  que  Ton  con- 
naisse la  vitesse  U  du  point  C  ;  mais  lorsque  ce 
point  sera  le  centre  de  gravité  G ,  il  est  évident 
qu'après  avoir  appliqué  au  mobile  la  quantité  de 
mouvement  MU,  dont  la  direction  passera  par  ce 
point  G ,  on  en  pourra  faire  abstraction  ;  car  une 
force  quelconque ,  passant  par  le  centre  d'un  mou- 
vement de  rotation ,  ne  peut  influer  en  aucune  ma- 
nière sur  ce  mouvement,  puisqu'elle  ne  saurait  faire 
tourner  le  corps  autour  de  ce  point,  plutôt  dans  un 
sens  que  dans  le  sens  opposé. 

Concluons  donc  que  quand  on  imprime  simultané- 
ment des  quantités  de  mouvement  données,  en  gran- 
deur et  en  direction ,  à  différentes  parties  d'un  corps 
solide ,  le  mobile  commence  à  tourner  autour  de  son 
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centre  de  gravité,  comme  autour  d'un  point  ûxe ,  et 
sans  qu'on  soit  oblige  d'ajouter  aucune  autre  quan- 
tité de  mouvement  à  celles  qui  sont  données. 

457.  En  combinant  ce  théorème  avec  ce  qui  pré- 
cède, on  déterminera  complètement  le  mouvement 
initial  d'un  corps  solide  de  forme  quelconque ,  de 
quelque  manière  qu'il  soit  produit. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  le  mobile  dont 
le  centre  de  gravité  est  G  (fîg.  10),  et  dont  la  masse 
est  M ,  soit  frappé  en  un  point  E  de  sa  surface  par  un 
autre  corps  qui  s'en  détache  après  le  choc.  En  pre- 
nant pour  son  mouvement  de  translation  celui  du 
point  G,  et  ayant  seulement  égard  à  ce  mouvement, 
tous  les  points  du  mobile  décriront,  dans  le  premier 
instant,  des  droites  parallèles  à  la  normale  EF  ;  on 
pourra  toujours,  comme  on  l'a  dit  tout  à  l'heure , 
déterminer  leur  vitesse  commune,  cpii  sera  la  vitesse 
complète  du  point  G  ;  mais,  pour  plus  de  simplicité , 
je  la  supposerai  donnée  par  l'observation,  et  je  la  re- 
présenterai par  V.  Indépendamment  de  ce  mouve- 
ment de  translation,  le  corps  tournera  autour  du 
point  G  comme  s'il  était  fixe ,  et  qu'une  partie  de  la 
masse  M ,  dont  le  centre  de  gravité  serait  sur  la  droite 
EF,  reçut  une  quantité  de  mouvement  équivalente  à 
MV.  Par  conséquent ,  dans  le  premier  moment ,  la 
direction  de  Taxe  instantané  de  rotation  et  la  vitesse 
angulaire  du  mobile  autour  de  cet  axe ,  se  détermi- 
neront d'après  les  équations  (Z)  du  n°  4^^^  dans^^ 
lesquelles  on  fera 

k  =  MV/;  • 
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y  étant  la  perpendiculaire  GL,  abaissée  du  point  G  sur 
la  droite  EF. 

Appelons ,  pour  cela ,  où  cette  vitesse  angulaire ,  et 
a,  ê,  y  y  les  angles  que  fait  la  direction  de  Taxe  ins- 
tantané avec  les  trois  axes  principaux  du  mobile  qui 
se  coupent  au  point  G  ;  soit  aussi  HEK  la  section  du 
mobile  qui  renferme  le  point  G  et  la  droite  EF;  par 
le  point  G,  élevons  sur  ce  plan  une  perpendiculaire, 
et  représentons  par  a,  h,  c,  les  angles  qu'elle  fera 
avec  les  axes  auxquels  répondent  a,  Q ,  y'  d'après 
les  équations  (Z)  et  les  formules  (3)  du  n°  4^5 ,  nous 
aurons 

Aû)COsa=/:cosa,   B^ycosf  =  â:cos^,  Ca)COs;/=Â:cosc; 

A,  B,  C,  étant  les  trois  momens  d'inertie  du  mobile 
par  rapport  aux  mêmes  axes.  On  en  déduit 

^ k^  cos^  a         k^  cos'*  b         k^  cos^  c 

^  j;^       I        £i       I        çi    * 

Les  valeurs  de  a,  b,  c,  seront  données  dans  chaque 
cas  ;  on  connaîtra  donc  la  vitesse  rv  ;  et  les  équations 
précédentes  détermineront  les  angles  a,  f ,  y,  c'est-^ 
à-dire,  la  direction  de  l'axe  instantané. 

Si  la  perpendiculaire  à  la  section  HEK  coïncide 
avec  l'un  des  trois  axes  principaux ,  de  sorte  qu'on 
ait,  par  exemple,  a  =  90°,  ^==go%  c  =  o,  il  en 
résultera  a  =  90',  S  =  90°,  c  =  o ,  et  l'axe  instan- 
tané coïncidera  aussi  avec  le  même  axe  principal; 
d'oii  il  suit  qu'un  corps  libre ,  qui  est  frappé  dans  le 
plan  de  deux  des  trois  axes  principaux  relatifs  à  son 
centre  de  gravité,  commencera  à  tourner  autour  du 
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troisième  axe.  En  mettant  pour  k  sa  valeur,  celle  de 

la  vitesse  initiale  de  rotation  sera ,  dans  ce  cas , 

MV/ 

Réciproquement,  il  est  aisé  de  conclure  des  équations 
précédentes  que  le  mobile  ne  peut  commencer  à 
tourner  autour  de  la  perpendiculaire  au  plan  de  la 
section  HEK ,  de  manière  que  a ,  f ,  5/ ,  soient  égaux 
aux  angles  a^  b ,  c,  ou  a  leurs  supplémens ,  à  moins 
que  cette  perpendiculaire  ne  soit  un  des  axes  princi- 
paux qui  se  coupent  au  point  G. 

Lorsque  le  mobile  sera  une  sphère  homogène  ou 
composée  de  couches  concentriques ,  la  perpendicu- 
laire EF  passera  par  le  point  G,  qui  sera  son  centre 
de  figure.  On  aura  donc  y  =  o,^  =  o,  û)  =  o;  en 
sorte  que  le  mobile  ne  prendra  aucun  mouvement  de 
rotation.  Quand  on  parvient,  par  une  percussion,  à 
faire  tourner  sur  elle-même  une  sphère  entièrement 
libre,  c'est  toujours  parce  que  le  corps  choquant 
glisse  plus  ou  moins  sur  cette  sphère,  et  le  mouve- 
ment de  rotation  est  alors  produit  par  le  frottement 
qui  a  lieu  pendant  la  durée  du  choc. 

Quelle  que  soit  la  forme  du  corps  choqué,  si  le 
corps  choquant  s'y  attache,  les  formules  précé- 
dentes auront  encore  lieu,  en  y  mettant  la  quantité 
de  mouvement  du  second  corps  avant  le  choc, 
à  la  place  de  MV ,  et  prenant  pour  f  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  centre  de  gravité  des  deux  masses, 
sur  la  direction  primitive  du  centre  de  gravité  du 
second  corps  :  A,  B,  C,  seront  alors  les  momens 
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d'inertie  principaux  du  corps  forme  des  deux  masses 
réunies. 

458.  Occupons-nous  maintenant  du  mouvement 
de  la  masse  M  au  bout  d'un  temps  quelconque  t,  et 
considérons  successivement  ses  mouvemens  de  trans- 
lation et  de  rotation ,  rapportes  lun  et  l'autre  à  son 
centre  de  gravité. 

I*.  A  cet  instant,  soient  X,  Y,  Z,  les  compo- 
santes parallèles  aux  axes  des  oc  j  y,  z,  de  la  force 
accélératrice  donnée  qui  agit  sur  l'élément  quel- 
conque dm\  les  forces  perdues  par  ce  point  maté- 
riel, pendant  l'instant  dt  y  seront  (n''  Sgi) 

(X_g)..,    (Y-Jf)..,    (Z-|î)^., 

parallèlement  aux  mêmes  axes.  Le  mobile  étant  en* 
tièrement  libre  ,  il  faudra  pour  l'équilibre  des  forces 
perdues  par  tous  ses  élémens,  que  les  intégrales  de 
ces  quantités,  étendues  à  la  masse  entière,  soient 
égales  à  zéro  ;  par  conséquent ,  on  aura 

f%dm^fZdm,j'%dw^f\dm,f^m=:fZdm. 

Mais  en  différentiant  de  nouveau  les  équations  (i), 
on  a 

il  en  résultera  donc 


igo  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

d'où  Ton  conclut  que  pendant  toute  la  durée  du 
mouvement ,  le  centre  de  gravité  G  du  mobile  se 
meut  comme  si  sa  masse  entière  M  y  était  concen- 
trée ,  et  que  les  forces  motrices  qui  agissent  sur  tous 
ses  points,  ou  leurs  composantes,  y  fussent  appli- 
quées parallèlement  à  leurs  directions. 

2*.  Après  avoir  détruit,  comme  dans  le  n*  456, 
le  mouvement  de  translation  initial  du  mobile  , 
supposons  qu'à  chaque  instant  on  communique  à 
tous  ses  points  des  accroissemens  de  vitesse  infini- 
ment petits ,  égaux  et  de  direction  contraire  à  celui 
qui  a  lieu,  au  même  instant,  pour  le  point  G.  Ce  point 
sera  réduit  au  repos  pendant  toute  la  durée  du  mou- 
vement ;  et  la  rotation  autour  de  ce  même  point  ne 
sera  point  altérée.  Or ,  cela  revient  évidemment  à 
appliquer,  pendant  toute  la  durée  du  mouvement ,  à 
tous  les  élémens  du  mobile,  des  forces  accéléra- 
trices égales  et  contraires  à  celle  du  centre  de  gravité  ; 
les  forces  motrices  correspondantes  étant  parallèles  et 
proportionnelles  aux  masses  de  ces  points  matériels, 
leur  résultante  passera  constamment  par  le  point  G  ; 
on  en  pourra  donc  faire  abstraction,  en  déterminant  le 
mouvement  de  rotation  autour  de  G.  Par  conséquent, 
ce  mouvement  sera  le  même,  à  chaque  instant,  que  si 
G  était  un  point  fixe ,  et  que  les  forces  qui  agissent , 
à  cet  instant ,  sur  le  mobile ,  ne  fussent  pas  chan- 
gées. 

Ces  deux  théorèmes  sont  semblables  à  ceux  des 
n**'  454  et  456,  qui  se  rapportent  à  l'origine  du  mou- 
vement; mais  il  ne  s'ensuit  pas  que  pendant  toute 
sa  durée,  le  mouvement  de  translation  du  mobile 
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et  son  mouvement  de  rotation  autour  du  centre  de 
gravité ,  soient  indépendans  l'un  de  l'autre ,  et  puis- 
sent se  déterminer  séparément,  comme  à  cette  ori- 
gine. Les  équations  (5)  seront  celles  du  mouvement 
de  translation  ,  et  les  équations  (7)  et  [a)  des  n°^  410 
et  4 1 2  >  celles  du  mouvement  de  rotation ,  en  pre- 
nant ,  dans  celles-ci ,  le  centre  de  gravité  G  pour 
l'origine  des  coordonnées.  Or ,  quand  les  forces  mo^ 
trices  appliquées  aux  difFérens  points  du  mobile  dé- 
pendront de  leurs  positions  absolues  dans  l'espace, 
les  coordonnées  de  ces  points ,  dont  ces  forces  seront 
des  fonctions  données,  entreront  à  la  fois  dans  ces 
deux  systèmes  d'équations  différentielles ,  qui  ne 
pourront  plus  s'intégrer  séparément,  et  les  deux 
mouvemens  qui  dépendent  de  ces  équations ,  influe- 
ront l'un  sur  l'autre.  On  ne  pourra,  généralement 
intégrer  ces  équations  différentielles  simultanées  et 
déterminer  les  deux  mouvemens  du  mobile,  que 
par  approximation  ;  toutefois ,  ils  seront  indépendans 
l'un  de  l'autre  dans  deux  cas  particuliers  que  nous  al- 
lons considérer. 

439.  Si  le  mobile  n'est  soumis  qu'à  la  seule  ac- 
tion de  la  pesanteur ,  les  équations  (5)  seront  celles 
du  mouvement  d'un  point  matériel  pesant ,  dans  le 
vide  ;  quels  que  soient  la  forme  du  corps  solide  et 
son  mouvement  autour  de  son  centre  de  gravité  , 
ce  point  décrira  donc  dans  l'espace  une  parabole 
tangente  à  la  direction  de  sa  vitesse  initiale  ,  dont  le 
paramètre  dépendra  de  la  grandeur  de  cette  vitesse; 
et  son  mouvement  sur  cette  courbe  sera  le  même 
que  celui  d'un  point  matériel  isolé  (n**  208).  D'un 
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autre  côté ,  le  poids  du  corps  étant  une  force  appli- 
quée constamment  à  son  centre  de  gravité ,  il  n'aura 
aucune  influence  sur  le  mouvement  de  rotation 
autour  de  ce  point ,  qui  sera  uniquement  dû  aux 
percussions  initiales ,  et  le  même  que  si  le  centre  de 
gravité  ne  se  déplaçait  pas. 

Supposons ,  par  exemple  y  que  le  corps  soit  un 
ellipsoïde  homogène  ^  frappé  par  un  autre  corps 
qui  le  touche  au  point  E  de  sa  surface  (fîg.  lo)  ;  la 
droite  GD,  parallèle  à  la  normale  EF,  sera  la  tangente 
à  la  parabole  que  le  point  G  va  décrire;  et  l'on 
construira  aisément  cette  courbe  ,  d'après  la  vitesse 
initiale  du  point  G  ,  que  je  représenterai  par  V.  Con- 
cevons ,  de  plus ,  que  la  section  HEK  du  point  G 
et  de  la  droite  EF  comprenne  deux  des  axes  de 
figure  de  l'ellipsoïde;  a  et  b  étant  leurs  demi-lon- 
gueurs ,  C  le  moment  d'inertie  par  rapport  au  troi- 
sième axe ,  et  M  la  masse  du  corps ,  on  aura  (n®  370) 

C  =  ^M(a^  +  b'). 

Or ,  le  mobile  devra  tourner  autour  du  point  G , 
comme  s'il  était  dénué  de  pesanteur,  et  que  ce  point 
ne  prît  aucun  mouvement  ;  mais  alors  l'axe  perpendi- 
culaire à  la  section  HEK  demeurerait  tout  entier  im- 
mobile (n°^  589  et  4^j);  et  sa  vitesse  angulaire  de 
rotation  serait  donnée  par  la  formule  relative  au  mou- 
vement initial  d'un  corps  solide  autour  d'un  axe  fixe. 
Donc  ,  en  la  désignant  par  en ,  observant  que  la  quan- 
tité de  mouvement  imprimée  au  mobile  est  équiva- 
lente à  MV ,  et  appelant  /  la  perpendiculaire  GL 
abaissée  du  point  G  sur  la  droite  EF,  nous  aurons. 
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d'après  la  formule  (i)  du  n°  586, 


MV/ 


ou  bien  ,   en  mettant  pour  C  sa  valeur , 

5V/ 

Les  deux  vitesses  c?  et  V  sont  ainsi  liées  l'une  à 
l'autre,  parce  qu'elles  résultent  toutes  deux  d'une 
même  percussion. 

Ainsi,  tous  les  points  du  mobile  décriront  des 
paraboles  parallèles  à  la  trajectoire  de  son  centre  de 
figure;  et,  en  même  temps,  le  corps  tournera  uni- 
formément autour  de  Taxe  perpendiculaire  à  la  sec- 
tion HEK ,  qui  sera  emporté  en  restant  constamment 
parallèle  à  lui-même. 

440 •  Si  le  mobile  est  une  sphère  homogène  ou 
composée  de  couches  concentriques,  dont  tous  les 
points  soient  attirés  ou  repoussés  en  raison  inverse 
du  carré  des  distauces ,  par  les  points  d  autres  corps 
en  repos  ou  en  mouvement ,  la  résultante  de  toutes 
ces  forces  sera  la  même  que  si  la  masse  entière  du 
mobile  était  réunie  à  son  centre  de  gravité  ;  car  cha- 
cune d'elles  sera  égale  et  contraire  à  la  réaction  de 
la  sphère  sur  le  centre  dont  elle  émai:ie.  Par  con- 
séquent, le  centre  de  gravité  se  mouvra  comme  un 
point  isolé  ,  soumis  à  des  attractions  ou  répulsions 
données;  et  le  mouvement  de  rotation  du  mobile 
sera  indépendant  de  ces  forces ,  et  le  même  que  si  le 
centre  de  gravité  demeurait  en  repos  ;  en  sorte  que , 
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dans  ce  cas,  les  deux  mouvemens  de  translation  et 
de  rotation  seront  encore  indépendans  l'un  de  l'autre. 
Abstraction  faite  de  la  non-sphëricité  parfaite  des 
couches  de  la  terre ,  elle  tournerait  donc  constam- 
ment et  uniformément  autour  d'un  de  ses  diamètres, 
qui  serait  toujours  le  même  et  demeurerait  toujours 
parallèle  à  lui-même;  en  même  temps  le  mouveme^it 
elliptique  de  son  centre  de  gravité  autour  du  soleil 
serait  troublé  par  Faction  des  autres  planètes,  mais 
rigoureusement  indépendant  du  mouvement  de  rota- 
tion. 

44^*  Il  ^'^^  ^^^  pl^^  ^^  même  lorsqu'on  a  égard  à 
l'aplatissement  du  sphéroïde  terrestre.  D'abord,  si 
l'axe  de  rotation  n'a  pas  coïncidé  exactement,  à  l'ori- 
gine du  mouvement ,  avec  l'axe  de  figure ,  Taxe  ins- 
tantané de  rotation  oscillera  autour  de  cette  droite 
(  n®  4^  ï  )  ?  et  rencontrera  successivement  la  terre  en 
difFérens  points  de  sa  surface.  Les  pôles  et  l'équateur 
se  déplaceraient  donc  à  la  surface  du  globe  ;  et  il 
en  résulterait ,  pour  les  différens  lieux  de  la  terre , 
des  changemens  dans  leurs  latitudes  géographiques. 
L'amplitude  de  ces  oscillations  serait  arbitraire  ;  mais 
leur  durée  dépendrait  des  différences  entre  les  mo- 
mens  d'inertie  de  la  terre;  et,  d'après  ce  quW  sait 
sur  ces  différences ,  cette  durée  serait  d'un  peu  moins 
d'une  année.  Or,  dans  cet  intervalle  de  temps,  les 
observations  les  plus  précises  ne  font  connaître  au- 
cune variation  dans  la  distance  du  zénith  d'un  lieu 
déterminé  de  la  terre  au  point  où  Taxe  de  rotation 
va  rencontrer  le  ciel.  Il  en  faut  donc  conclure  que  les 
oscillations  dont  iJ  s'agit,  si  elles  ont  existé  autre- 
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fois,  sont  devenues  tout -à -fait  insensibles  à  Té- 
poque  actuelle;  en  sorte  qu'il  n'existe  plus  mainte- 
nant que  les  forces  permanentes ,  provenant  des 
attractions  du  soleil ,  de  la  lune  et  des  planètes  sur 
le  sphéroïde  terrestre  ,  qui  puissent  faire  varier  la 
direction  de  l'axe  de  rotation  de  la  terre. 

Or,  à  raison  de  la  non-sphëricité  des  couches  de 
la  terre,  ces  forces  renferment  une  partie,  à  la  vérité 
très  petite  par  rapport  aux  attractions  sur  le  sphé- 
roïde entier ,  dont  la  direction  ne  passe  pas  constam- 
ment par  son  centre  de  gravité.  C'est  cette  partie  qui 
produit  les  perturbations  du  mouvement  de  rotation, 
savoir,  la  précession  des  équinoxes  et  la  nutation  de 
l'axe  de  la  terre. 

En  vertu  de  la  précession  ,  la  rétrogradation  an- 
nuelle des  équinoxes  sur  l'écliptique  Çixe  de  1800 
est  de  5o'',36482  ;  sur  le  plan  de  l'orbite  de  la  terre, 
rendu  mobile  par  l'action  des  autres  planètes ,  c'est- 
à-dire,  sur  l'écliptique  vraie,  elle  est  un  peu  moindre, 
et  égale  à  5o", 25427,  comme  nous  l'avons  déjà  dit 
dans  un  autre  endroit  (n°  219). 

La  nutation  est  une  oscillation  de  l'axe  de  la  terre , 
qui  s^approche  et  s'éloigne  alternativement  de  la  per- 
pendiculaire au  plan  de  l'écliptique  ;  elle  est  due  à 
l'attraction  de  la  lune  ;  sa  période  est  celle  du  mou- 
vement des  nœuds  de  l'orbite  lunaire ,  ou  d'environ 
18  ans;  et  son  amplitude  s'élève  à  g",4^  ("**  225), 
en  supposant  la  masse  de  la  lune  égale  à  un  soixante- 
quinzième  de  celle  de  la  terre. 

Les  actions  du  soleil  et  de  la  lune  sur  le  sphéroïde 
terrestre  ne  produisent  qu'une  variation  très  lente  et 

i3.. 
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qui  ne  sera  sensible  qu'après  une  longue  suite  de 
siècles,  clans  l'inclinaison  de  l'ëqualeur  sur  l'ëcliptique; 
la  diminution  annuelle  de  l'obliquité  de  lecliptique  , 
que  l'on  observe  et  qui  s'élevait  à  o",/^5nï/\.  au  com- 
mencement du  siècle,  est  due  aux  actions  planétaires 
qui  font  varier  le  plan  de  l'orbite  de  la  terre  (u''  244)» 

En  examen  approfondi  de  la  question  a  fait  voir 
que  les  mêmes  forces  qui  produisent  les  variations 
que  nous  venons  d'indiquer  dans  la  direction  absolue, 
ou  rapportée  à  des  lignes  fixes,  de  l'axe  de  rotation  de 
la  terre,  sont  impuissantes  pour  déplacer  cet  axe,  dans 
l'intérieur  du  sphéroïde,  non  plus  que  pour  faire 
varier  sa  vitesse  de  rotation.  Ainsi,  la  terre  tourne 
constamment  autour  d'un  même  diamètre,  qui  est 
son  axe  de  figure  ;  et  son  mouvement  est  uniforme 
autour  de  cette  droite  mobile ,  dont  la  direction 
change  continuellement  dans  l'espace.  Le  jour  sidéral 
est  donc  constant;  il  en  résulte  que  le  jour  moyen 
(  n**  1,1 1  )  l'est  aussi ,  ou ,  du  moins ,  il  n'est  soumis 
qu'à  une  variation  séculaire  tout-à-fait  insensible  ;  et 
l'une  ou  l'autre  de  ces  durées  peuvent  être  prises  pour 
unité  de  temps. 

Pour  tout  ce  qui  concerne  cette  importante  théo- 
rie, dont  je  n'ai  pu  ici  qu'indiquer  succinctement 
les  principaux  résultats  ,  je  reuverrai  à  mon  Mémoire 
sur  le  mouvement  de  la  terre  autour  de  son  centre  de 
gravité  y  inséré  dans  le  tome  VII  des  Mémoires  de 
V Académie  des  Sciences, 

442.  L'invariabilité  du  jour  est  confirmée  par  les 
observations  les  plus  anciennes,  qui  font  voir  que 
sa  durée  n'a  pas  changé  d'un  centième  de  seconde^ 
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par  exemple,  depuis  25oo  ans,  ainsi  que  nous  allons 
l'expliquer. 

Si  la  durée  du  jour  était  variable,  les  longitudes 
et  les  latitudes  du  soleil ,  de  la  lune  et  des  autres 
corps  célestes  ,  calculées  en  la  supposant  constante , 
ne  s'accorderaient  plus  avec  les  longitudes  et  les  lati- 
tudes observées  ;  le  mouvement  de  la  lune  autour  de 
la  terre  ,  à  cause  de  sa  rapidité,  serait  le  plus  propre 
à  nous  éclairer  sur  ce  point;  et  si  la  variation  du  jour 
était  progressive,  les  différences  entre  le  calcul  et 
l'observation  seraient  d'autant  plus  grandes  qu'elles 
se  rapporteraient  à  des  époques  plus  éloignées  de  la 
nôtre. 

Cela  étant ,  soient  l  et  l' les  longitudes  vraies  de  la 
lune  et  du  soleil  à  une  époque  déterminée.  Si  l'on 
sait  qu'à  cette  époque  il  y  a  eu  une  éclipse  de  lune  ou 
de  soleil ,  la  différence  /  —  V  devra  s'écarter  d'un 
multiple  de  180°,  d'une  quantité  moindre  que  la 
demi-somme  des  diamètres  du  soleil  et  de  la  lune  ;  si 
donc  on  appelle  cT  cette  différence  ,  abstraction  faite 
dumultiple  de  180°  qu'elle  peut  contenir,  il  faudra 
que  cT  n'excède  pas  un  demi-degré ,  et  soit  même,  en 
généi^al,  beaucoup  au-dessous  de  cette  limite.  Or,  on 
a  calculé,  dans  la  Connaissance  des  Tems  de  1800,  les 
valeurs  de  ^  qui  répondent  à  D.n  éclipses  observées 
par  les  Chaldéens ,  les  Grecs  et  les  Arabes  ;  les  valeurs 
qu'on  a  trouvées  pour  cette  différence  sont  tantôt  en 
plus ,  tantôt  en  moins ,  et  toutes  très  petites.  La  plus 
grande ,  qui  répond  à  une  éclipse  observée  58^  ans 
avant  l'ère  chrétienne,  s'élève  à  —  27^4  ^  ">  pour  l'éclipsé 
la  plus  ancienue,  observée  par  les  Chaldéens  720  an^ 
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avant  notre  ère,  la  valeur  de  cT  est  2" seulement.  Cette 
comparaison  prouve  l'exactitude  des  tables  lunaires 
que  nous  possédons,  et  la  nécessité  des  inégalités 
séculaires  que  Lapîace  y  a  introduites.  Elle  fait  aussi 
voir  que  la  durée  du  jour,  qu'on  a  supposée  constante 
dans  le  calcul  des  longitudes  de  la  lune  et  du  soleil , 
n'est,  en  effet,  sujette  à  aucune  variation  progres- 
sive. Mais  pour  qu'il  ne  reste  aucun  doute  sur  ce 
point  important ,  calculons  la  valeur  de  cT  ,  corres- 
pondante à  l'éclipsé  la  plus  ancienne ,  qui  résulterait 
d'une  semblable  variation  ,  si  elle  existait. 

445.  Prenons  pour  unité  l'intervalle  de  temps  qui 
forme  aujourd'hui  le  jour  moyen;  supposons  que, 
depuis    une   époque   très  éloignée,  cette  durée  ait 
diminué,  d'un  jour  au  suivant ,  de  la  quantité  cons- 
tante c&.  Soit  n  le  moyen  mouvement  de  la  lune , 
c'est-à-dire,  le  nombre  de  degrés  qu'elle  décrit  dans 
chaque  unité  de  temps  ,  abstraction  faite  des  inéga- 
lités de  son   mouvement  vrai;    les   arcs  parcourus 
aujourd'hui  et  les  jours  précédens  seront  n,  72(i-|-a), 
72(iH-2a),  ^(i-t-3ct),  etc.;  et  l'arc  décrit  pendant 
un  très  grand  nombre  t  de  jours,  sera  nt-^\ctnt(t — 1), 
ou  y   à  très  peu  près,  nt -j- ^ctnt" ,  Le  terme  nt  est 
déjà  compris  dans  la  valeur  de  l,  calculée  d'après 
les  tables  ,  en  considérant  le  jour  comme  constant  • 
la  variation  du  jour  augmenterait  donc  de  iccnf" ,  la 
longitude  vraie  de  la  lune ,  à  une  époque  séparée 
de  nous  par  un  nombre  t  de  jours.  Celle  du  soleil , 
à  la  même  époque ,  serait  augmentée  de  |  an'f,  eu 
appelant  n'  le  moyen  mouvement  diurne  du  soleil  ; 
à  raison  seulement  de  la  variation  du  jour,  on  aurait 
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donc  à  cette  époque 

ia(n-n')t'  =  J^;  (■) 

et,  par  rapport  à  Téclipse  observée  720  ans  avant 
notre  ère ,  ce  serait  toute  îa  valeur  de  la  différence 
des  longitudes  de  la  lune  et  du  soleil ,  puisque  cette 
différence,  calculée  en  supposant  le  jour  constant, 
n'est  que  de  2"  ,  ou  à  peu  près  nulle. 

Soit  i  le  nombre  de  siècles  contenus  dans  le  npmbr e  t 
de  jours;  on  aura 

t  =  (36525>'. 
Soient  aussi 

C  =  (36525>,     772  =  (36525) 7z,     771'=  (36525)  w'  : 

l'équation  (i)  se  changera  en  celle-ci  : 

iC(m  —  my  =  J^, 

dans  laquelle  6  sera  maintenant  la  diminution  sécu- 
laire du  jour  ,  et  772  et  m'  représenteront  les  mouve- 
mens  séculaires  de  la  lune  et  du  soleil.  D'après  leurs 
valeurs  déterminées  au  moyen  des  observations  mo- 
dernes, on  a 

m  —  m!  —  445268'' , 

en  négligeant  les  fractions  de  degrés.  Or,  si  Ton 
suppose  que  le  jour  a  diminué  d'un  dix-millionième 
depuis  la  plus  ancienne  éclipse  caldéenne ,  on  aura 

Ci  ;=,  o,ooooooï  ,     i  s=  25;33  ^ 
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et  il  en   résultera 

c^  =  34'; 

valeur  qui  rendrait  impossible  Tëclipse  observée. 

On  ne  peut  donc  pas  admettre  que  la  durée  du 
jour  ait  diminué  de  cette  fraction,  un  peu  moindre 
qu'un  centième  de  seconde,  dans  un  intervalle  de  temps 
qui  surpasse  vingt-cinq  siècles.  S'il  existait  des  varia- 
tions périodiques  dans  la  durée  du  jour,  il  en  résul- 
terait des  illusions  dans  la  mesure  du  temps ,  qui 
produiraient  des  inégalités  apparentes  dans  les  mou- 
vemens  des  astres.  Ces  inégalités  seraient  faciles  à 
distinguer,  parce  quelles  suivraient  toutes  la  même 
loi,  pour  la  lune,  le  soleil  et  les  planètes,  et  que 
leurs  grandeurs  seraient  proportionnelles ,  pour  cha- 
cun de  ces  corps,  à  la  rapidité  de  son  mouvement. 
Les  astronomes  n'ont  reconnu  aucune  inégalité  de 
cette  nature  dans  les  mouvemens  des  corps  célestes. 
Ainsi  l'observation,  d'accord  avec  la  théorie,  prouve 
que  la  durée  du  jour  moyen  n'est  sujette  à  aucune 
variation ,  périodique  ou  progressive ,  qui  ait  une 
grandeur  sensible. 

444-  devenons  actuellement  à  l'objet  spécial  de  ce 
chapitre. 

Lorsqu'un  corps  solide  se  meut  dans  l'air  ou  dans 
un  autre  fluide,  les  résistances  exercées  sur  tous  les 
points  de  sa  surface  doivent  être  transportées  paral- 
lèlement à  elles-mêmes ,  avec  le  poids  du  corps ,  à 
son  centre  de  gravité  3  et  le  mouvement  de  ce  centre 
est  celui  d'un  point  matériel  pesant,  dans  un  milieu 
résistant;  la  masse  de  ce  point  étant  celle  du  corps, 
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et  sa  force  motrice ,  provenant  de  la  résistance  , 
une  force  dont  les  composantes  dépendront  de  la 
forme  du  mobile,  des  vitesses  des  difFërens  ëlëmens 
de  sa  surface ,  et  des  condensations  ou  dilatations 
du  fluide  en  contact  avec  ces  ëiémens.  En  même 
temps  le  mobile  tournera  autour  de  son  centre  de 
gravité,  comme  si  la  vitesse  de  ce  point  était  nulle, 
et  que  les  vitesses  des  points  de  la  surface  fussent , 
néanmoins ,  celles  qui  ont  réellement  lieu  à  cha- 
que instant.  Il  en  résulte  que  la  résistance  du  mi- 
lieu influera ,  à  la  fois  ,  sur  le  mouvement  de 
translation  et  sur  le  mouvement  de  rotation  du 
mobile ,  et  que ,  pour  un  corps  de  forme  quelcon- 
que ,  ces  deux  mouvemens  dépendront  l'un  de 
l'autre  et  ne  pourront  pas  être  déterminés  sépa- 
rément. 

Si  le  mobile  est  une  sphère  homogène  ou  com- 
posée de  couches  concentriques ,  à  laquelle  on  n'ait 
imprimé  aucune  vitesse  de  rotation  à  l'origine  du 
mouvement,  il  ne  s'en  produira  aucune  pendant  toute 
la  durée  de  ce  mouvement,  qui  sera  un  simple  mouve- 
ment de  translation,  dans  lequel  tous  les  points  du 
mobile  auront  à  chaque  instant  des  vitesses  parallèles 
et  égales  entre  elles.  En  effet,  si  l'on  mène  alors  par 
le  centre  de  la  sphère  ,  une  tangente  à  la  courbe  qu'il 
décrit,  il  est  évident  que  tout  sera  semblable  autour 
de  cette  droite ,  soit  pour  les  vitesses  des  points  de 
la  surface  ,  soit  pour  les  condensations  ou  dilatations 
du  fluide  environnant.  Par  conséquent,  la  résultante 
des  résistances  exercées  sur  tous  les  points  de  la 
surface ,  passera  constamment  par  le  centre  de  figure^ 
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qui  est  aussi  le  centre  de  gravité ,  et  elle  ne  pourra 
produire  aucun  mouvement  de  rotation.  Les  con- 
densations ou  dilatations  du  fluide  en  contact  avec  les 
élémens  de  la  surface ,  dépendront  de  la  vitesse  com- 
mune à  tous  les  points  du  mobile ,  et  seront^  d'ail- 
leurs ,  différentes  pour  les  différentes  sections  per- 
pendiculaires à  la  tangente  qu'on  a  menée  par  le 
centre.  Donc  aussi  la  résultante  des  résistances  iexté- 
rièures ,  qui  coïncidera  avec  cette  tangente,  ne  pourra 
dépendre  que  de  cette  vitesse ,  de  l'étendue  de  la 
surface,  et  de  la  force  élastique  naturelle  du  fluide; 
et  le  mouvement  du  centre  de  gravité  sera  celui  d'un 
point  matériel  isolé ,  dont  la  masse  est  celle  du  corps , 
et  auquel  on  applique  la  résultante  dont  il  s'agit , 
continuellement  dirigée  en  sens  contraire  de  sa  vi- 
tesse, et,  en  outre,  le  poids  du  mobile.  C'est  ce 
que  nous  avons  supposé  dans  le  n°  210,  à  l'égard 
des  projectiles  de  l'artillerie,  supposés  parfaitement 
sphériques  et  homogènes. 

Dans  ce  cas ,  le  centre  d'un  boulet  ne  peut  pas  sor- 
tir du  plan  vertical  passant  par  la  direction  de  sa 
vitesse  initiale,  et  par  rapport  auquel  tout  est  sem- 
blable d'un  côté  et  de  l'autre.  Mais  si  le  projectile  s'é- 
carte un  peu  de  la  forme  sphérique,  ou  s'il  n'a  pas 
la  même  densité  dans  toute  son  étendue,  la  résul- 
tante des  résistances  extérieures ,  qui  sont  normales  à 
sa  surface,  ne  passera  plus  constamment  par  le  centre 
de  gravité  5  elle  produira  donc  un  mouvement  de  ro- 
tation; et  si  elle  n'est  pas  toujours  comprise  dans  le 
plan  vertical  où  le  centré  de  gravité  commence  à  se 
mouvoir,  elle  le  fera  sortir  de  ce  plan  ;  en  sorte  que 
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la  trajectoire  du  projectile,  rapportée  à  son  centre 
de  gravite,  ne  sera  plus  une  courbe  plane.  Tout  cela 
est  facile  à  concevoir,  à  Fëgard  d'un  projectile  non- 
sphërique  ou  non  homogène;  mais  j'ajouterai  que, 
abstraction  faite  du  défaut  d'homogënéitë  ou  de  sphé- 
ricité ,  si  le  boulet  a  reçu ,  à  la  bouche  du  canon ,  une 
vitesse  de  rotation ,  le  frottement  de  sa  surface  contre 
l'air,  pendant  son  mouvement,  pou,rra  encore  faire 
sortir  d'un  plan  vertical  son  centre  de  gravité  et  de 
figure. 

445 •  Pour  le  faire  voir,  soient  G  (fig.  1 2)  le  centre 
de  gravité  et  de  figure  d'un  corps  sphérique  et  ho- 
mogène ,  et  AGB  le  diamètre  tangent  à  sa  trajectoire. 
Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  l'axe  de  ro- 
tation qui  passe  par  le  point  G ,  soit  perpendiculaire 
à  ce  diamètre.  Soient  ADBE  la  section  du  mobile  , 
perpendiculaire  à  cet  axe,  et  DGE  un  diamètre  de 
cette  section ,  qui  coupe  AGB  à  angle  droit.  Suppo- 
sons aussi  que  le  mouvement  du  point  G  a  lieu  de  A 
vers  B,  ou  dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche  s ,  et  le 
mouvement  de  rotation  dans  le  sens  indiqué  par  les 
flèches  placées  en  A,  D,  B,  E.  Le  frottement  de 
chaque  élément  de  la  surface  contre  l'air,  qui  naî- 
tra du  mouvement  de  rotation,  sera  une  force  tan- 
gente à  la  surface ,  et  dirigée  en  sens  contraire  de 
ce  mouvement.  Sur  chaque  section  parallèle  à  ADBE, 
U  variera  d'un  point  à  un  autre ,  à  raison  de  la  dif- 
férence de  densité  du  fluide.  En  avant  du  projec- 
tile ,  le  fluide  sera  condensé  ;  en  arrière ,  il  sera  di- 
laté ;  par  conséquent,  le  frottement  sera  le  plus  grand 
du  côté  du  point  B ,  et  le  plus  petit  du  côté  du  point 
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A.  On  conclut  de  là  que  si  l'on  transporte  au  point 
G,  parallèlement  à  elles-mêmes,,  toutes  les  forces 
provenant  du  frottement  exercé  à  la  surface ,  il  en 
résultera  une  force  dirigée  suivant  la  partie  GD  du 
diamètre  DGE.  J'appellerai  F  .cette  force,  P  le 
poids  du  corps,  et  R  la  résistance  proprement  dite 
du  milieu,  transportée  au  point  G,  et  dirigée  sui- 
vant la  partie  GA  du  diamètre  AGB.  La  force  mo- 
trice du  point  G  sera  la  résultante  des  trois  forces 
F,  P,  R,  et  sa  force  accélératrice,  cette  résultante  di- 
visée par  la  masse  du  projectile. 

Cela  posé,  si  l'axe  de  rotation  est  vertical,  et  com- 
pris, par  conséquent ,  dans  le  plan  des  deux  forces  P  et 
R ,  la  direction  GD  de  la  force  F  sera  perpendiculaire 
à  ce  plan  ;  elle  fera  donc  sortir  le  mobile  de  ce  plan 
vertical,  en  le  poussant  du  côté  du  point  D  ;  et ,  dans 
ce  cas,  la  trajectoire  du  point  G  sera  une  courbe  à 
double  courbure.  Si,  au  contraire,  l'axe  de  rotation 
est  horizontal,  la  direction  GD  de  la  force  F  sera 
comprise  dans  le  plan  vertical  des  forces  P  et  R ,  qui 
sera  celui  de  la  section  ADBE  ;  par  conséquent ,  le 
point  G  ne  sortira  pas  de  ce  plan,  et  sa  trajectoire 
sera  plane. 

446.  Dans  ce  dernier  cas,  on  voit  que  la  compo- 
sante verticale  de  la  force  F  augmentera  ou  dimi- 
nuera le  poids  P ,  selon  que  la  flèche  A  sera  dirigée 
vers  le  haut  ou  vers  le  bas.  La  force  F  sera  verticale, 
et  cette  diminution  ou  augmentation  de  poids,  la 
plus  grande,  quand  la  direction  AB  sera  horizontale. 
Ainsi,  dans  le  tir  horizontal,  et  en  supposant  que  le 
boulet  tourne  autour  d'un  axe  horizontal  ^  pei'pen- 
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diculaire  à  la  direction  du  tir,  le  frottement  du  pro- 
jectile contre  l'air  augmentera  son  poids  et  dimi- 
nuera la  poi'tee ,  lorsque  la  partie  antérieure  de  ce 
corps  tournera  de  bas  en  haut;  et  quand  cette  par- 
tie tournera  de  haut  en  bas,  le  frottement  dimi- 
nuera le  poids  et  augmentera  la  portée.  Il  pourrait 
même  arriver,  dans  ce  second  cas,  que  la  trajec- 
toire devînt  convexe  vers  le  terrein  :  il  suffirait, 
pour  cela,  que  la  rotation  fut  assez  rapide  pour 
rendre  la  force  F  plus  grande  que  le  poids  P  ;  mais 
alors  le  frottement  diminuerait  la  vitesse  de  rota- 
tion,  la  force  F  décroîtrait,  et  finirait  par  deve- 
nir moindre  que  P;  ce  qui  ramènerait  la  trajectoire 
a  sa  forme  concave  vers  le  terrein ,  comme  à  l'or- 
dinaire. 

Ces  considérations,  jointes  à  celles  du  numéro 
précédent,  montrent  qu'indépendamment  du  défaut 
de  sphéricité  ou  d'homogénéité  du  boulet,  le  frot- 
tement de  sa  surface  contre  l'air ,  provenant  du 
mouvement  de  rotation  qu'il  peut  avoir  contracté 
en  roulant  dans  l'âme  du  canon ,  est  une  circons- 
tance qui  peut  influer,  soit  sur  la  justesse  du  tir , 
parce  que  ce  frottement  fait  sortir  le  centre  du 
boulet  du  plan  vertical  de  projection ,  soit  sur  l'i- 
négalité des  portées,  h  cause  que  cette  force  aug- 
mente ou  diminue  le  poids  du  mobile.  Toutefois , 
on  doit  observer  qu'aucun  de  ces  effets  n'aura  lieu , 
si  le  boulet  tourne  autour  du  diamètre  AB,  dans 
le  sens  duquel  il  se  meut;  car  alors  le  frottement 
est  égal  et  contraire  pour  deux  élémens  opposés  de 
chaque  section  de  la  surface ,  perpendiculaire  à  l'axe 
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de  rotation;  d'où  il  résulte  que  les  forces  prove- 
nant du  frottement  exercé  sur  tous  les  élémens , 
étant  transportées  au  centre  de  gravité,  s'y  détrui- 
ront deux  à  deux  ;  en  sorte  que  le  mouvement  de 
ce  point  ne  sera  pas  dérangé  par  le  frottement  to- 
tal, dû  à  la  rotation. 
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CHAPITRE  VI. 

DU  MOUVEMENT  D'UN  CORPS  SOLIDE  PESANT  SUR  UN 
PLAN  DONNE. 


§  P"".   Cas  ou  Von  na  pas  égard  au  frottement. 

447'  Pour  simplifier,  je  supposerai  que  le  mobile 
ne  touche  le  plan  donné  qu'en  un  seul  point,  que 
j ^appellerai  K,  et  qui  variera,  en  général,  sur  sa  sur- 
fece  et  sur  le  plan.  Les  forces  perdues  dans  chaque 
instant  infiniment  petit  devant  se  faire  équilibre ,  il 
faudra  qu'elles  se  réduisent  à  une  seule  force,  passant 
par  le  point  K,  normale  au  plan  donné,  et  dirigée  de 
manière  qu'elle  tende  à  appuyer  le  mobile  sur  ce 
plan.  Cette  résultante  sera  la  pression  que  ce  plan 
éprouvera ,  et  qui  sera  détruite  par  sa  résistance ,  que 
je  représenterai  par  R.  En  joignant  au  poids  du 
corps  la  force  R,  de  grandeur  inconnue ,  on  pourra 
faire  abstraction  du  plan  donné ,  et  considérer  le  mo- 
bile comme  entièrement  libre. 

Son  centre  de  gravité,  que  j'appellerai  G,  se  mou- 
vra donc  comme  un  point  matériel  isolé,  dont  la 
masse  serait  celle  du  mobile ,  et  auquel  on  applique- 
rait, parallèlement  à  leurs  directions,  le  poids  de  ce 
corps  et  la  force  R.  Au  bout  du  temps  ^,  je  représen- 
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terai  par  x, ,  y^yZ^,  les  coordonnées  du  point  G/ 
rapportées  à  des  axes  fixes  et  rectangulaires ,  et  par 
A,  jW  ,  V y  les  angles  que  la  direction  de  la  force  R.  fait 
avec  des  parallèles  à  ces  axes,  menées  par  le  point  K. 
En  supposant  l'axe  des  z,  positives,  vertical  et  dirigé 
de  bas  en  haut,  et  en  appelant  ^  la  pesanteur  et  M 
la  masse  du  corps,  nous  aurons 

M^'  =  RcosA, 

M^5^  =  Rcosit.,  )       (i) 

M  -^^  =  R  cos  1/  —  Mg , 

pour  les  trois  équations  dijGTérentielles  du  mouve- 
ment du  point  G.  Si  le  plan  donné  est  ^hlq  ^  les 
angles  A ,  /x ,  v ,  seront  constans  et  donnés  ;  s'il  est 
en  mouvement ,  nous  supposerons  que  ce  mouve- 
ment soit  connu,  et  ne  puisse  pas  être  modifié  par 
celui  du  corps  :  A ,  ft ,  v  y  seront  alors  dés  fonc- 
tions données  de  t.  Le  mobile  étant  un  corps  pe- 
sant, il  faudra,  pour  qu'il  ne  se  détache  pas  de  ce 
plan ,  ïrLÇ^  ou  mobile ,  qu'il  soit  toujours  situé  au- 
dessus;  en  sorte  que  la  composante  verticale  Rcosj^ 
de  la  résistance  du  plan  sera  constamment  positive, 
et  V  un  angle  aigu  :  les  deux  autres  angles  donnés 
A  et  yt*  pourront  être  aigus  ou  obtus. 

En  même  temps,  le  corps  tournera  autour  du 
point  G  comme  autour  d'un  point  fixe,  en  vertu 
des  forces  R  et  M^  ,  appliquées  aux  points  K  et  G 
(  n°  4^^  )  ?  ïi^ais  le  poids  Mg^  n'influera  pas  sur  ce 
mouvement  de  rotation ,  dont  les  équations  diffé- 
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rentielles  ne  dépeadront  que  de  la  force  R.  Pour  les 
former,  ou  prendra  pour  les  seconds  membres  des 
équations  {a)  du  n"  4^  ^^  l^s  momeas  multiplies  par  dt^ 
de  la  force  R ,  par  rapport  aux  trois  axes  principaux 
du  mobile ,  qui  se  coupent  au  point  G.  En  appelant 
et,  C y  y,  les  coordonnées  du  point  K  rapportées  à 
ces  axes,  et  A',  f/,  v\  les  angles  que  fait  la  direc- 
tion de  la  force  R  avec  les  parallèles  à  ces  mêmes 
axes,  menées  par  le  point  K,  ces  momens  seront 

aR  cos  jui'  —  ^R  cos  x', 
^R  cos  A'  —  aR  cos  v', 
êRcos  p^  —  yRcos/uJ, 

et  les  équations  (a)  deviendront 

Cdr  +  (B  --  A) pqdt  =  R(a  cos  ffi'—C cos  A>//Ç,    ) 
Bdq  +  (A^ —  C)  rpdt  =  R(>  cos  A' —  a  cos  v')dt,    ?  (2) 
Adp  +  (C  —  B)  qrdt  =  R(e  cos  v'  —  y  cos /)dt  ;  ) 

A,  B,  C,  désignant  les  momens  d'inertie  qui  répon- 
dent respectivement  aux  mêmes  axes  que  les  angles 
A',  f/y  /,  et  que  les  composantes  p^  q ,  r,  de  la  vi- 
tesse angulaire  de  rotation  (n*  4^7). 

Il  y  faudra  joindre  les  équations  (7)  du  n**  410, 


savoir 


pdt  =  sin  9  sin  (pd^\.  —  cos  (pd^ ,    ) 

qdt  =  sin  6  cos  (p^i-vP-f-   "* ^^ 

rdt  =  d<p  —  cos  6  JnL 


qdt  ==  sin  6  cos  (p^i-vH-  sin  <pc/8  ^    /     (3) 


Nous  supposerons  que  les  neuf  cosinus  a^  h ,  etc. , 
dont  les  valeurs  en  fonctions  de  (p,  -^^  6,  ont  été 
2.  14 
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données  dans  le  n°  $78,  sont  ceux  des  angles  que  font 
les  axes  fixes  des  coordonne'es  x, ,  j^, ,  js^  ,  du  point  G, 
avec  des  parallèles  aux  axes  principaux  relatifs  à  ce 
point ,  menées  par  l'origine  de  ces  coordonnées  ;  et , 
d'après  la  signification  des  angles  A,  yw,,  j/,  A',  /w',  /, 
et  léqu^ation  (2)  du  n*  9,  nous  aurons  alors 

cos  A'  =  a  cos  A  +  a'  cos  \Ji  +  d' cos  v  ,    ^ 
cosfJiJ  =  Z>cosA  +  b'cosfjt  +  y  cos  V  y  C  (4) 

cos   v'    =1   c  cos  A    +    c'  cos  f^   +   d'  cos  Vf) 

pour  les  valeurs  de  cos  A',  cos  fjd ,  cos  v'j  qu  on  devra 
substituer  dans  les  équations  (2). 

La  position  du  mobile  à  un  instant  quelconque,  par 
rapport  aux  plans  fixes  des  x» ,  j^, ,  z^ ,  sera  complè- 
tement déterminée  au  moyen  de  ces  coordonnées  et 
des  trois  angles  (p,  4^  6,  précédemment  définis 
(n°  578)  5  la  position  de  l'axe  instantané  de  rotation , 
dans  l'intérieur  du  mobile,  et  sa  vitesse  autour  de  cet 
axe ,  dépendront ,  en  outre ,  des  trois  quantités  p , 
q ,  r  :  la  solution  du  problème  consistera  donc  à  dé-' 
duire  des  neuf  équations  (i),  (2),  (5),  les  valeurs  de 
ces  neuf  inconnues  en  fonctions  de  t;  mais  comme 
ces  équations  renferment  la  force  R  et  les  trois  coor- 
données et,  S f  y,  qui  sont  aussi  inconnues,  il  faudra 
encore  quatre  autres  équations,  que  l'on  obtiendra 
de  la  manière  suivante. 

448.  Soit  L  une  fonction  donnée  de  a,  f ,  ^,  et 
représentons  par  L  ==  o ,  l'équation  de  la  surface  du 
mobile ,  rapportée  à  ses  axes  principaux  qui  se  cou- 
pent au  point  G.  Si  nous  faisons 
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v=[(S)V(i)'+0]-=, 

nous  aurons  (n''  21) 

cosA'  =  vg,     cos;.'=v5,     cos/=vg,    (5) 

OÙ  Ion  prendra  le  signe  de  V  de  manière  que  les  an- 
gles A',  jjJ ,  v\  se  rapportent  à  la  partie  intérieure  de  la 
normale  à  la  surface  du  mobile,  qui  sera  la  partie 
supérieure  de  ia  normale  au  plan  donné.  L'une  de 
ces  équations  sera  une  suite  des  deux  autres.  En  met- 
tant les  formules  (4)  à  la  place  de  cos  A',  cos  ^ ,  cos  v\ 
et  les  joignant  ensuite  à  Féquation  L  =  o,  on  aura 
déjà  trois  des  quatre  équations  demandées. 

Si  l'on  représente  par  oc ,  y ,  z ,  les  coordonnées 
courantes  du  plan  donné,  rapportées  aux  mêmes 
axes  fixes  que  j^, ,  jr» ,  z, ,  et  en  observant  que  A , 
f^y  V  f  sont  les  angles  que  fait  la  normale  à  ce  plan 
avec  ces  axes ,  on  aura ,  pour  son  équation , 

œ  cos  A  +  j^  cos  yu,  +  z  cos  V  =:=:  ^  ; 

(.  étant  une  quantité  donnée  ,  qui  sera  constante, 
quand  le  plan  donné  sera  fixe ,  et ,  généralement , 
une  fonction  donnée  de  t.  D'ailleurs,  en  supposant 
que  ocyjr,  js,  répondent  au  point  K  qui  appartient  à 
ce  plan,  on  aura,  d'après  les  formules  du  n°  Syy, 

ûc  z=z  œ^  -i-  acL  '^  bë  ^  cy  y    ^ 
j  =  j,  +  a'cL+  b'e  +  c>,  (     (6) 
2  =  z,  +  a'^ôL+  Ut+  d'y,) 

Les  valeurs  de  x,  j,  s,  devront  donc  satisfaire  à 

i4-. 
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réquation  précédente  ;  en  les  substituant  dans  cette 

équation,  et  ayant  égard   aux  formules    (4)?    on 

aura 

j:,cosA-|-J'tCOS|66-f-^iCOSv-4-ctcos/4-€cos^'-f-ycosv'=Ç,     (7) 

pour   la   quatrième   équation   qu'il   s'agissait  d'ob- 
tenir. 

Lorsque  le  mobile  sera  terminé  par  une  pointe , 
et  qu'il  touchera  constamment  le  plan  donné  par 
son  extrémité,  les  coordonnées  et,  ê,  y,  du  point 
K  seront  constantes,  et  données  d'après  la  position 
de  celte  pointe  sur  la  surface  et  ses  distances  aux 
plans  des  axes  principaux  du  mobile ,  qui  se  cou- 
pent au  point  G.  Mais  les  équations  (5)  n'auront 
plus  lieu  en  un  point  de  cette  nature;  l'équation  (y), 
qui  exprime  que  ce  point  appartient  au  plan  donné, 
subsistera  toujours  ;  et  il  suffira  de  la  joindre  aux 
équations  du  numéro  précédent,  pour  déterminer 
les  neuf  inconnues  du  problème  et  la  grandeur  de 
la  force  K  que  ces  équations  renferment. 

449'  Quand  le  plan  donné  sera  fixe  et  horizon- 
tal, on  le  prendra  pour  le  plan  des  coordonnées  œ 
et  j*  ;  il  en  résultera 

cos  X  =  o ,     cos  yw,  =  o ,     cos  î^  =  I ,     Ç  =  o  ; 

ce  qui  réduira  les  formules  (4)  a 

cos  A'  =  a^',     cos  jii'  =  b",     cos  v'=:c". 

En  vertu  des  deux  premières  équations  (i),  le  mou- 
vement horizontal  du  point  G  sera  rectiiigne  et 
uniforme;  sa  vitesse,  parallèlement  au  plan  donn^. 
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dépendra  de  la  percussion  horizontale  que  le  mo- 
bile aura  éprouvée  a.  l'origine  du  mouvement.  La 
troisième  équation  (i)  donnera 

ce  qui  fera  connaître  la  valeur  de  R ,  quand  celle 
de  z,  aura  été  déterminée.  En  même  temps ,  les 
équations  (2)  deviendront 

Cdr+  (B  — A)j95^«=M(2-'+g-)  (cib"—Sa")dt,) 

Bdq  +  (A  —  C)  rpdt  =  m(^'+  g)  (ya"—ac")dt,\  (8) 

hdp  +  (C  -  B)  qrdt  =  M(g.'+  g)  (Sc"-yb")dt-S 

et  l'équation  (7)  se  changera  en  celle-ci  : 

z,  +  a"ct  +  b^'ê  +  c"y  =0,       (g) 

de  laquelle  on  tirera  la  valeur  de  z^ ,  pour  la  subs- 
tituer  dans  les  équations  précédentes. 

Ainsi ,  dans  ce  cas ,  le  problème  dépendra  des 
équations  (5)  et  (8),  qui  serviront  à  déterminer  p, 
^ ,  r ,  cp  ,  '4  ,  ô ,  en  fonctions  de  t ,  comme  dans 
le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point 
fixe.  Si  le  point  K  varie  à  ïa  surface  du  mobile,  il 
faudra  éliminer  de  ces  équations  les  quantités  a , 
& ,  y  y  au  moyen  de  L  =  o  et  des  formules  (5) , 
qui  seront  maintenant 

a"=vg,     è"  =  V§,     C"  =  V|.     (.0) 
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Si,  au  contraire,  K  est  constamment  le  même  point 
de  la  surface  du  mobile,  on  mettra  dans  les  équa- 
tions (8),  à  la  place  de  et,  S ,  y  ,  les  coordonnées 
constantes  et  données  de  ce  point.  Ce  second  cassera 
celui  du  mouvement  de  la  toupie  sur  un  plan  hori- 
zontal ,  abstraction  faite  du  frottement  de  la  pointe  K 
contre  ce  plan. 

Dans  l'état  d'équilibre  d'un  corps  pesant  sur  un 
plan  £ixe  et  horizontal ,  la  droite  GK  sera  verticale  ; 
si  cet  état  est  stable,  et  qu'après  en  avoir  écarté  le 
nK)bile  un  tant  soit  peu ,  on  l'abandonne  à  lui- 
même,  il  fera  des  oscillations  très  petites,  que  l'on 
déterminera,  aussi  approximativement  qu'on  vou- 
dra, au  moyen  des  équations  précédentes.  Je  me 
contente  d'indiquer  cet  exemple,  comme  un  exer- 
cice de  calcul.  On  pourra  supposer ,  pour  fixer  les 
idées  et  simplifier  la  question ,  que  le  mobile  soit  un 
ellipsoïde  homogène,  ou  bien  une  sphère  dont  le 
centre  de  gravité  ne  coïncide  pas  avec  le  centre  de 
figure. 

4^0.  On  peut  obtenir  deux  intégrales  premières 
des  équations  (8). 

D'abord  en  les  ajoutant  après  les  avoir  multipliées 
par  c^'y  U'f  cd' ,  leurs  seconds  membres  disparaissent , 
et ,  en  intégrant,  on  trouve,  comme  dans  le  n°  4i5> 

kcé'p  +  Wq  +  CcV  =  l; 

l  étant  une  constante  arbitraire  qui  exprimera  la 
somme  des  momens  des  quantités  de  mouvement  de 
tous  les  points  du  corps,  par  rapport  à  un  axe  ver- 
tical passant  par  le  point  G. 
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Pour  obtenir  une  seconde  intégrale  de  ces  mêmes 
e'quations  (8),  je  les  ajoute,  après  les  avoir  multi- 
pliées par  r,  q,  p;  ce  qui  donne 

Crdr  +  Bqdq  H-  Apdp  =  m(^^+g)  lct{b"r^c"q) 
4-  f  (c>  —  a"r)  4-  y  (a"q  —  b"p)]  dt , 

ou  bien,  à  cause  des  trois  dernières  équations  (8)  du 
n«4ir. 

En  difFërentiant  Tëquation  (9),  par  rapport  à  ^, 
on  a 

dz,+  ada"+  QdU'+  ydd':=:^-'{a!'dcL+  b"dQ-\-  cd"y) . 

Or,  le  second  membre  de  cette  équation  est  nul, 
quand  K  est  toujours  le  même  point  de  la  surface  du 
mobile ,  puisque  alors  ses  coordonnées  et,  S,  y,  sont 
constantes.  Il  est  encore  zéro ,  lorsque  K  se  déplace 
à  cette  surface;  car,  en  vertu  des  équations  (10)  , 
on  a 

quantité  nulle ,  à  cause  que  l'on  a  L  =  o  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement,  et,  conséquemment, 
dh  =0.  On  aura  donc,  dans  ces  deux  cas, 

adal'  +  èdU'  +  ydd'  =  —  dz,  ; 

d'où  il  résulte 

Crdr  +  ^<idq  +  kpdp  4.  M  (Ji  +  g)  c/z.  =  o. 
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et,  eu  intégrant, 

Cr"  +  Bq'  +  Ap»  +  M(^^  +  3gz.)  =  h  ; 

h  étant  la  constante  arbitraire. 

Ces  deux  intégrales  sufEront  pour  résoudre  le 
problème,  lorsqu'il  s'agira  d'un  solide  homogène 
terminé  par  une  surface  de  révolution  ;  ce  qui  a 
lieu  ,  par  exemple,  dans  le  cas  de  la  toupie.  L'axe 
de  figure  est  la  droite  GK  ;  en  supposant  que  C  soit 
le  moment  d'inertie  qui  répond  à  cet  axe ,  on  aura 

B  =  A,     a=o,     S  z=  o  • 

y  sera  la  longueur  de  GK  ;  et ,  d'après  l'équation  (g) 
et  c"  =  cos  9 ,  on  aura 

jz,  =  —  y  cos  9, 

pour  l'ordonnée  verticale  du  point  G.  La  première 
équation  (8)  donnera  rz=zn,  en  désignant  par  n  une 
constante  arbitraire  qui  représentera  la  vitesse  de 
rotation  du  mobile  autour  de  son  axe  de  figure. 
Mais  d  après  les  valeurs  de  a!'  et  U' (n°  SyS),  et  les  deux 
premières  équations  (5),  on  a 

les  deux  intégrales  qu'on  a  trouvées  deviendront 
donc 

C«cos9  —  Asin»6§=  Z, 

en  comprenant  — •  Qn"  dans  la  constante  h. 
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Ces  deux  dernières  équations  feront  connaître ,  au 
moyen  des  fonctions  elliptiques ,  les  valeurs  de  4  et  ^ 
en  fonctions  de  6  ;  la  troisième  équation  (5)  donnera 
ensuite  la  valeur  de  cp  ;  et  le  problème  sera  résolu  , 
comme  celui  du  n°  4^5 ,  dont  nous  nous  sommes 
occupés  en  détail. 

45 1.  Le  mobile  étant  toujours  un  solide  de  ré- 
volution homogène  et  terminé  par  une  pointe,  et 
ce  corps  touchant  constamment  le  plan  donné  , 
par  l'extrémité  K  de  cette  pointe ,  supposons  main- 
tenant que  ce  plan  soit  en  mouvement,  de  sorte 
que  les  angles  A ,  /^ ,  j' ,  et  la  quantité  ^  soient  des 
fonctions  données  de  t.  L'axe  de  figure  répondant 
au  moment  d'inertie  C  ,  les  deux  autres  momens  B 
et  A  seront  égaux,  les  coordonnées  a  et  ê  seront 
zéro ,  et  y  exprimera  la  longueur  de  GK.  En  dési- 
gnant par  n  une  constante  arbitraire ,  la  première 
équation  (2)  donnera  encore  r=  zz  ;  en  sorte  que  la 
vitesse  angulaire  du  mobile  autour  de  son  axe  de 
figure,  sera  constante,  comme  dans  le  cas  du  plan 
fixe.  Si  l'on  a  égard  aux  formules  (4)  y  les  deux 
autres  équations  (2)  deviendront 

Ac/^-f-(A — C)n/?c?i=Ry(«cosA -f  a'cosf«-|"'2"cosv)c?/,    |/     \ 
kdp  —  (A  —  Qx)nqdt = — Ry(Z>cos  A  +^'cos  ^  -f-^"cos  )>)du]  ^  ^  ' ^ 

L'équation  (7)  deviendra  de  même 

a:,cosA4-J'iCOS^-|-Z,cosy4-y(ccosA-|-c'cos/te+c''cosv)  =  ^;   (12) 

et  les  équations  (i)  et  (2)  ne  changeront  pas. 

Le  système  des  équations  (i),  (5),  (11),  (i^)^ 
devra  donc  servir  à  déterminer  les  neuf  inconnues 
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P>  ^9^f'^9^9^i7jif  ^17^  ?  ™ais  rintëgration  rigou- 
reuse de  ces  équations  est  impossible;  et,  pour  eu 
déduire  des  valeurs  approchées  des  inconnues ,  qui 
ne  soient  pas  très  compliquées,  on  est  obligé  de 
restreindre  la  généralité  de  la  question ,  par  diffé- 
rentes suppositions  que  l'on  énoncera  à  mesure 
qu'elles  seront  nécessaires. 

452.  Je  supposerai,  en  premier  lieu,  que  la  rota- 
tion du  mobile  autour  de  son  axe  de  figure  est  très 
rapide,  et  que  les  difFérens  mouvemens  du  plan 
donné  sont  très  lents  par  rapport  à  cette  rotation  ; 
en  sorte  que ,  si ,  par  exemple ,  la  perpendiculaire 
au  plan  donné,  menée  par  le  point  K,  oscille  de 
part  et  d'autre  ou  tourne  autour  de  la  verticale  qui 
passe  par  ce  même  point,  la  durée  de  chaque  oscil- 
lation ou  de  chaque  révolution  soit  très  grande  , 
relativement  à  une  révolution  du  mobile  autour  de 
l'axe  KG  ;  et  de  même ,  si  le  plan  donné  exécute  des 
oscillations  parallèlement  à  lui-même. 

Je  supposerai,  secondement,  que  les  angles  6  et  4/ 
varient  aussi  très  lentement  par  rapport  à  l'angle  <p  ; 
hypothèse  qui  devra  être  confirmée  à  posterions  par 
les  valeurs  que  l'on  obtiendra  pour  ces  trois  angles. 

En  négligeant,  dans  une  première  approximation , 
la  différentielle  d-^  que  contient  la  troisième  équa- 
tion (3)  ,  et  en  supposant  qu'on  ait  (p=o  quand 
jÇ  =  o,  on  aura  (pz=znt^  à  un  instant  quelconque. 
Au  moyen  des  formules  du  n**  078,  on  aura  alors 

a  cos  X-^-  a'  cos  jm  +  a!^  cos  v  z=zV  sin  nt  -j-  Q  cos  nt^ 
h  cos  A  +  ^'  cos  fx  -j-  W  cos  >';=:?  cos  nt  —  Q  sin  ntj^ 
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OÙ  Ton  a  fait,  pour  abréger , 

P  =  cos  Acos  fl  sin  4  +  cos (j.  cos  9  cos  -vf,  —  cos  î'  sîn  9 , 

Q  =  cos  Acos^f,  —  cosfJL  sin  4^  ; 

et  les  e'quations  (11)  deviendront 

kdq  +  (A  —  C)npdt  =  R>'(P  sin  nt  +  Q^  cos  nt)  dt  , 

kdp  —  (A  —  C)nqdt  =  Rp/(Qsin  nt  —  P  cos  nt)dt. 

Or,  dans  la  seconde  hypothèse,  les  quantités  P  et  Q 
varieront  très  lentement;  il  en  sera  de  même,  comme 
on  le  verra  tout  à  l'heure ,  à  l'égard  de  R;  en  inté- 
grant ces  équations ,  on  pourra  donc  considérer , 
dans  une  première  approximation,  P,  Q ,  R ,  comme 
des  quantités  constantes ,  et  n'avoir  égard  qu'à  la 
variation  de  sin  7it  et  cos  Jit  dans  leurs  seconds  mem- 
bres. Si  m  est  une  très  petite  fraction  de  72,  et  que  le 
coefîjcient  de  sin  nt  contienne ,  par  exemple ,  un 
terme  qui  ait  cos  mt  pour  facteur,  sin  nt  devrait  être 
remplacé  par  |  sin  (n  +  Jn)t  +  |sin  (n  —  m)t;  en  re- 
gardant comme  constant  le  coefficient  de  sin  nt ,  cela 
revient  donc  à  négliger  jnt  à  l'égard  de  nt,  du  moins 
dans  la  première  approximation. 

De  cette  manière ,    les    intégrales  complètes  des 
équations  précédentes  seront 

p  —  J)sui> .-^ i-Ecos^ ~ ~^(Qcosnt-\-Vsinnt), 

A.  a..  LiU 

q  z=  Dcos^^ Esm  ^ -—^ {-  — (Qsm/zf — Vcosnt)  ; 

A  '  A.  KjJï 

D  et  E  étant  les  deux  constantes  arbitraires.  Pour  les 
déterminer;  je  suppose  qu'à  l'origine  du  mouvement^ 
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l'axe  instantané  de  rotation  a  coïncidé  avec  Taxe  de 

figure  ;  on  aura  alors  /?  =  o  et  ^  =  o,  quand  tz=zo  ; 

et  si  l'on  désigne  par  P^,  Q',  R^  les  valeurs  de  P, 

Q ,  R ,  qui  ont  eu  lieu ,   a  la  même  époque ,  il  en 

résultera 

JNous  aurons  donc,  à  un  instant  quelconque, 

y  Ttî/Z-d/    •     (A— C)72f    ,    f^,        (A.—C)nt\ 

-P  =  c-„l^ (^  ''°  -T-  +  Q  '''''  — A— ) 

—  R(P  sin  72^  +  Q  cos  wiî  )  | , 

y    Pu^/t»^  (A— C)7Zf  ^,     .       (A— C)72f\ 

—  R(P  cos  nt  —  Q  sin  nt  )     . 

En  faisant  (p  =  nt  dans  les  deux  premières  équa~ 
tions  (5)  ,  on  en  déduit , 

sin 6(^4/  =  (p  sinnt  +  q  cos  Jif^dt, 
de  =  (q  sin  nt  —  p  cos  nt)dt  ; 

et  en  y  mettant  pour  p  et  ^  leurs  valeurs  précédentes, 
il  vient 

siaârf4=g[R'(P'cos^+Q'sm^)  -  RP]  , 

dS  =  ^[R'(P'sin  Ç  -  Q'cos  ^  )  +  RQ]. 

Or ,  si  C  n'est  pas  une  très  petite  fraction  de  A ,  il 
faudra ,  pour  que  6  et  .-J^  varient  très  lentement  , 
comme  on  l'a  supposé,  que  les  termes  dépendans  de 
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sin  -^  et  cos  -^  disparaissent  dans  ces  formules  ; 

condition  que  l'on  remplira  toujours ,  en  supposant 
qu'à  l'origine  du  mouvement,  l'axe  de  figure  KG 
coïncidait  avec  la  perpendiculaire  au  plan  donne. 

En  effet ,  à  l'origine  du  mouvement ,  soient  g  Fangle 
que  la  perpendiculaire  au  plan  donné  fait  avec  la 
verticale,  et  è'  l'angle  que  sa  projection  horizontale 
fait  avec  la  droite  d'où  Ton  compte  l'angle  4  •  A  cette 
époque ,  on  aura  (  n°  8  ) 

cosj^  =  cos€,  cos/A  =  sin£COsg',   cos  A  =  sin  g  sin  g' , 

et  en  supposant  que  4'  ^^  ô'  soient  les  valeurs  ini- 
tiales de  4  Gt  fl  >  i^  ^^  résultera 

P'  =  cos  6'  sin  6  cos  (é'  —  4O  —  sin  6'  cos  g  , 
Q'  =  sin  g  sin  (g'  —  4.')* 

Or,  si  l'axe  de  figure  a  été  perpendiculaire  au  plan 
donné,  quand  le  mouvement  a  commencé,  ou  aura 
4'=  g'  et  S'  =  g  ;  d'où  il  résultera  P'  =  o  et  Q'  =  o  ; 
ce  qui  réduit  les  formules  précédentes  à 

sin9^4=-^,     dS  =  ^.    (i3) 

455.  Maintenant,  il  faut  encore  supposer  que  la 
perpendiculaire  au  plan  donné  et  Taxe  de  figure  du 
mobile ,  s'écartent  très  peu  de  la  direction  verticale  , 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement.  Le  supplé- 
ment de  l'angle  9  sera  constamment  très  petit  ;  car  S 
^  est  l'angle  obtus ,  compris  entre  la  verticale  menée 
de  bas  en  haut  par  le  point  G,  et  la  droite  menée 
de  G  vers  le  point  K  qui  est  au-dessous  de  G.  Nous 
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négligerons  le  carré  de  sin  fl,  et  nous  prendrons 
ces  G  =—  I .  Les  quantités  cos  y\  et  cos  fJL  seront  très 
petites  ;  en  négligeant  leurs  carrés,  on  aura  cosî'  =  i. 
On  a  d'ailleurs  (  n«  SyS  ) 

c  =  sin  6  sin  4/ ,  c'  =  sin  6  cos  -^  ?  c^'  =^  cos  6  =  — i . 

En  négligeant  donc  les  produits  sin  fi  cosA  et  cos  â  cos//., 
réquation  (12)  donnera 

z^  =  y  +  ^  —  j^.cos  A  —  y^  cos  [m. 

Si  donc  y  indépendamment  de  la  petitesse  de  cos  A  et 
cos  fJi ,  les  oscillations  verticales  du  plan  donné  sont 
aussi  supposées  très  petites ,  les  variations  de  z^  le 
seront  également  ;  la  valeur  de  R ,  donnée  par  la 
troisième  équation    (i)  ,    savoir, 

R^Mg  +  Mg^, 

différera  très  peu  de  Mg  ,•  et  si  l'on  néglige  les  pro- 
duits de  -TT  ^t   ^^   chacune   des  quantités  cos   A , 

cos  />t ,  sin  Ô ,  il  suffira  de  mettre  Mg  à  la  place  de  R , 
dans  les  équations  (i5).  En  j  mettant  aussi  les  va- 
leurs de  F  et  Q,  elles  deviendront 

sin  ^d-\^  =  — p"  (sin  ô  —  cos  A  sin  4  —  cos /a  co^ '^)dt^ 
JQ  z=z  -^  (cos  A Gos  4^  —  cos jw  sin  4  )dt. 

Les  deux  premières  équations  (i)  deviendront,  en 
même  temps , 

-^=gcosA,     -^  =  gcosfA.     (i4) 
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En  dîfférentiant  par  rapport  à  ^  les  valeurs  de  c  et  c'y 
et  mettant  S  au  lieu  de  ^.sin  G,  on  a 

de  =  sin  4"  ^6  -f-  ^^s  4  ^^^  ^^4  > 
de'  =  cos  -sj/  ^fl  —  sin  '^  sin  fl  d^  ; 

et  si  l'on  substitue  dans  ces  formules,  à  la  place  de 
sin  6^4  ^*  ^9  ,  leurs  valeurs  précédentes,  il  en  re- 
suite 

de   —  e'mdt  =  —  m  cos  fjidt  >     |     /  /->. 
de'  -\-  cmdt  =  m  cos  Xdt ,  i 

où  l'on  a  fait ,  pour  abréger  , 

Mgy 


C/z 


7W. 


Ainsi  la  question  est  réduite  finalement  à  Fintëgra- 
tion  de  ces  équations  linéaires^  à  coefficiens  cons- 
tans  et  du  premier  ordre ,  par  rapport  aux  incon- 
nues c  et  e' .  C'est  aussi  en  employant  ces  mêmes  in- 
connues ,  c'est-à-dire ,  sin  9  sin  ^  et  sin  9  cos  ^  ,  dans 
le  problème  du  mouvement  de  la  lune  autour  de  son 
centre  de  gravité ,  que  Lagrange  a  ramené  à  la  forme 
linéaire  les  équations  différentielles  de  ce  problème  ; 
ce  qui  l'a  conduit  à  l'explication  complète  du  phé 
nomène  de  la  libration ,  qu'il  n'avait  pas  donnée  dans 
ses  premières  recherches  sur  ce  sujet. 

454.  En  intégrant  les  équations  (i5)  par  la  mé- 
thode ordinaire  ,  désignant  par  k  et  A*'  les  deux  cons- 
tantes arbitraires ,  et  remettant  pour  e  et  e'  ce  que 
ces  lettres  représentent ,   on  a 
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sinfisin  4  =  ^8111  rnt+k'cos  mt 

—  mûmntf{cos^?>\mnt  — cos?\.cosmt)dt 

—  7ncosmtf(cosjU[.cosmt  -j-  cosA  siumt)dt,\ 
sinô  cos\[/  =  k  cos  int  —  k^sîu  mt 

— mcosmtfÇcos/Lcsmmt — cosA  cos  mt)dt 
•^msmmtJ(cosiLccosmt  +  cosA  smmt)dt,  } 

Je  supposerai  que  les  intégrales  indiquées  dans  ces 
formules  commencent  avec  t  ^  et  je  repre'senterai  , 
comme  plus  haut,  par  6'  et  '^'  les  valeurs  initiales  de  9 
et  -vj,  ;  en  faisant  t=o,  on  aura 

k  =  sin9'cos4^     k'  =  sin  S' sin  %}/' , 

pour  les  valeurs  de  k  el  k',  qui  seront  nulles,  lorsque 
Taxe  de  figure  du  mobile  sera  vertical  à  l'origine  du 
mouvement ,  auquel  cas  on  aura  G'  =  o. 

Lorsque  les  valeurs  de  cos  A  et  cos  u  en  fonctions 
de  t ,  seront  effectivement  données ,  on  effectuera 
les  intégrations  indiquées,  et  les  équations  (i6)  feront 
connaître  les  valeurs  de  6  et  4-?  et,  par  conséquent, 
la  position  de  Taxe  de  figure  du  mobile,  à  un  instant 
quelconque.  D'après  la  troisième  équation  (5) ,  on 
aura  ,  en  même  temps  , 

(p  =:  nt  —  4  "H  4'^ 

en  y  faisant  cos  9  =  —  i ,  et  supposant  cp  =  o ,  quand 
^  =  o.  Les  deux  premières  équations  (5),  dans  les- 
quelles on  fera  simplement  (p  r=znt ,  donneront  les 
valeurs  dep  et  ^,  lesquelles ,  en  les  joignant  à  r  =  7z, 
détermineront ,  à  un  instant  quelconque,  l'axe  de  ro- 
tation et  la  vitesse  angulaire  du  mobile  autour  de  cet 
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axe.  Enfin ,  par  deux  intégrations  successives ,  on 
tirera  des  équations  (i4)  les  valeurs  de  .r,  et  j^  en 
fonctions  de  t;  d'où  l'on  déduira  immédiatement 
celles  de  z^  et  R. 

Lesvaleursapproche'esde  toutes  les  inconnues  du  pro- 
blème seront  donc  déterminées,  au  moyen  des  valeurs 
données  de  cos  À  et  cos  a.  Au  mojen  de  ces  valeurs 
approchées,  on  pourra  calculer  celles  des  quantités 
qu'on  a  négligées  dans  cette  première  approxima- 
tion ;  en  ayant  égard ,  dans  une  seconde  approxi- 
mation, à  ces  quantités  ainsi  calculées  ^  on  parviendra 
à  d'autres  valeurs  des  inconnues,  plus  approchées  que 
les  premières;  et,  si  l'on  continue  de  cette  manière , 
on  obtiendra,  par  Je  procédé  général  des  approxi- 
mations successives,  des  expressions  des  inconnues, 
aussi  approchées  qu'on  voudra.  Nous  nous  arrê- 
terons à  la  première  approximation;  la  seconde  et 
les  suivantes  n'auraient  dautre  difficulté  que  leur 
longueur. 

455.  La  vitesse  de  rotation  7^ ,  imprimée  au  mo- 
bile autour  de  son  axe  de  figure,  étant  supposée 
très  grande,  la  quantité  m  sera  généralement  très 
petite.  Il  résulte  donc  des  formules  (16}  que  les  varia- 
tions de  cos  A  et  coS|tc,  provenant  des  petites  oscilla- 
tions de  la  normale  au  plan  donné  sur  lequel  le 
mobile  s'appuie,  seront  très  affaiblies  dans  la  valeur 
de  6.  Par  conséquent ,  si  le  mobile  est  terminé  à  sa 
partie  supérieure  par  une  surface  plane  perpendicu- 
laire à  son  axe  de  figure,  et  qu'à  l'origine  du  mou- 
vement cette  surface  soit  horizontale  et  l'axe  ver- 
tical,  ce  qui  fera  disparaître  les  termes  multipliés 
2.  j5 
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par  Â  et  ^',  cette  surface  conservera  sensiblement  son 
honzontalitë  pendant  toute  la  durée  du  mouvement, 
malgré  les  petites  oscillations  du  plan  donné ,  et  cela 
d'autant  plus  exactement  que  la  vitesse  de  rotation 
imprimée  au  mobile  sera  plus  considérable.  C'est  sur 
ce  principe  qu'est  fondé  le  moyen  qui  a  été  proposé 
pour  obtenir  à  la  mer ,  indépendamment  des  mou- 
vemens  de  roulis  et  de  tangage  du  vaisseau,  un 
horizon  artificiel  qui  puisse  servir  aux  observations 
astronomiques. 

A  raison  de  la  petitesse  de  zw,  on  peut  considérer 
sin  mt  et  cos  mt  comme  des  quantités  constantes 
dans  les  intégrales  que  contiennent  les  formules  (lô). 
Ainsi,  par  exemple,  en  intégrant  par  partie,  on 
aura 

fcosXcosmtdt==:cosmtfcosXdt'i-jnsiamfffcosXdt''~{-eic,; 

et  si  les  variations  de  cos  A  sont  très  rapides  par 
rapport  à  celles  de  sin  mt  et  cos  mt ,  quoique  très 
lentes  par  rapport  à  la  rotation  du  mobile,  cette 
série  sera  très  convergente  et  pourra  se  réduire  à  son 
premier  terme;  ce  qui  revient  à  considérer  cos  mt 
comme  constant  dans  l'intégrale /cos  A  cos  772^ J^. 

De  cette  manière ,  et  en  supposant  ^  =  o  et  ^'  =  0^ 
les  formules  (16)  se  réduiront  à 

sin  6  sin  4  =  —  mf  cos  f/.dt ,  sin  6  cos  4  =  mf  cos  Xdt, 

Si  Ton  suppose  aussi  que  le  centre  de  gravité  du 
mobile  n'ait  reçu,  à  l'origine  du  mouvement,  aucune 

vitesse  horizontale ,  de  sorte  qu'on  ait  -~  =  o  et 
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dt 


-^  =  o ,  quand  ^  =  o ,  les  équations  (14)  donneront 


^  =  gfcosXdt ,      ^  =  gfcosfAclt  ; 

les  inte'grales  commençant  avec  t ,  comme  dans  les 
équations  précédentes.  En  les  éliminant  et  remettant 
pour  m  sa  valeur,  on  aura  donc 

.     n    .      ,  My    dn         '     /^  ,  My    dx, 

sm  b  smJ/  =  —  7;—  ^^ ,  sm  8  cos  %L  =  77^  -r^. 

^  Cn     dt  ^  ^         Cn     dt 

La  différence  de  signe  dans  ces  deux  formules  pro- 
^ vient  de  ce  que  l'angle  \[/  augmentant  de  go*' ,  l'axe 
des  abscisses  positives  va  tomber  sur  l'axe  des  or- 
données négatives,  et  celui-ci  sur  l'axe  des  abscisses 
positives  (n°  578)  ;  en  sorte  qu'en  mettant  4  +  90*^ 
dans  la  première  formule ,  il  y  faut ,  en  même 
temps,  changer  jr,  en  — œ^;  ce  qui  donne  la  seconde 
formule. 

En   divisant   ces   équations   l'une   par  l'autre  ,  il 
vient 

^-g^'  =  -  È- 

Or,  si  Ton  mène  par  le  point  G  un  pian  perpendicu- 
laire à  l'axe  de  figure  GK,  4  est  l'angle  que  fait  l'in- 
tersection, de  cet  équateur  du  mobile  et  du  plan  ho- 
rizontal des  .r,  eîji,  avec  l'axe  des  ^,  ;  d'ailleurs,  les 
variables  œ^  et  j'i  sont  les  coordonnées  de  la  projec- 
tion du  point  G  sur  ce  plan  horizontal  ;  il  en  résulte 
donc  que  cette  intersection  est  constamment  parallèle 
à  la  tangente  à  la  courbe  décrite  par  la  projection 
horizontale  du  centre  de  gravité  du  mobile.  Si  l'on 

i5.. 
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appelle  u  la  vitesse  horizontale  de  ce  point,  de  sorte 

qu'on  ait  ^ 

on  aura  aussi 

sin  6  =   -/—  , 

pour  le  sinus  de  l'inclinaison  du  mobile  sur  le  plan 
horizontal,  laquelle  inclinaison  est  le  supplément  de 
l'angle  9. 

Ces  différentes  formules,  et  les  conséquences  qui 
s'en  déduisent,  subsisteront  tant  que  la  vitesse  n  de 
rotation  du  mobile  autour  de  son  axe  de  figure  sera 
très  grande  ;  mais  la  résistance  de  l'air  et  le  frotte- 
ment de  la  pointe  K  contre  le  plan  sur  lequel  le  mo- 
bile s'appuie ,  diminueront  continuellement  cette  vi- 
tesse; et  quand  elle  aura  cessé  d'être  très  grande, 
l'axe  GK  s'écartera  de  plus  en  plus  de  la  direction 
verticale,  et  le  mobile  finira  par  tomber  sur  ce  plan, 
comme  dans  le  cas  de  la  toupie  ordinaire. 

On  doit  aussi  observer  que  les  oscillations  verti- 
cales du  plan  donné ,  d'où  il  résulte  des  variations  al- 
ternatives de  la  quantité  Ç,  n'ont  aucune  influence 
sur  les  variations  des  angles  4  et  6.  Mais  si  le  plan 
donné  s'élève  au  s'abaisse  verticalement  d'un  mouve- 
ment uniformément  accéléré ,  la  quantité  Ç  comprise 
dans  son  équation  (n°  44^);  renfermera  un  terme 
zàz  \  g't^ ,  dans  lequel  g'  représentera  une  quantité 
constante  et  positive.  La  valeur  de  R  dont  on  a  fait 
usage  dans  le  n**  l\53,  au  lieu  d'être  Mg^,  sera  alors 
M.{gzk:g')'y  on  devra  donc  remplacer  g  par  g^±g^ 
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dans  la  valeur  de  m;  en  sorte  qu'un  mouvement  de 
cette  nature  influera  sur  les  variations  de  G  et  4'  Si  le 
plan  donne  s'abaisse ,  auquel  cas  on  devra  prendre  le 
signe  inférieur  devant  g',  il  faudra  qu'on  ait  g'  <C  g  9 
sans  quoi  la  valeur  de  R  deviendrait  négative  ;  ce  qui 
signifierait  que  le  mobile  cesserait  de  s'appujer  sur 
le  plan  donné,  qui  tomberait  plus  vite  que  ce  corps 
pesant,  et  s'en  détacherait  par  conséquent. 

§  II.   Cas  oie  Von  a  égard  au  frottement, 

456.  Dans  l'état  actuel  de  la  science ,  les  lois  du 
frottement  des  corps  en  mouvement  ne  peuvent  être 
déterminées  que  par  l'expérience;  avant  d'introduire 
cette  force,  d'un  genre  particulier,  dans  les  équations 
du  mouvement  d'un  corps  qui  s'appuie  sur  un  plan 
donné,  nous  allons  donc  faire  connaître  les  résultats 
généraux  de  l'observation  sur  cette  matière  (*). 

i"*.  Le  frottement  d'un  corps  solide  sur  un  autre 
est  indépendant  de  la  vitesse  du  mobile  ; 

2''.  Il  ne  dépend  pas  non  plus  de  l'étendue  de  la 
surface  frottante; 

5**.  Il  est  proportionnel  à  la  pression  totale  exercée 
sur  cette  surface. 

Ces  deux  dernières  lois  sont  celles  qui  ont  aussi 
lieu  dans  l'état  de  repos  (n°  269),  à  l'instant  où  l'é- 


(*)  Les  expériences  les  plus  récentes  sur  ce  sujet  important 
sont  celles  de  M.  Morin,  officier  d'artillerie  attaché  à  TÉcole 
de  Metz,  dont  le  travail  est  inséré  dans  le  tome  V  des  Mé-^ 
moires  présentés  à  rAcadémie  des  Sciences., 
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quilibre  va  se  rompre ,  et  quand  le  contact  des  corps 
a  duré  assez  long-temps  pour  que  le  frottement  ait 
atteint  son  maximum. 

Relativement  à  un  fluide  qui  coule  sur  un  corps 
solide,  le  frottement  suit  des  lois  différentes.  On  ad- 
met, d'après  l'expérience,  qu'il  est  alors  proportion- 
nel à  la  vitesse  du  fluide  et  à  l'étendue  de  la  surface , 
et  qu'il  ne  dépend  pas  de  la  pression.  Quand  il  s'agit 
d'un  fluide  aériforme ,  il  y  a  lieu  de  croire  que  le 
frottement  augmente  ou  diminue  avec  la  densité , 
comme  nous  l'avons  supposé  dans  le  n""  444?  ^^  sorte 
qu'à  température  égale,  il  se  trouve  dépendre  indi- 
rectement de  la  grandeur  de  la  pression. 

457 .  Supposons  actuellement  qu'un  corps  solide , 
dont  la  base  est  une  surface  plane  d'une  étendue 
quelconque,  soit  posé  sur  un  plan  fixe  et  horizontal, 
et  que  la  verticale  menée  par  son  centre  de  gravité 
G  (  fîg.  1 5  )  rencontre  le  plan  fixe  dans  l'étendue  de 
cette  base ,  ce  qui  est  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante de  l'équilibre.  Soient  M  sa  masse ,  et  P  son 
poids.  En  un  point  K  de  sa  surface,  situé  dans  le 
plan  horizontal  mené  par  le  point  G,  attachons  une 
corde  qui  vienne  passer  sur  une  poulie  fixe  B,  de 
sorte  que  BA  soit  le  prolongement  de  GA.  A  l'extré- 
mité  inférieure  C  de  cette  corde,    suspendons  un 
autre  corps  dont  la  masse  soit  M',  et  le  poids  P',  et 
qui  ait  son  centre  de  gravité  G  sur  la  verticale  me- 
née par  le  point  C. 

L'équilibre  subsistera  tant  que  le  poids  P^,  aug- 
menté du  poids  de  la  partie  verticale  de  la  corde , 
sera  moindre  que  le  frottement  de  M  sur  le  plan  fîxe^ 
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et  de  ia  corde  sur  la  poulie  B  j  et  si  P'  au'gmente 
graduellement,  Tëquilibre  se  rompra  à  l'instant  où 
P' surpassera  cette  somme  de  frottemens,  diminuée  du 
poids  de  la  corde  verticale.  Si  Ton  néglige  ce  dernier 
poids  relativement  à  P',  et  que  Ton  désigne  par  F  et 
F'  les  frottemens  de  M  contre  le  plan  fixe  et  de  la 
corde  contre  la  poulie  fixe ,  qui  ont  lieu  immédiate- 
ment avant  ia  rupture  de  l'équilibre,  on  aura 

F  =  F  +  F. 

La  pression  exercée  sur  la  base  de  M  est  le  poids  P 
de  ce  corps;  le  frottement  F  est  donc  proportionnel  à 
P.  D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n°  5o2,  le  frotte- 
ment F'  est  aussi  proportionnel  à  la  force  F;  par  con- 
séquent, on  a 

F  =  /P,       F  =  /T, 

en  désignant  par  f  et  f  des  fractions  indépendantes 
des  grandeurs  de  P  et  F.  Au  moyen  de  ces  valeurs, 
l'équation  précédente  devient 

P'  =  /p  +  //P; 

d'où  l'on  tire 

J         i^f   p- 

Le  poids  P'  étant  connu  à  l'instant  où  l'équilibre 
commence  à  se  rompre ,  cette  équation  déterminera 
la  valeur  de  f,  relative  au  corps  M  et  au  plan  hori- 
zontal sur  lequel  il  est  posé ,  quand  on  connaîtra  la 
valeur  de  f  qui  répond  à  la  corde  et  à  la  gorge  de 
la  poulie.  Le  moyen  indiqué  dans  le  n^  269  fait  con- 
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naîti'e  cette  valeur  de  f ,  indépendamment  d'aucune 
autre  quantité  de  même  nature ,  d'après  l'angle  sous 
lequel  le  mobile  commence  à  glisser  sur  un  plan  que 
l'on  incline  graduellement. 

458.  Dès  que  le   poids   P^,    augmenté   du   poids 
de  la  corde  verticale  ,  l'emportera  un  tant  soit  peu 
sur  la  quantité  F  +  F',    l'équilibre   sera   rompu, 
et ,  à  plus  forte   raison ,  pour  un   poids  P'  encore 
plus   grand.  Le  corps  M  glissera  sur  le  plan  hori- 
zontal, et  M'  descendra  verticalement.  Pendant  ce 
mouvement,  j'appellerai  H  le  frottement  de  M  contre 
ce  plan,  qui  sera  une  fraction  donnée  de  la  pression 
P.  Quant  à  la  poulie  B,  on  pourra  supposer  qu'elle 
est  entièrement  fixe  et  demeure  immobile ,  ou  bien , 
qu'elle  tourne  autour  d'un  axe  horizontal,  perpen- 
diculaire au  plan  de  la  corde  ABC.  Dans  le  premier 
cas,  il  j  aura,  pendant  le  mouvement,  un  certain 
frottement  H'  contre  la  poulie ,  qui  sera  différent  de 
F',  et  devra  être  ajouté  à  H;  dans  le  second  cas',  si 
la  corde  ne  glisse  aucunement  sur  la  poulie,  il  n'y  aura 
aucun  frottement  de  l'une  contre  l'autre  j  mais  il  fau- 
dra tenir  compte  du  mouvement  communiqué  à  la 
poulie  par  l'intermédiaire  de  la  corde,  comme  si  elle 
j  était  attachée.  Je  supposerai  que  ce  soit  le  second 
de  ces  deux  cas  qui  ait  lieu. 

Pour  former  l'équation  du  mouvement,  dési- 
gnons, au  bout  du  temps  quelconque  t,  par  z  et 
7!  les  parties  horizontale  et  verticale  de  la  corde 
ABC,  et  par  jj^  et  ijJ  leurs  masses.  Les  vitesses  de  M 

et  M',  à  cet  instant,  seront  —  j  et   -^  ;  et  l'on  pourra 
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dz-"     ^      ,dz"-  .  ,  .   .  A      V   ' 

représenter  par  a  -j^ei  a  -j-  les  résistances  de  1  air 
exerce'es  à  leurs  surfaces;  a  et  a'  étant  des  constantes 
qui  dépendront  de  leur  forme  et  de  leur  étendue.  Si 
l'on  appelle  g  la  gravité,  les  forces  motrices  appli- 
quées au  système  seront  donc  le  poids  (M'  +  fjJ)  g  , 

diminué  de  la  résistance  a'  -7— ,  et  la  force  horizon- 

dp  ' 

dz^ 
taie  H,  augmentée  de  la  résistance  a  -3-^.  Leurs  mo- 

mens ,  par  rapport  à  Taxe  de  la  poulie  B,  devront  se 
retrancher  l'un  de  l'autre  ;  et  en  appelant  c  le  rayon 
de  cette  poulie  circulaire ,  on  aura 

c\JM'+;^')§-a"^-Jl-a§r\,     (a) 

pour  leur  différence.  Les  forces  motrices   qui    au- 

d^ 
d? 


ront  effectivement  lieu  seront    (M'  +  /x')  -j-^  dans 


d^z 
le  sens  vertical,  — (M+  /m)  -7^  dans  le  sens  horizon- 
tal,  et  celles  de  tous  les  points  de   la  poulie.  Les 
momens  de  toutes  ces  forces  par  rapport  à  l'axe  de 
la    poulie   devront    s'ajouter  ;    et  la    vitesse    angu- 

iaire  de  la  poulie  étant  -  —,  si  l'on  représente 
par  m  sa  masse,  et  par  mk""  son  moment  d'inertie  relatif 
à  son  axe,  on  en  conclura  ,  comme  dans  le  n"  392 , 

~~c~  ^dF  P^"^'  ^^  moment  de  ces  dernières  forces  par 
rapport  à  cet  axe  ;  par  conséquent ,  la  somme  des 
momens  des  forces  effectives  ,  par  rapport  au  même 
axe,  sera 

.[(M'  +  ^'+!51)^^_(M+^)Ji].(.) 
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Or ,  pour  que  les  forces  motrices  appliquées  au  sys- 
tème fassent  équilibre,  au  moyen  de  l'axe  de  la  poulie, 
aux  forces  effectives ,  prises  en  sens  contraire  de  leur 
direction,  il  faudra  que  les  deux  quantités  (a)  et  {h) 
soient  égales  etitre  elles  ;  d'où  il  résultera 


M'  +  f*'  +  — )  ^  -  (M  +^)  ^ 
=  (M'+^')g-H-a'g:;-«§. 

La  corde  ABC  étant  regardée  comme  inextensible  , 
la  somme  de  ses  parties  sera  constante  ;  en  appelant  I 
sa  longueur  totale ,  on  aura  donc 

,      i V      dz'  ^___  dz        d^z   d^z 

Soient  ^  le  poids  de  la  corde  entière,  et  p  le  poids 
de  la  masse  m  de  la  poulie,  on  aura  aussi 


on  a  également 

gU  =  P,   ■  gW  =  F; 

et  parce  que  le  frottement  H  est  proportionnel  au 
poids  P,  on  a ,  en  outre , 

H==^P, 

en  désignant  par  h  un  coefficient  indépendant  de  P» 
Au  moyen  de  ces  différentes  valeurs ,  l'équation  du 
mouvement  deviendra 
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459.  Elle  n'est  point  intégrable  sous  forme  finie ,  à 
moins  qu'on  ne  néglige  les  termes  qui  proviennent 
de  la  résistance  de  l'air  ;  ce  qui  la  réduit  à 


d^z            g^z 

dt-         l 

-  +  ga  = 

=  0, 

en 

i  faisant , 

,  pour  abréger, 

P'  __  ^P  -t-  ^     ___ 

ftp 

p+p'+« 

=  ê. 


Son  intégrale  complète  sera  alors 


C  et  Q!  étant  les  deux  constantes  arbitraires,   et  e  la 
base  des  logarithmes  népériens. 

En  substituant  cette  valeur  de  z  dans  les  termes 
de  l'équation  du  mouvement  qui  proviennent  de  la 
résistance  de  l'air,  et  intégrant  de  nouveau  cette 
équation ,  on  aura  une  valeur  de  z  plus  approchée  ; 
mais  nous  nous  arrêterons  à  la  précédente  ;  et  pour 
déterminer  les  constantes  G  et  C%  j'appellerai  y\o. 

valeur  initiale  de  z,  on  aura  z^=.y  Ql  -tt  =0,  quand 
t  =^  01  d'où  il  résulte 
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C  +  G.-{-^I  =  y,      C-C'  =  o; 
ce  qui  donne 

et ,  par  conséquent , 

à  un  instant  quelconque. 

Si  Ton  appelle  S  le  temps  que  le  poids  P  emploiera 
à  atteindre  la  poulie  B ,  c'est-à-dire  ,  à  parcourir  la 
distance  y ,  on  aura  à  la  fois  ^  =  8  et  z=zo  ;  d'où 
l'on  conclut 

[ctl — hy)\e  +e  )  zzz  2a/. 

Lorsque  0  sera  donné  par  l'observation ,  cette  équa- 
tion servira  à  déterminer  la  valeur  de  c^,  et,  par 
suite,  celle  du  coefficient  h  relatif  au  frottement  du 
poids  P  en  mouvement  sur  le  plan  horizontal.  Dans 
cette  expérience,  on  pourra  prendre  pour  P'  un  poids 
quelconque ,  pourvu  qu'il  surpasse  le  frottement  qui 
a  lieu  dans  l'état  d'équilibre.  Si  le  poids  «sr  est  très 
petit  par  rapport  aux  poids  P  et  P' ,  ê  sera  une  très 
petite  fraction ,  et  l'on  pourra  développer  les  expo- 
nentielles en  séries  très  convergentes  ,  suivant  les 
puissances  de  Ê.  De  cette  manière ,  on  aura 
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et  si  l'on  néglige  tout-à-fait  la  quantité  ê,  on  aura 
simplement 

y  =  ïH%- 

ce  qui  doit  être,  en  effet,  puisque  alors  le  mouvement 
du  poids  P  est  uniformément  accéléré. 

Quel  que  soit  le  mouvement  du  système  que  nous 
considérons,  la  tension  delà  partie  horizontale  de 
la  corde  ABC  est  constamment  égale  a.  la  plus  petiie 
des  deux  forces  qui  agissent  à  ses  extrémités  (n*  552), 
C'est-à-dire ,  au  frottement  H  augmenté  de  la  résis- 
tance de  Fair,  exercée  sur  la  surface  de  M.  Elle  est 
donc  constante  et  égale  à  H ,  ou  AP,  pendant  toute 
la  durée  du  mouvement,  lorsqu'on  fait  abstraction 
de  la  résistance  de  l'air;  et  sa  valeur,  mesurée  par 
l'extension  d'un  ressort  placé  dans  la  longueur  de 
cette  corde ,  peut  aussi  servir  à  déterminer  le  coef- 
ficient h, 

4^0.  Les  valeurs  que  l'expérience  a  données  pour 
ce  coefficient ,  soit  par  l'observation  du  temps  ô,  soit 
par  la  mesure  de  la  tension  de  la  corde  ,  varient  avec 
le  degré  de  poli  des  surfaces  frottantes  et  la  matière 
des  corps  ;  elles  ne  dépendent  pas,  comme  celles  du 
coefficient  f  (n°  269),  du  temps  pendant  lequel  les 
corps  ont  été  en  contact  avant  de  glisser  l'un  sur 
l'autre.  Quand  celles-ci  ont  atteint  leur  maximum , 
elles  surpassent  toujours  les  valeurs  correspondantes 
de  h;  en  sorte  que,  dans  l'état  de  mouvement,  le 
frottement  H  est  moindre  que  le  frottement  F  qui 
a  lieu  à  l'instant  où  l'équilibre  va  commencer  à  se 
rompre  ;  et  la  tension  de  la  corde  en  mouvement  est 
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aussi  plus  petite  que  celle  qui  avait  lieu  au  dernier 

moment  de  l'équilibre. 

Le  poids  P  étant  en  repos,  l'équilibre  subsiste  tant 
que  le  poids  P'  est  plus  petit  que  F  ;  mais  on  a  re- 
marqué que  si  P' ,  quoique  moindre  que  F ,  surpasse 
notablement  H ,  il  suffit  d'agiter  un  peu  le  plan  hori- 
zontal ,  par  de  petites  percussions ,  pour  que  le 
poids  P  se  mette  en  mouvement. 

Quand  le  coefficient  h  est  connu ,  il  est  facile  de 
déterminer  le  mouvement  du  poids  P  sur  un  plan 
incliné.  Je  désignerai  par  i  l'inclinaison  de  ce  plan  sur 
un  plan  horizontal ,  qui  devra  surpasser  l'angle  sous 
lequel  l'équilibre  commencera  à  se  rompre  ,  ou  être 
tel  qu'on  ait  tang  z  >»/*  (  n°  269).  Les  composantes 
de  P ,  parallèles  et  perpendiculaires  à  ce  plan ,  seront 
P  sin  /et  P  cos  i.  La  première  ,  diminuée  du  frotte- 
ment H  y  sera  la  force  motrice  du  mobile ,  dont  M  est 
la  masse  ;  en  appelant  z  l'espace  parcouru  au  bout  du 
temps  t ,  on  aura  donc 

M^  =  Psin£-.H. 

D'ailleurs ,   la   pression    sur   ce    plan   étant   l'autre 
composante  P  cos  i ,  on  aura^  aussi 

H  :=  hPcosi  ; 

à  cause  de  Y=Mg,  l'équation  précédente  deviendra 
donc 

^  =  (  I  —  ncoti)gsmi; 

ce  qui  montre   que  le  mouvement  sera  uniformé- 
ment  accéléré,  et  le  même  que  si   le   frottement 
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n'existait  pas,  et  que  le  sinus  de  Fiaclinaison  fat 
diminue  dans  le  rapport  de  1  —  ^  cot  i  à  l'unité.  Cette 
quantité  1  —  hcoti  est  positive,  puisque  l'on  a,  par 
hypothèse ,  h  <if  et  fcot  f  <  i . 

461.  Le  frottement  H  étant  proportionnel  à  la 
pression ,  et  indépendant  de  l'étendue  de  la  surface 
frottante,  il  s'ensuit  que  les  poids  P  et  P'  du  n"  4^7 , 
restant  les  mêmes ,  le  mouvement  de  P  sur  le  plan 
horizontal  ne  changera  pas,  quelle  que  soit  l'étendue 
de  sa  base ,  pourvu  qu'elle  ait  toujours  le  même  degré 
de  poli.  Ainsi,  en  prenant  pour  ce  corps  un  parallé- 
lépipède rectangle,  d'une  matière  homogène ,  et  dont 
toutes  les  faces  soient  également  polies  ,  son  mouve- 
ment horizontal  sera  toujours  le  même,  si  on  le  pose 
successivement  sur  chacune  de  ses  faces  ;  et  il  en  sera 
encore  de  même,  sur  un  plan  incliné,  sans  le  secours 
du  poids  P'. 

Au  reste,  cette  proposition,  que  le  frottement  est 
indépendant  de  l'étendue  et  du  contour  de  la  base  de  P, 
et  simplement  proportionnel  au  poids  P,  revient  à  dire 
qu'à  chaque  point  de  cette  base,  le  frottement  est  pro- 
portionnel à  la  pression  relative  à  ce  point.  En  effet , 
soient  b  cette  base,  <3?c7  l'un  de  ses  élémens  différentiels, 
etpd(r  la  pression  verticale  que  supporte  cet  élément, 
de  sorte  que  p  représente  la  pression  rapportée  à 
l'unité  de  surface.  Il  faudra  que  la  résultante  des 
pressions  exercées  sur  tous  les  élémens  de  ^,  repro- 
duise le  poids  P  appliqué  au  centre  de  gravité  G  ; 
il  faudra  donc  qu'on  ait 

fpdcr  =  P;         (a). 
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et  si  Ton  mène  par  la  projection  du  point  G  sur  le 
plan  Rxe ,  deux  axes  borizontaux  et  rectangulaires, 
dont  l'un  sera ,  par  exemple ,  la  projection  de  la 
droite  GB,  et  qu'on  appelle  œ  la  distance  de  d(7  à  cette 
projection,  etj  sa  distance  à  l'autre  axe,  on  devra 
aussi  avoir 

fxpda-  r=  o ,     ffpdfT  =  o  ;       (b) 

ces  intégrales  et  celle  que  contient  lequation  (a)  s'ë- 
tendçint  à  la  base  b  tout  entière.  Cela  e'tant,  supposons 
le  frottement  de  l'élément  ^cr  sur  le  pian  fixe,  propor- 
tionnel à  la  pression  pda"  qu'il  éprouve ,  et  représen- 
tons-le par  hpdo" ,  en  désignant  par  h  un  coefiicient 
indépendant  de  p  et  relatif  a  la  nature  de  la  sur- 
face da ;  nous  aurons 

H  =  fhpdcr , 

pour  le  frottement  total;  et  comme  les  frottemens 
de  tous  les  élémens  sont  parallèles  à  la  direction 
GB  du  mouvement,  si  l'on  appelle  x^  la  distance 
de  leur  résultante  H  au  plan  vertical  passant  par  la 
droite  GB ,  on  aura  également 

ILx^  =  fhxpdj. 

Or,  si  la  base  du  mobile  a  le  même  degré  de  poli 
dans  toute  son  étendue ,  le  coefficient  h  sera  constant, 
€t  il  en  résultera 

E  =  hfpdd  =  7iP ,      Wx^  =  hfxpdi  =  o  ; 

par  conséquent,  le  frottement  total  ne  dépendra  que 
du  poids  r,  quels  cfue  soient  l'étendue  et  le  contour 
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de  sa  base;  et  la  direction  de  cette  force  tombant ^ 
à  cause  de  x^  =  o ,  dans  le  plan  vertical  passant  par 
la  droite  GB,  elle  ne  pourra  imprimer  aucune  rota- 
tion au  mobile,  dont  le  mouvement  sera  parallèle  à 
ce  plan ,  comme  on  Fa  suppose'. 

Lorsque  les  centres  de  gravité  du  poids  P  et  de  la 
base  b  sont  situés  sur  une  même  perpendiculaire  à 
cette  base,  comme  dans  le  cas  d'un  prisme  ou  d'un 
cylindre  vertical,  on  satisfait  aux  équations  {à)  et  (^), 
en  supposant  la  pression  p  constante  et  égale  au  rap- 
port de  P  à  Z».  Réciproquement ,  pour  une  valeur 
constante  de  p,  les  équations  (b)  donnent 

fxdcr  =  o ,         fjdj  =:  o  ; 

ce  qui  exige  que  le  centre  de  gravité  de  ô  coïncide 
avec  la  projection  horizontale  du  point  G;  par  con- 
séquent, lorsque  cette  condition  n*est  pas  remplie,  la 
pression  p  varie  nécessairement  d'un  point  à  un  autre 
de  la  base  du  mobile.  La  détermination  de  sa  valeur 
en  un  point  quelconque  est  alors  un  problème  très 
difficile ,  qu'on  ne  peut  résoudre  qu'en  ayant  égard  à 
la  flexibilité  de  la  matière  du  mobile  et  à  celle  du 
plan  horizontal  sm^  lequel  il  s'appuie,  et  qui  donne- 
rait lieu,  sans  cette  considération,  à  une  indéter- 
mination apparente,  comme  dans  le  problème  du 
n°  270. 

Si  l'on  suppose  que  les  deux  centres  de  gravité 
soient  sur  une  même  verticale,  on  aura  donc  a  la 
fois,  quel  que  soit  le  coefficient  h, 
P  p 

P  =  -r>     H  =  "Â  /^^<^  9     xjhd7  ^=:zfhxd<T, 


6 
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Par  conséquent,  la  base  restant  la  même,  le  frotte- 
ment total  H  sera  proportionnel  au  poids  P ,  comme 
«i  le  degré  de  poli  était  le  même  dans  toute  l'étendue 
de  cette  base  ;  mais ,  en  général ,  on  n'aura  plus 
Xj  =  o^  la  direction  de  la  force  H  ne  coïncidera  plus 
avec  la  projection  horizontale  de  la  droite  GB ,  et 
quand  le  poids  P'  entraînera  le  poids  P  sur  le  plan 
horizontal,  le  frottement  fera  tourner  le  mobile  au- 
tour de  la  verticale  qui  passe  par  son  centre  de 
gravité  G. 

462.  Le  poids  P  étant  toujours  posé  sur  un  plan 
fixe  horizontal,  et  la  projection  horizontale  du  point 
G  coïncidant  avec  le  centre  de  gravité  de  la  base  b , 
supposons  que  l'on  imprime  à  ce  corps  ,  par  un 
moyen  quelconque  ,  des  quantités  de  mouvement 
parallèles  au  plan  fixe ,  qui  ne  le  fassent  pas  trébu- 
cher, c'est-à-dire,  qui  ne  détachent  pas  sa  base  b 
de  ce  plan.  Le  mobile  prendra  deux  mouvemens 
Tiorizontaux ,  l'un  de  translation  ,  qui  sera  celui^  de 
son  centre  de  gravité  G ,  et  l'autre  de  rotation,  au- 
tour de  la  verticale  passant  par  ce  point.  Or,  il  s'a- 
git d'examiner  l'influence  du  frottement  sur  ces  deux 
mouvemens  difFérens. 

Représentons  par  -rd(7  le  frottement  éprouve  par 

l'élément  d(7  de  b ,  et  dont  la  direction  sera  con- 
traire à  celle  de  la  vitesse  de  cet  élément.  Appe- 
lons r  sa  distance  à  l'axe  de  rotation  ;  au  bout  du 
temps  t ,  désignons  par  x  et  j  les  coordonnées  rec- 
tangulaires du  centre  de  gravité  de  b ,  rapportées 
à  des  axes  fixes  menés  arbitrairement  dans  le  plan 
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horizontal ,  et  par  6  l'angle  que  fait  r  avec  le  pro- 
longement de  X.  Les  coordonnées  de  dfj  seront,  au 
même  instant ,  x  +  r  cos  9  et  j-  +  r  sin  6  ;  et  si 
l'on  désigne  par  k>  la  vitesse ,  et  par  et  et  ê  les  an- 
gles qu6  fait  sa  direction  avec  des  parallèles  aux  axes 
à&s  jcety,  on  aura 


$^  cos  a  =  3 r  sm  B   ,, , 

dt  dt' 

a         dr    ,  f^db 


(') 


pour  les  deux  composantes  de  cette  vitesse.  Celles 
du  frottement  seront ,  en  même  temps , 

AP           ,              h?        p, 
Y  cos  ctdd  y j  cos  hd(7. 

Or,  le  mouvement  du  centre  de  gravité  G  étant  le 
même  que  si  la  masse  du  mobile  y  était  concentrée , 
et  que  les  forces  motrices  de  tous  ses  points  y  fussent 
appliquées  parallèment  à  leurs  directions,  nous  au- 
rons, pour  les  équations  de  ce  mouvement , 

p      . 
en  désignant  par  ^  la  gravité,  de  sorte  que  -  soit  la 

masse,  et  supposant  le  coefficient  h  constant  dans 
toute  l'étendue  de  h. 

En  même  temps,  le  mobile  tournera  autour  de  la 
verticale  passant  par  le  point  G,  comme  si  cette 
droite  était  fixe,  et  que  les  forces  qui  agissent  sur  ce 

16.. 
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corps  ne  fussent  pas  changées.  Le  moment  du  frot- 
tement de  d(^  sera  égal  à  îa  différence  des  momens 
de  ses  deux  composantes ,  et  aura  pour  valeur 

^P  COS  Cela-  f\     ,      hV  COS  aida-  .       /n 

T .  r  COS  8  -i r .  r  sm  9 , 

en  supposant  que  la  rotation  a  lieu  dans  le  sens  où 
Fangle  ô  augmente,  c'esl-à-dire,  de  l'axe  des  x positives 
vers  celui  des  j  positives.  Cela  étant ,  si  Ion  désigne 
par   ct)  la  vitesse  angulaire  du  mobile  au  bout  du 

temps  ty  et  par  —  son  moment  d^inertie  par  rapport 

ô 

a.  Taxe  de  rotation,  on  aura  (n**  392) 

A*  ^  =  —  -ff(cos  f  COS  0  —  COS  a  sin  ô)  rd(7  ,     (5) 

pour  Fëquation  du  mouvement  autour  de  cet  axe, 

dans  laquelle  on  fera  œ^=z  j,  et  Ton  étendra  l'inte'- 

grale  à  la  base  entière  b  du  mobile. 

Dans  ces  équations  (2)  et  (5),  les  variables  a?,  j,  0, 
ne  sont  pas  séparées  ;  les  mouvemens  de  translation 
et  de  rotation  dépendent  ainsi  l'un  de  l'autre ,  et  ne 
peuvent  être  déterminés ,  en  général ,  que  par  ap- 
proximation. Il  y  a  deux  cas  qui  peuvent  se  résoudre 
aisément ,  et  que  nous  allons  considérer. 

463.  Si  le  centre  de  gravité  G  demeure  en  repos, 

dx  dy  1 

on  aura  ^  =  *»  et  ^  =0;  les  équations  (i)  don- 
neront 

COS  fit  =  —  sin  9-,     COS  S  =  COS  0,     ^z=zr-' 

'  dt^ 
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et  pour  que  les  équations  (2)  soient  satisfaites,  il  fau- 
dra que  les  intégrales  /'sin  8  do'  et  ycos  9  ds  soient 
nulles  ;  ce  qui  ne  dépendra  que  du  contour  de  b  ^  et 
aura  lieu ,  par  exemple ,  toutes  les  fois  qu'il  sera  sy-^ 
métrique  autour  du  centre  de  gravité  de  cette  base. 
L'équation  (5)  deviendra 


d'où  l'on  tire 


^•S  =  -ï/^^-^ 


da   hcg 

dt    '^  W  ' 


en  appelant  c  la  constante  frd(7.  Le  mouvement  de 
rotation  sera  donc  uniformément  retardé  ;  et  si  l'on 
appelle  Q.  la  vitesse  initiale  angulaire ,  on  aura ,  à  un 
instant  quelconque , 

0,  =  a  —  ^^  • 

ce  qui  montre  que  ce  mouvement  se  terminera  au 
bout  d'un  temps  exprimé  par  -j —  ,  pour  lequel  on 
aura  <s)  =  o ,  et  le  corps  sera  en  repos. 

Lorsque  la  vitesse  de  rotation  sera ,  au  contraire , 
très  petite  par  rapport  à  celle  du  mouvement  de 

dô 
translation,  et  qu'on  négligera  le  carré  de  r  j  ,   les 

équations  (i)  donneront 

.•  =  .»_.(^sin6_|cos9)r|, 
en  désignant  par  u  la  vitesse  du  pojnt  G^  de  sorte 
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qu  on  ait 

^  dt'   ^    dt-' 

On  déduira  de  là  et  des  mêmes  équations  (i) 

1  I     ,     I  /^dx   .A         dr         ,\  rdù 

V         u  •'    u^\dt  dt  J  dt  ^ 

i  dx           \   /  dx         f\    t     dr    »     ti\  dr  rdB 
cos  et  =  -  -7 ô  (  -7-  cos  y  +  -y- sm  ^  )  ~f-  -r  * 

u  dt  y?\dt  *     dt  J  dt    dt    ^ 

fi         \  dr     ,      i    /  dx  f\    ,     dr    ,     n\  ^^  ^^^ 

L'origine  des  coordonnées  polaires  r  et  9  étant  le 
centre  de  gravité  de  la  base  Z>,  on  a  d'ailleurs 

frsm^d7  =z  o ,      frcosèd(7  =  o» 

Cela  étant,  si  Ton  substitue  ces  valeurs  de  cos  ce  et 
cos  C  dans  les  équations  (2) ,  et  si  Ton  observe  que 
fd7z=b,  elles  deviendront 

d'^x hg    dx         dy hg    <r     ,  / / \ 

dt^  u     dt  ^       de  u     dt'      ^^^ 

Pour  plus  de  simplicité,  je  supposerai  la  base  b  symé- 
trique autour  de  son  centre  de  gravité,  de  manière 
qu'on  ait 

/r*  cos6  sinS^cr  =  o ,  /r*sin^â^(7  =/r*  cos^â^fcr  =  by^ | 

y  étant  une  ligne  donnée.  Par  la  substitution  des 
valeurs  de  cos  cl  et  cos  € ,  l'équation  (5)  se  ré- 
duira alors  à 

.,dH   _  hgy-db 

-     ^  le  —         ^  ^  '        ^-'i 

dB 
en  observant  que  r^  =  ^.       - 
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Les  intégrales  complètes  des  équations  (4)  sont 

^=(a--kgt)cosé,     ^  =  {a  —  hgt)sme;     ' 

a  et  ê  étant  les  deux  constantes  arbitraires.  On  en 
déduit 

u  =  a  —  hgt  ; 

et  l'on  voit  que  le  mouvement  du  point  G  sera  uni- 
formément retardé,  et  que  ^  et  6  seront  la  vitesse 
initiale  et  Fangle  que  sa  direction  fait  avec  Taxe 
des  X,  L'équation  (5)  devient 

d^S hgy''        dS  ^ 

dF  k^{a^}igt)  'di  ' 

son  intégrale  complète  est  donc 

=  "(-¥)". 


d^ 
dt 


en  désignant  par  Ci  la  constante  arbitraire,  qui  ex- 
primera la  vitesse  angulaire  initiale.  Les  valeurs  de 

u  g\  -^  o\x  co ,  seront  d'autant  plus  approchées,  que 

le  produit  de  Q,  et  de  la  plus  grande  valeur  de  rsera 
une  plus  petite  fraction  de  la  vitesse  w,  elles  mon^ 
trent  que  les  mouvemens  de  translation  et  de  ro- 
tation finiront  ensemble,  au  bout  d'un  temps  égal 
»     a 

Lorsqu'un  corps  solide  se  meut  sur  un  plan  fixe , 
en  le  touchant  constamment  par  un  seul  point  de 
sa  surface,  il  peut  arriver  plusieurs  cas  qu'il  im- 
porte de  distinguer. 
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1°.  Le  corps  peut  rouler,  sans  glisser,  sur  le  plan 
fixe,  de  manière  que  les  deux  courbes  tracées  sur  ce 
plan  et  sur  la  surface  du  mobile ,  qui  sont  les  lieux 
géométriques  de  leurs  points  de  contact  successifs , 
aient  constamment  des  longueurs  égales. 

2°.  Le  mobile  peut  tourner  sur  lui-même,  en  tou- 
chant constamment  le  plan  fixe,  en  un  même  point 
de  ce  plan. 

5'.  Le  corps  peut  glisser  sans  tourner,  de  sorte  que 
le  point  de  contact  soit  constamment  le  même  point 
de  sa  surface. 

4°.  Enfin ,  il  peut  glisser  et  tourner  à  la  fois  sur  le 
plan  ûxe. 

Dans  le  deuxième  et  dans  le  troisième  cas,  le  frot- 
tement du  mobile  contre  le  plan  ûxe  est  le  même 
que  si  le  contact  avait  une  étendue  quelconque  ;  sa 
grandeur  est  proportionnelle  à  la  pression  qui  a  lieu 
au  point  de  contact ,  et  sa  direction  contraire  à  celle 
de  la  vitesse  de  ce  point.  En  le  désignant  par  H,  et 
la  pression  par  P,  on  a  H  =  AP  ;  le  coefficient  h  étant 
le  même  que  dans  le  n°  4^8.  Cette  loi  est  une  consé- 
quence de  ce  que  le  frottement  est  indépendant  de  ' 
l'étendue  du  contact;  elle  aurait  besoin,  toutefois, 
d'être  vérifiée  par  des  expériences  directes.  La  force 
H  est  ce  qu'on  appelle  un  frottement  de  la  première 
espèce. 

Dans  le  premier  cas,  le  frottement  du  mobile 
contre  le  plan  fixe  se  nomme  un  frottement  de  se^ 
conde  espèce.  L'observation  fait  voir  que  cette  force 
est  généralement  très  petite,  et  peut  être  négligée. 

Dans  le  dernier  cas,  les  deux  espèces  de  frottement 
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ont  lieu  en  même  temps  ;  on  néglige  celui  de  la  se- 
conde espèce  par  rapport  au  frottement  de  la  pre- 
mière espèce,  qui  est  dirigé,  à  chaque  instant,  en  sens 
contraire  de  la  vitesse  du  point  de  contact,  et  tou- 
jours proportionnel  à  la  pression  en  ce  point. 

Ces  résultats  ne  conviennent  pas  au  cas  où  le  point 
de  contact  est  Textrémité  d'une  pointe,  ou  quand  il 
appartient  à  une  arête  vive  ;  ils  auront  encore  lieu 
lorsque  le  mobile  sera  un  cylindre  qui  touchera  le 
plan  fixe  suivant  une  ligne  droite;  et,  toutes  les  fois 
que  sa  surface  n'aura  ni  pointes  ni  arêtes  vives ,  ils 
suffiront  pour  former  les  équa+ions  différentielles  des 
mouvemens  de  translation  et  de  rotation.  L'exemple 
suivant  montrera  comment  on  en  devra  faire  usage 
pour  cet  objet. 

464.  Je  suppose  que  le  mobile  soit  une  sphère  ho- 
mogène, posée  sur  un  plan  fixe  horizontal.  On  im- 
prime à  ce  corps  un  mouvement  de  rotation  autour 
d'un  diamètre  horizontal ,  et  à  son  centre  une  vitesse 
horizontale  et  perpendiculaire  à  ce  diamètre.  Il  est 
évident  que  le  mobile  tournera  autour  de  ce  dia- 
mètre, qui  sera  transporté  parallèlement  à  lui-même 
et  au  plan  fixe,  et  que  le  centre  de  figure  et  de  gra- 
vité décrira  une  droite  horizontale ,  dans  le  plan  ver- 
tical perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation.  Il  s'agit  de 
déterminer,  à  un  instant  quelconque ,  les  .vitesses  de 
ces  deux  mouvemens. 

La  figure  i4  représente  une  section  du  mobile,, 
perpendiculaire  à  son  axe  de  rotation  et  passant  par 
son  centre  G.  La  droite  AKB  est  la  section  du  plan  ûxe  ; 
la  parallèle  CGD  est  la  droite  que  décrit  le  point  G  ^ 
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et  le  contact ,  au  bout  du  temps  quelconque  t ,  a  lieu  au 
point  K.  A  cet  instant ,  soient  œ  la  distance  CG,  comp- 
tée à  partir  du  point  fiiLQ  C  ,  ^  la  vitesse  du  point  G, 

Où  la  vitesse  angulaire  du  mobile  autour  de  son  axe 
de  rotation,  qui  sera  regai^dée  comme  positive  ou 
comme  négative,  selon  que  la  rotation  aura  lieu  dans 
le  sens  indique  par  la  flèche  s  ou  en  sens  contraire» 
En  appelant ,  au  même  instant ,  v  la  vitesse  absolue 
du  point  K,  et  désignant  par  c  le  rayon  CG  de  la 
sphère,  on  aura 

dx     , 

*'  =  Â  +  ^^- 

Selon  que  cette  quantité  sera  positive  ou  négative ,. 
le  point  K  s'avancera  vers  B  ou  vers  A  ^  et  le  frot- 
tement qui  a  lieu  en  ce  point  K  en  sens  contraire 
de  i^,  sera  dirigé  suivant  KA  ou  suivant  KB.  Quand 
on  a  (^  =  o  ,  le  corps  roule  sans  glisser ,  et  le  frotte- 
ment n'est  plus  que  de  la  seconde  espèce. 

Cela  posé ,  désignons  toujours  par  P  le  poids  du 

corps  ,  par  g  la  gravité  ,  par le  moment  d'inertie 

par  rapport  à  l'axe  de  rotation ,  et  par  hP  le  frot- 
tement au  point  K,  En  supposant,  pour  fixer  les 
idées,  la  vitesse  (^  positive,  et,  conséquemment ,  le 
frottement  dirigé  suivant  KA ,  les  équations  différen- 
tielles des  mouvemens  de  translation  et  de  rotatioa 
seront 

^  ==  —  % .     ^^'î  ==  —  ^^S>      W 
car  le  centre  G  devra  se  mouvoir  comme  si  la  masse 
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P 

-  du  mobile  y  était  réunie ,  et  que  le  frottement  y 

o 

fût  appliqué  parallèlement  à  sa  direction  ;  et ,  en 
même  temps,  le  mobile  devra  tourner  autour  de 
son  axe  de  rotation  ,  comme  si  cet  axe  était  fixe,  et 
que  le  point  d'application  du  frottement  et  le  sens 
de  cette  force  ne  fussent  pas  changés.  Le  mobile  étant 
une  sphère,  on  a  aussi 

les  équations  précédentes  auraient  encore  lieu ,  mais 
avec  une  valeur  différente  de  A*,  si  ce  corps  était 
un  solide  de  révolution,  ou  un  cylindre  droit  à 
base  circulaire,  tournant,  dans  ces  deux  cas,  autour 
de  Taxe  de  figure. 

En  supposant  le  coefficient  h  constant,  et  intégrant 
les  équations  (a) ,  on  a 

dx                        j    ^                                     hcgt         ,,v 
^^    =^  a  -^  kgt,       co  =  a ^  ;     (b) 

a  et  fit  étant  les  deux  constantes  arbitraires  qui  repré- 
senteront les  valeurs  initiales  des  vitesses  -7-  et  6?.  Oa 

dt 

aura  ,  en  même  temps , 

V  z=:  a+  cet  -^  (^1  +  -^)hgt. 

Par  hypothèse,  la  constante  a+ca  est  positive; 
la  vitesse  (^  Test  donc  aussi  pendant  un  temps  Q , 
au  bout  duquel  elle  est  nulle ,  et  qui  a  pour  valeur 

û   ('2  -f-  cx)k^     2(«  -{-  eu) 

—    "(c^  ^-  k-)gh   —    ~^f~"  ' 
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dans  le  cas  de  la  sphère.  Pendant  l'intervalle  de 
temps  6^  les  valeurs  précédentes  de  j-  et  cy  sub- 
sisteront, et  les  deux  mouvemens  du  mobile  seront  uni- 
formément re lardés.  Au  bout  d'un  temps  égal  à  —,  la 

valeur  de  -i-  sera  nulle  ;  si  donc  ce  temps  est  moindre 
que  fi,  ce  qui  aura  lieu  si  l'on  a 

a  <  -^, 
la  vitesse  -y-  deviendra  néffative  au-delà  de  t=:- — , 

dt  ^  hg  ' 

et  le  centre  de  la  sphère  rétrogradera.  C'est  ce  qui 
arrive  ,  par  exemple ,  lorsqu'on  frappe  une  bille  de 
billard  de  manière  à  la  faire  tourner  rapidement 
autour  d'un  diamètre  horizontal  et  a  faire  avancer 
en  même  temps  son  centre  avec  une  moindre  vitesse, 
en  sorte  que  les  quantités  a  et  et  soient  toutes  deux 
positives  et  satisfassent  à  l'inégalité  précédente.  Le 
frottement  contre  le  tapis  détruit  bientôt  le  mou- 
vement de  translation  ;  mais  le  mouvement  de  rota- 
tion subsistant  encore  ,  le  frottement  continue  d'agir 
en  sens  contraire  de  ce  dernier  mouvement  ;  et  c'est 
cette  force ,  transportée  au  centre  de  gravité  ,  qui  le 
ramène  vers  son  point  de  départ. 

Si ,  à  l'origine  du  mouvement,  la  sphère  ne  tourne 
pas,  de  sorte  qu'on  ait  ctr=o,  ou,  plus  généra- 
lement ,  si  l'on  a 

a>  -^, 
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la  vitesse  -r-  ne  deviendra  pas  nulle  avant  la  vi- 
tesse (^ ,  et  le  centre  G  ne  rétrogradera  pas.  Mais 
dans  tous  les  cas,  au  bout  du  temps  S,  le  point 
d'appui  K  du  mobile  n'ayant  plus  de  vitesse  ,  le  frot- 
tement ^P  de  la  première  espèce  disparaîtra;  la  sphère 
continuera  de  rouler  sans  glisser  ;  et  il  se  produira  un 
frottement    qui    ne    sera    plus   que  de    la    seconde 

espèce.  Les  vitesses  -j-  el  co  deviendront  constantes , 

ou  ne  décroîtront  plus  que  très  lentement  ;  leurs  Va- 
leurs seront  celles  des  formules  {b) ,  qui  répondent 
à   ^  =  6  ,  savoir  : 

dx  5<2  —  icci  ic(x.  —  5a 

dt  7  '  1^ 

Ainsi ,  l'effet  ge'ne'ral  du  frottement  ordinaire  ou 
de  la  première  espèce,  est  de  réduire  au  repos  les 
corps  qui  glissent  sans  tourner,  et  de  réduire  seu- 
lement à  l'uniformité  et  à  l'égalité,  en  sens  opposés, 
les  deux  mouvemens  des  corps  qui  glissent  et  roulent 
en  même  temps.  Dans  un  vide  parfait,  le  roulement 
du  mobile  qui  résulte  de  ces  deux  mouvemens ,  sub- 
sisterait indéfiniment ,  et  le  frottement  de  la  seconde 
espèce  maintiendrait  la  vitesse  v  nulle ,  et  les  deux 

•  dx  ,     1  , 

Vitesses  -^  gI  œ  égales  et  contraires.  Mais  la  ré- 
sistance de  l'air  trouble  cette  égalité  ;  le  frottement 
de  la  première  espèce  reparaît ,  et  le  concours  de 
ces  deux  forces  finit  par  réduire  le  mobile  à  l'état 
de  repos. 
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CHAPITRE  VIL 

DU  CHOC  DES  CORPS  DE  FORME  QUELCONQUE. 

^65.  La  position  et  l'état  d'un  corps  solide  en 
mouvement,  sont  complètement  déterminés  à  un 
instant  donné  ,  lorsque  l'on  connaît ,  à  cet  instant , 
les  coordonnées  de  son  centre  de  gravité ,  les  com- 
posantes de  la  vitesse  de  ce  point ,  les  directions  des 
trois  axes  principaux  qui  se  coupent  en  ce  même 
point ,  et  les  composantes  de  la  vitesse  angulaire  de 
rotation  autour  de  ces  trois  axes.  Si  ce  corps  est 
rencontré  par  un  autre  mobile,  pour  lequel  toutes 
ces  choses  soient  également  connues,  les  compo» 
santés  de  leurs  vitesses  de  translation  et  de  rotation 
seront  changées  par  le  choc ,  mais  non  pas  les  posi- 
tions de  leurs  centres  de  gravité ,  ni  les  directions 
de  leurs  axes  principaux  ;  car ,  quoique  le  choc  ne 
soit  pas  instantané ,  cependant  la  durée  de  ce  phé- 
nomène est  toujours  assez  petite  pour  qu'on  puisse 
faire  abstraction  du  déplacement  des  diffère ns  points 
des  deux  mobiles  p  pendant  qu'il  s'accomplit ,  et , 
par  conséquent,  pour  qu'on  puisse  considérer  comme 
sensiblement  immobiles  leurs  centres  de  gravité  et  les 
points  des  deux  mobiles  qui  appartiennent  à  leurs 
axes  principaux.  Le  problème  du  choc  des  corps 
aura  donc  pour  objet  de  déterminer^  en  grandeur  et 
en  directio'n ,  leurs  vitesses  de  translation  et  de  rota- 
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tion  après  le  choc,  au  moyen  de  ces  mêmes  quantités 
avant  le  choc ,  et  d'après  la  forme  et  la  situation  rela- 
tives des  mobiles. 

JNous  allons  donner  la  solution  générale  de  ce  pro- 
blème, dans  les  deux  cas  extrêmes  où  les  mobiles 
sont  mous  et  dénués  d'élasticité  ,  et  où  ces  corps  sont 
au  contraire  parfaitement  élastiques. 

466.  Supposons  d'abord  que  les  mobiles  soient 
au  nombre  de  deux  ,  qu'ils  se, touchent  par  un  seul 
point ,  et  qu'ils  soient  entièrement  libres.  Soient  M 
et  M'  leurs  masses  ,  G  et  G'  (fig.  i5  )  leurs  centres 
de  gravité ,  K  leur  point  de  contact ,  HKH'  la  nor- 
male a  leurs  surfaces  en  ce  point.  Soient  aussi  Gjc, 
Gf,  Gz,  les  axes  principaux  de  M,  et  G'o?',  G'y, 
GV,  ceux  de  M'. 

Immédiatement  avant  le  choc,  désignons  par  11  ^ 
i^,  w  ,  les  composantes  de  la.  vitesse  de  ,G  suivant 
les  axes  Gjc  ,  Gjr,  Gz  ;  appelons  en  même  temps  é»  la 
vitesse  angulaire  de  M  autour  de  Taxe  instantané 
de  rotation,  passant  par  le  point  G,  et  p,  ^,  r,  les 
trois  composantes  de  cette  vitesse ,  autour  des  mêmes 

axes  Gx,  Gj,  Gz  ;  en  sorte  que  ^,  ^,   -,  soient  les 

cosinus  des  angles  que  Taxe  instantané  fait  avec  ces 
trois  droites  (  n°  407  ) ,  et  qu'on  ait 

G?"  z=z  p*  ^  q*  ^  r*. 

Cela  étant,  si  Jc ,  j,  z,  sont  les  trois  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  M  ,  rapportées  aux  axes 
Gjc  ,  Gj,  Gz ,  les  composantes  de  sa  vitesse ,  paral- 
lèles à  ces  axes  et  provenant  de  la  rotation  du  mo- 
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bile  (  n"  4 1  ^  )  seront  qz  —  rj,  rx  -^pz,  pj —  qx  ; 
par  conséquent,  on  aura  celles  de  sa  vitesse  absolue, 
en  y  ajoutant  les  composantes  w,  v ^w  ^  de  la  vitesse 
du  point  G  ;  ce  qui  donne 

w  +  ^z  —  rj,     v  +  rx — pz,     vi^ 'h  PJ — ^^' 

Je  désigne  par  u^,  v^,  vi^, ,  p,,  q,,  r^ ,  ce  que  de- 
viennent u,  v,w,p,q,  r,  immédiatement  après  le 
choc.  En  observant  que  le  point  dont  les  coordonnées 
sont  X,  j,  z,ne  change  pas  sensiblement  de  posi- 
tion pendant  le  choc ,  les  trois  composantes  précé- 
dentes deviendront 

"/ + 1>^  —  ^iy>   ^/  +  ^,^ — Pi^  >    ^/+  PJ — it^  > 

et  comme  les  axes  Gx ,  Gj,  Gz ,  auxquels  elles  sont 
parallèles,  sont  aussi  supposés  immobiles  pendant 
le  choc ,  on  aura  les  vitesses  perdues  par  ce  point  sui- 
vant ces  axes ,  en  retranchant  ces  dernières  quantités 
des  précédentes.  Si  donc  on  désigne  par  dm  l'élément 
de  la  masse  M  qui  répond  aux  coordonnées  x,  j,  z, 
nous  aurons 

[u  —  u,  -{-  (q  —  q^)z  —  (r  —  rJ/j^/TZ, 
[<^  —  ^/  +  (^  —  O-^—  (P  —  Pj)z]dm, 
[w  —  w^  +  Çp-^  p,)j—  (q—  q,)x]dm, 

pour  les  composantes  parallèles  à  Gx,  Gj-,  Gz^  de  la 
quantité  de  mouvement  perdue  par  dm ,  pendant  la 
durée  du  choc.  ' 

En  vertu  du  principe  général  de  la  Dynamique 
(n**  555  )  ,  les  quantités  de  mouvement  ainsi  perdues 
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par  M  et  M'  devront  se  faire  équilibre  ;  et ,  d'après 
ce  qu'on  a  vu  dans  le  n"*  205,  on  formera  les  e'quations 
d'équilibre  de  ces  deux  corps  solides,  appuyés  l'un 
contre  l'autre,  en  considérant  chacun  d'eux  isolément, 
après  avoir  joint  aux  forces  relatives  à  M,  une  force 
inconnue  N,  dirigée  suivant  KH  ,  et  aux  forces  ap- 
pliquées à  M',  la  même  force  N  agissant  au  point  K 
suivant  KH'. 

Ces  forces  N,  dirigées  suivant  KH  et  KH',  seront 
les  quantités  de  mouvement  imprimées  par  le  choc 
aux  masses  M  et  M',*  et,  avant  d'écrire  les  équations 
d'équilibre,  on  peut  remarquer  que  les  effets  du 
choc,  qu'elles  serviront  à  déterminer,  seront  les 
mêmes,  pour  la  masse  M ,  par  exemple,  que  si  l'on 
appliquait  à  une  partie  arbitraire  ^c  de  cette  masse  , 
ayant  son  centre  de  gravité  sur  la  droite  KH,  une  vi- 
tesse k  parallèle  à  KH,  et  telle  que  l'on  eût  //-A:  =  N  ; 
car  il  est  évident  que  la  résultante  des  quantités  de 
mouvement  de  juc  serait  N,  en  grandeur  et  en  direc- 
tion :  la  percussion  exercée  sur  M,  suivant  KH,  équi- 
vaut donc  toujours,  comme  nous  l'avons  dit  dans  le 
n'' 455  ,  à  des  vitesses  égales,  imprimées,  parallèle- 
ment à  cette  normale  KH,  à  tous  les  points  d'une 
partie  de  M ,  qui  a  son  centre  de  gravité  sur  cette 
droite. 

467.  Cela  posé,  désignons  par  a,  b,  c,  les  trois 
coordonnées  de  K,  rapportées  aux  axesCr,  Gj,  Gz, 
et  par  a,  S ,  y,  les  angles  que  la  droite  KH  fait  avec 
des  parallèles  à  ces  axes,  menées  par  le  point  K  ;  les 
six  équations  d'équilibre  des  quantités  de  mouve- 
ment perdues  par  tous  les  points  de  M,  seront 
2.  17 
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N  cos  a  +/[w  —  u^+{q^q)z'^{r--'  r^j]dm  =  o, 
N  cos  Q  -{-fly  —  v,  +  {r—  r^x—{p—p^  z]dm=o, 
N  cos  y  +f[w-^w,+  (p  —p^J—  {q — q^)  ^]dm = o, 

N  (a  cos  ê  —  b  cos  et) 

^f[u  --  u^+  {q—q)z  —{r^  r^)j]jdm  =  o, 

N  (c  cos  c6  —  a  cos  7/) 
+/["  —  w,  +  {q  —  qj)  z—{r—  r;)f\  zdm 
—f\w—W,  +  {p—p^J—  {q—q)oc\xdm=o, 

N[bcosy  —  c  cos  C) 
^flw-w^  +  {p—p,)j  —  (ç  — ^,)^]j/i//z 
—/[^  —  ^/  +  (^  —  0-^  —  (p  — P/)2]2<im  =0; 

les  intégrales  s'ëtendant  à  la  mas^e  entière  M. 

A  cause  que  le  point  G  est  le  centre  de  gravité 
de  M ,  et  que  Goc ,  Qj ,  Gz ,  sont  ses  axes  princi- 
paux ,  on  a 

fxdm  =  o  ,    fjdm   =  o ,    fzdm    =  o , 
Jj'zdm:=zo,    fzœdm  =  o,   /xjdm=o. 

Désignons,  de  plus ,  par  A,  B,  C,  les  momens  d'iner- 
tie de  M  par  rapport  à  ces  mêmes  axes,  de  sorte 
qu'on  ait 

A==/(7*+z*ym,  B=f(z'+x')djn,  C=/{x'+j')d?n. 

En  observant  que  fd?n  =  M,  les  six  équations  d'équi- 
libre se  réduiront  à 
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N  cos  a  +  M  (w  —  u^  =  o  y 
NcosC  +  M(i^  -^  (^J  =  o, 
Ncosj/  +  M(îv — ^w^)  =  o, 
N  (<5J  cos  ê  —  h  cos  a)  +  C  (r  —  rj  =  o , 
N  (c  cos  a  —  <2  cos  y)  +  B  (^^  —  ç^)  =  o , 
N(^  cos  ^  —  ccos  ê)  +  A(^ — pJ  =  o. 


(0 


Par  rapport  à  M'  et  à  ses  axes  principaux  Qi'a:'^ 
^'y,  (j'z' ,  je  désignerai  les  quantités  qui  entrent  dans 
ces  équations  par  les  mêmes  lettres,  avec  un  trait  su- 
périeur; en  sorte  que,  par  exemple,  a',  Q' ,  y',  se- 
ront les  angles  que  fait  la  droite  KH'  avec  des  paral- 
lèles à  ces  axes,  menées  par  le  point  K,  et  que  a', 
V ,  c' ,  seront  les  coordonnées  de  ce  point,  rapportées 
à  ces  mêmes  axes.  En  observant  que  la  grandeur  de 
N  doit  être  la  même  pour  les  deux  corps  M  et  M',  les 
équations  d'équilibre  des  quantités  de  mouvement 
perdues  par  M'  seront 

N  cos  a!  4-  M'  (u!  —  ul)  =  o  , 

N  cos  €'  -f-  M'  (/  —  i^/)  =  o , 

N  cos  y  -h  M'  (W—  w/)  =  o , 

N  (a  cos  ë'  —  b'  cos  et')  +  CÇr'  —  r/)  =  o , 

N  (c'cos  et'  —  a'  cos  y')  +  B'(q—q/)  =  o, 

N  (^'cos  y—c'  cos  f 0  +  A'(/--/?;)  =  o. 


w 


Outre  les  douze  inconnues  Uj,  v^,  w^^  u/,  p»/,  w/, 
Pj9  ^jf  ^j  9  p'f  ^1%  ^j'f  c[^6  contiennent  ces  douze 
équations  f  i)  et  (2),  elles  renferment  encore  l'incon- 
nue N;  elles  seront  donc  en  nombre  insuffisant  pour 
déterminer  ces  treize  inconnues  ;  et  il  y  faudra  joindre 

17.. 
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une  treizième  équation,  que  l'on  obtiendra  par  la 

considération  suivante,  dans  le  cas  des  corps  dénués 

d'élasticité. 

468.  La  solution  du  problème  serait,  en  effet,  in- 
déterminée ,  si  l'on  considérait  les  deux  mobiles 
comme  absolument  durs ,  et  qu'on  fît  abstraction  de 
la  compression  qu'ils  éprouvent  pendant  la  durée  du 
choc.  Mais  en  ayant  égard  à  cette  compression ,  quel- 
que petite  qu'on  la  suppose,  on  conçoit  qu'elle  est 
due  à  ce  que  les  points  des  deux  mobiles,  par  les- 
quels ils  viennent  se  toucher,  n'ont  pas  la  même 
vitesse  suivant  la  normale  commune  a  leurs  sur- 
faces. A  raison  de  la  différence  des  vitesses  normales 
de  ces  deux  points,  les  deux  corps  s'appuient  et  se 
compriment  graduellement  l'un  contre  1  autre  ;  en 
même  temps ,  cette  différence  diminue  par  degrés 
infinim.ent  petits,  jusqu'à  ce  qu'elle  ait  entièrement 
disparu  ;  et  quand  les  deux  mobiles  sont  dénués  d'é- 
lasticité, le  phénomène  du  choc  est  achevé  à  l'ins- 
tant où  cette  différence  est  devenue  nulle ,  et  ces 
deux  corps  conservent  la  forme  qu'ils  ont  prise  à 
cet  instant  de  leur  plus  grande  compression.  C'est 
cette  égalité  des  vitesses  normales  des  deux  points 
de  contact,  à  la  fin  du  choc,  qui  fournit  la  trei- 
zième équation  demandée,  et  qui  fait  disparaître 
l'indétermination  du  problème. 

En  tant  que  le  point  K  appartient  au  corps  M , 
ses  coordonnées,  rapportées  aux  axes  Gx,  Gj,  Gjs, 
sont  a ,  h  y  c  ;  en  les  substituant  à  la  place  de  œ , 
j ,  z ,  dans  les  formules  du  n'  4^6,  on  a,  immé- 
diatement après  le  choc,  u^-^-q^c — r^b^  i^ -f-  r^a — p^c^ 
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^  '•{'P^b — q^Uy  pour  les  composantes  de  sa  vitesse 
parallèles  à  ces  trois  axes  ;  et  comme  ce ,  ^,  >,  sont 
les  angles  que  la  droite  KH  fait  avec  les  directions 
de  ces  composantes,  on  en  conclut 

(u^  +  ^iC  —  rp)  cos  ût  +  ((^^  +  r^a  —  p^c)  cos  C 

pour  la  vitesse  finale  de  ce  point  suivant  cette  droite. 
Si  Ton  considère  le  même  point  K  comme  faisant 
partie  du  corps  M',  sa  vitesse  après  le  choc^  sui-^ 
vant  la  direction  KH',  sera 

(ujj^qy^  r;b')  cos  et'  +  {^;  +  rja'  —pic')  cos  Q' 

•i-(}^J+P/^'—qy)cosy'. 

Or,  pour  que,  dans  les  deux  cas,  la  vitesse  nor- 
male du  point  K  soit  la  même,  et  dirigée  dans  le 
même  sens,  il  faudra  que  ces  deux  dernières  quan- 
tités soient  égales  et  de  signe  contraire  ,  ou  que 
leur  somme  soit  nulle  ;  par  conséquent ,  on  aura 

("/  +î.^ — r/)cosa  +  (M/4-^,V— r/^')cosa'  I 

+(^/  +r,^— p,c)cose+(^/+ry— p;c')cose'  i  (3) 

+(^.+P/^— ^/^)  cosy+(w;+p;b'-^qy)cosy'=o.  \ 

Les  équations  (i),  (2),  (5),  du  premier  degré, 
par  rapport  aux  inconnues  N,  u^^  v^,  etc.,  donne- 
ront, dans  chaque  cas  particulier,  des  valeurs  en-* 
tièrement  déterminées  pour  ces  quantités ,  qui  fe- 
ront connaître  l'état  des  deux  mobiles  après  le  choc, 
et  les  quantités  de  mouvement,  égales  et  contraires, 
que  la  percussion  leur  aura  imprimées  suivant  \^ 
normale  commune  à  leurs  surfaces. 
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4%*  Maintenant ,  si  les  deux  corps  sont  élasti- 
ques ,  il  faudra  distinguer  trois  époques  successives 
dans  le  phénomène  du  choc  :  la  première  répondra 
à  l'instant  où  les  deux  mobiles  commencent  à  se 
toucher  par  un  point  K  de  leurs  surfaces;  la  deuxième 
sera  celle  de  leur  plus  grande  compression,  où  les 
vitesses  normales  du  point  K  seront  égales  et  dans 
le  même  sens  pour  ces  deux  corps;  la  troisième 
sera  la  fin  du  choc ,  où  les  deux  mobiles  se  sépa- 
reront l'un  de  l'autre ,  après  avoir  repris  exactement 
leurs  formes  primitives,  s'ils  sont  supposés  parfai- 
lement  élastiques. 

Depuis  la  première  jusqu'à  la  seconde  époque,  le 
phénomène  est  le  même  que  si  les  deux  mobiles 
étaient  dénués  d'élasticité.  Ainsi,  l'on  déterminera ^ 
au  moyen  des  équations  précédentes,  les  douze  com- 
posantes «^  ,  ^^ ,  etc. ,  des  vitesses  de  translation  et 
de  rotation  des  mobiles  à  l'instant  de  leur  plus  grande 
compression,  et  la  quantité  de  mouvement  N  que 
chacun  des  deux  corps  aura  reçue,  suivant  KH  pour 
M,  et  suivant  KH'  pour  M'.  Depuis  la  deuxième  épo- 
que jusqu'à  la  troisième,  ces  deux  corps,  en  reve- 
nant à  leurs  formes  primitives ,  recevront ,  suivant 
ces  directions ,  une  nouvelle  quantité  de  mouvement, 
qui  sera  encore  égale  à  N ,  dans  le  cas  d'une  parfaite 
élasticité.  Par  conséquent,  cette  seconde  partie  du 
phénomène  devra  être  considérée  comme  une  se- 
conde percussion ,  identique  avec  la  première  ,  mais 
exercée  sur  des  corps  animés  des  vitesses  de  transla- 
tion et  de  rotation  qui  ont  lieu  à  la  fin  de  la  pre- 
mière partie. 
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D'après  ce  principe,  conforme  à  ce  qui  a  déjà  été 
expliqué  dans  le  n°  56o ,  si  l'on  appelle ,  à  la  troi- 
sième époque,  U,  V,  W,  les  composantes  de  la  vitesse 
du  point  G,  suivant  les  axes  Gx,  Gj,  Gz,  et  P, 
Q,  R,  les  composantes  de  la  vitesse  angulaire  de  M 
autour  des  mêmes  axes,  on  aura ,  pour  déterminer  ces 
six  inconnues ,  les  six  équations 

N  cos  et  -h  M(u^—  \]}  =  o, 

Ncosg  +  M(u^  —  V)  =  o, 

Ncos^  +  M(w,— W)  =  o, 

NÇacosë  —  bcosd)  +  C(r^  —  R)  =  o, 

N  (c  cos  û6  —  a  cos  >)  +  B  (^^  —  Q)  ==  o  , 

N  (^  cos  ^  —  c  cos  S)  +  A{pj  —  P)  =  o  , 

qui  se  déduisent  des  équations  (i),  en  y  mettant  U, 
V,  W,  P,  Q,  R  ,  à  la  place  de  u^,  i>,y  '^^,>P,,  q^^^r 
et  ces  dernières  quantités  au  lieu  de  m,  ^,w,p,q,r, 
et  en  conservant  la  quantité  N. 

Pour  faire  disparaître  les  inconnues  intermédiaires 
^/?  ^é>  ^^,>  Pj>  q,y  ^19  j'ajoute  chacune  de  ces  six 
équations  à  l'équation  (i)  qui  lui  correspond;  ce  qui 
donne 

^N  cos  a  +  M  (w  — -  U)  =  o  , 

sNcosê  +  M(p  —  V)  =  o, 

2N  cos  >  +  M  (w  — W)  =  G  ,  ^ 

2N  [a cosS  —  b  cos  a)  +  C (r  —  R)  =  o,   ^    ^^^ 

2N  (c  cos  et  —  a  cos  ^)  -I-  B  (^  —  Q)  =0, 

2N{bcosy  —  ccosê)  +  A(p  —  P)  =  o. 

Ces  équations  (4)  sont  celles  de  l'équilibre  des 


264  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

quaatitës  de  mouvement  perdues  par  M  pendant  la 
durée  totale  du  choc,  jointes  à  la  quantité  de  mou- 
vement 2N  imprimée  à  cette  masse,  suivant  la  di- 
rection KH ,  pendant  cette  même  percussion.  On  y 
mettra  pour  N  la  valeur  de  cette  inconnue ,  qu'on  ti- 
rera de  l'équation  (5),  après  y  avoir  substitué  les  va- 
leurs des  inconnues  u^,  i^^,  etc.,  w/,  v/,  etc.,  données 
par  les  équations  (i)  et  (2).  Nous  nous  dispenserons 
d'écrire  ici  l'expression  générale  de  cette  quantité  N , 
qui  serait  très  compliquée,  et  dont  on  calculera,  sans 
difficulté ,    la  valeur   numérique  ,  dans    chaque  cas 
particulier.  Si  les  deux  mobiles  n'étaient  pas  suppo- 
sés parfaitement  élastiques,  N  serait  moindre  dans 
la  seconde  partie  du  choc  que  dans  la  première  ;  il 
faudrait  prendre  alors  pour  sa  valeur,  dans  la  seconde 
partie ,  une  fraction  f  de  sa  valeur,  déduite  des  équa-* 
tions  (i) ,  (2)  ,  (5) ,  et  mettre  (i  -h  y")  N  à  la  place  de 
^N  dans  les  équations  (4).  Cette  fraction  y  dépen- 
drait du  degré  d'élasticité  des  deux  mobiles ,  et  ne 
pourrait  se  déterminer  que  par  des  expériences  faites 
sur  des  corps  de  la  même  matière  ,  dans  le  cas  le  plus 
simple ,  par  rapport  a  leur  forme  et  à  leur  mouvement 
primitif.  Nous  nous  bornerons  à  considérer  le  cas  de 
l'élasticité  parfaite,  en  observant,  toutefois,  que  la 
remarque  qui  termine  le  n°  4^6  a  également  lieu, 
quel  que  soit  le  degré  de  Télasticité. 

Quant  au  corps  M',  si  Ton  désigne,  à  la  fin  du 
choc,  par  U',  V^  W,  les  composantes  de  la  vitesse 
de  G'  suivant  les  axes  Q'x',  Gy,  G'z',  et  par  P',  Q', 
R',  les  composantes  de  la  vitesse  angulaire  de  M' au- 
tour de  ces  axes,  on  aura  pour  déterminer  ces  six 
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inconnues  des  équations  semblables  aux  équations  (4), 
savoir  : 

2N  cos  oJ  +  M'  (v!  —  U')  =  o , 

2Ncosf'  +  M'(/  _- V0  =  o, 

2N  cos  y'  +  W  {w'  — W)  =  o  , 

2N  (a'  cos  ê'  —  b'  cos  ol')  +  C'(r'  —  R')  =  o,  ("    ^^^ 

2N(c'cosa'  — ^'cosy)  +  B'(^'  — QO  =  o, 

2N(^'cosy  — ^'cos^O+A'(/  — PO  =  o. 

Telle  est  donc  la  solution  complète  et  ge'nërale  du 
problème  du  choc,  dans  le  cas  de  deux  corps  entiè- 
rement libres,  dénués  de  toute  élasticité,  ou  parfai- 
tement élastiques.  On  Tétendra,  sans  difficulté,  au 
choc  simultané  de  trois  ou  d'un  plus  grand  nombre 
de  mobiles;  nous  en  donnerons  plus  bas  un  exemple. 

470.  On  peut  conclure  des  équations  précédentes 
que  le  choc  des  corps  M  et  M'  n'altère  nullement 
les  vitesses  de  leurs  centres  de  gravité  G  et  G',  pa- 
rallèlement au  plan  tangent  commun  en  K  à  leurs 
deux  surfaces. 

En  effet,  par  le  point  G  ,  menons  une  droite  pa- 
rallèle à  ce  plan ,  qui  fasse  des  angles  A,  /z,  ^ ,  avec 
les  axes  G.r,  Gj,  G^;  cette  droite  étant  perpendicu- 
laire à  la  parallèle  à  KH,  menée  par  le  même  point  G, 
on  aura 

cos  CL  cos  A  +  cos  ê  cos  fj.  +  cos  y  cos  v  z=.o; 

et,  d'après  cela,  si  Ion  ajoute  les  trois  premières 
équations  (i)  ou  (4),  après  les  avoir  multipliées  par 
cos  A^  cos^,  cos  Vf  il  en  résultera 
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u  cosX  +  S>  COS  jM.  +W  COS  V  =  W^COS  A  +  V^  COS  /M. + W'^COS  V 

= Ucos  x+  VcosjW,+Wcos  v  ; 

ce  qui  montre  que  la  vitesse  de  G,  suivant  une  direc- 
tion quelconque,  parallèle  au  plan  tangent  en  K,  sera 
la  même  avant  et  après  le  choc  des  corps  mous  ou 
élastiques.  Il  suffira  donc,  pour  connaître,  en  gran- 
deur et  en  direction,  la  vitesse  finale  de  G,  de  déter- 
miner, dans  chaque  cas,  la  vitesse  de  ce  point  après 
le  choc,  parallèlement  à  la  normale  KH ,  et  de  la 
composer  avec  la  vitesse  de  G  parallèle  au  plan  tan- 
gent en  K,  qui  avait  lieu  auparavant,  et  qui  n'aura  pas 
change  pendant  la  percussion.  La  même  chose  aura 
lieu  relativement  au  centre  de  gravité  G'  de  M'. 

En  ajoutant  les  trois  dernières  équations  (i)  ou  (4)  , 
après  les  avoir  multipliées  par  ces  y ,  cos  & ,  ces  ot , 
il  vient 

Crcosy-J-Bg'cosb+Apcosct  =  Crcosy  -f-  B^^cos  C  -j-A.p/:oset 

=  CR  cosy -i- BQcos  ^ -|-AP  COS  cî. 

Or,  ces  trois  quantités  égales  sont  les  moraens  par 
rapport  à  l'axe  KH  (n°  4^9  )>  ^^^  quantités  de  mou- 
vement dont  sont  animés  tous  les  points  de  M ,  avant 
le  choc ,  à  l'instant  de  la  plus  grande  compression,  à  la 
fin  du  choc;  d'où  il  résulte  que  la  percussion  ne  change 
rien  à  la  grandeur  de  ce  moment,  pour  le  mobile  M, 
et,  de  même,  pour  le  mobile  M',  mous  ou  élastiques. 

471.  Appliquons  maintenant  à  différens  exemples 
les  équations  générales  que  nous  avons  obtenues. 

Supposons  d'abord  que  la  normale  KH  au  point  de 
contact  des  deux  mobiles ,  passe  par  le  centre  de  gra» 
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vite  G  de  M,  de  manière  qu'elle  soit  la  droite  KGH 
(  fig.  16).  D'après  la  signification  des  lettres  et, 
S ,  y  9  ctf  h  y  c,  il  est  aise  de  voir  qu'on  aura,  dans 
ce  cas, 

a  cos  €  =  b  cos  a  , 

c  cos  a  =:  a  cos  y  , 

h  cos  y  :=i  c  cos  Q>  ; 

alors  les  trois  dernières  équations  (1)  et  (4)  don- 
neront 

ce  qui  signifie  que  la  direction  de  Taxe  instantané  de  M 
et  la  vitesse  de  rotation  seront  les  mêmes  immédiate- 
ment avant  et  après  le  choc.  Donc,  toutes  les  fois  que 
la  normale  au  point  de  contact  passe  par  le  centre  de 
gravité  de  l'un  des  deux  mobiles  mous  ou  élas- 
tiques, le  choc  ne  change  rien  au  mouvement  de 
rotation  de  celui-ci,  et  n'influe  que  sur  son  mouve- 
ment de  translation. 

Si  la  même  normale  passe  aussi  par  le  centre  de 
gravité  G'  de  M',  de  sorte  qu'on  ait  également 

d  cos  ÇJ  =  b'  cos  a', 
c'  cos  et'  =  a'  cos  y', 
b'  cos  y'  =  c'  cos  Q% 

les  vitesses  de  rotation  disparaîtront  de  l'équation  (3)^, 
qui  se  réduira  à 

Ui  cos  a  +^^  cos  f  +  w^  cos  y  -f-  uj  cos  et' 
M-  vj  cos  C  +  îv/  cos  }/'  =  o  ; 

mais  les  trois  premières  équations  (i)  et  (2)  donnent 
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et  en  divisant  ces  équations  par  M  et  M'  et  les  ajou- 
tant ensuite  à  la  précédente  ,  il  en  résulte 

jTj  +  j^-f-  «^  cos  a  +  ç^  cos  b  4-  w  cos  y  -^^  u  cos  a: 

+  /cos  Ç'  +  w'  cos  y'  =  o. 

Or,  si  GL  et  G'L'  sont  les  directions  de  G  et  G'  avant 
le  choc  et  ô  et  ô'  leurs  vitesses  initiales ,  on  aura 

ôcosHGL  =  «cos  a  +  pcosf  -{-  wcos^, 
ô^cosH'G'y  =  z/cosa'+  (^'cosê'+  îv'cos^, 

d après  ce  que  les  lettres  w,  t^,  w,cc,  & ,  y^  u,  v'  ,w', 
^9  ^'9  y'  9  représentent.  On  aura  donc 

^  MM^ça  cos  HGL+  ô'cosH^G'L^) 

M  +lr  '  . 

pour  la  valeur  de  N ,  qui  devra  être  essentiellement 
positive  :  lorsqu'elle  sera  négative ,  on  en  conclura 
qu'il  n'y  a  pas  de  choc  entre  les  deux  mobiles  M  et  W . 
De  même,  si  GZ  et  G7'  sont  les  directions  de  G 
et  G'  à  l'instant  de  la  plus  grande  compression  des 
deux  mobiles ,  et  9^  et  9/  leurs  vitesses  au  même  ins- 
tant, on  aura  aussi 

S^cosHGZ  =  î^^cos  a  +  t^^cos  €  -f-  w^cosy, 
e/cosH'G'Z'  =  7/'^cos  cl'+  (^/cos  Q'  +  w/cos  y' y      ' 

et  de  ces  diverses  équations ,  on  conclut 

A  -a  m  MôcosHGL  — M'6'cosH'G'L' 

9,  COS  HGZ  :=   -ir+-F '      ... 

û/       vifrni         M'ô'cosH'G'L'— MScosHGL  ^  ^'^^ 

0,  cosH^G7'= —w^-w > 
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pour  les  composantes  des  vitesses  de  G  et  G'  suivant 
GH  et  G'H' ,  à  l'instant  que  nous  considérons.  Elles 
sont ,  comme  on  voit ,  égales  et  contraires  ;  d'où  il 
suit  qu'à  l'instant  de  la  plus  grande  compression , 
les  centres  de  gravité  des  deux  mobiles  ont  la  même 
vitesse ,  en  grandeur  et  en  direction ,  suivant  la  nor- 
male au  point  de  contact  R.  Dans  le  cas  des  corps 
mous  ,  cette  vitesse  normale  sera  celle  qui  aura  lieu 
après  le  choc.  Lorsque  les  deux  mobiles  seront  par- 
faitement élastiques ,  on  aura 

S^  cos  HGZ  ==  Ucosûs  +  Vcosf  +  Wcos;/^ 
e/cosH'GT  =  U'cosa'+V^cos  ê'  +  Wcos/; 

en  supposant  que  les  vitesses  9^  et  9/  et  les  direc- 
tions GZ  et  G'I'  se  rapportent  à  la  fin  du  choc.  Donc , 
en  vertu  des  trois  premières  équations  (4)  et  (5) ,  et 
de  la  valeur  qu'on  vient  de  trouver  pour  N ,  nous 
aurons 

(M— M')3  cosHGL— 2]Vrô'cos  H'G'L' 


M  -4-  M' 


(S) 


9,  COS  HGZ  = 

û,        TT/pM/          (M'— M)Ô'cosH'G'U     2MecosHGL 
e,  COSH  G Z   =  — M+IT ' 

pour  les  composantes  des  vitesses  finales  de  G  et  G' 
suivant  les  directions  GH  et  G'H'. 

472.  Dans  le  cas  particulier  où  les  deux  points  G 
et  G'  se  meuvent ,  avant  le  choc ,  sur  la  normale 
HKH',  leurs  vitesses  perpendiculaires  à  cette  droite 
seront  nulles ,  et  elles  le  seront  encore  après  le  choc  ; 
en  sorte  que  l'on  aura 

cos  HGL    =  ±  I ,     cos  HGZ  =  d=  i  , 
cos  H'G'L'=  zt  i ,     cos  HGZ'=  ±  i  , 
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selon  le  sens  de  leurs  directions ,  en  considérant , 
dans  tous  les  cas,  les  vitesses  9  ,  G',  9^ ,  9/,  comme  des 
quantités  positives. 

Si  G  et  G'  vont  dans  le  même  sens  avant  le  choc, 
par  exemple  ,  de  H'  vers  H ,  Fangle  HGL  sera  zéro , 
€t  langle  H'G'L'  égal  à  deux  droits  ;  en  vertu  des 
équations  (7),  on  aura  donc 

cosHGZ=i,  cosH'GT  =  -i,  9,=  9/  =  f±^. 

Si ,  au  contraire  ,  G  et  G'  vont  au-devant  l'un  de 
l'autre  avant  le  choc,  de  manière  que  le  point  G  se 
meuve  de  H  vers  H',  et  le  point  G',  de  H'  vers  H , 
on  aura  cos  HGL  =  cos  H'G'L'  =  —  i ,  et  les  équa- 
tions (7)  donneront 

cosHG/==F",  cosH'GT=±i, 6,=9/=±'^|^; 

les  signes  supérieurs  ou  inférieurs  ayant  lieu  se- 
lon que  la  différence  M9  —  M'9'  sera  positive  ou 
négative.  On  appliquera  de  même  les  formules  (8)  à 
ces  deux  hypothèses. 

Ces  résultats  coïncident  avec  ceux  qu'on  a  obtenus 
dans  les  n^^  56 1  et  562  ,  relativement  au  choc  des 
corps  sphériques  et  homogènes  ;  mais  on  voit  de  plus 
qu'ils  sont  indépendans  de  la  forme  de  ces  corps  et 
de  leur  mouvement  de  rotation ,  et  qu'ils  supposent 
seulement  que  les  centres  de  gravité  des  deux  mobiles 
se  meuvent,  avant  le  choc ,  sur  la  normale  au  point 
de  contact. 

4^5.  Si  l'on  suppose  M'  =  M,  les  équations  (8) 
deviennent 
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e^cosHGZ  =  —Ô'cos  H'G'L',  G;cosH'G7'=— G  cosHGL, 

d'où  l'on  conclut  que  dans  le  choc  de  deux  corps 
parfaitement  élastiques  et  égaux  en  masses ,  les  cen- 
tres de  gravité  des  deux  mobiles  échangent  leurs 
vitesses  parallèles  à  la  normale  au  point  de  contact, 
lorsque  cette  normale ,  commune  aux  deux  surfaces 
en  ce  point ,  passe  à  la  fois  par  ces  deux  centres. 

Quand  le  point  G' sera  en  repos  avant  le  choc,  en 
sorte  qu'on  ait  S'=  o,  et  que ,  de  plus,  la  masse  M,  à 
raison  de  sa  densité,  sera  très  petite  et  négligeable  par 
rapport  à  M^,  on  aura,  en  vertu  des  équations  (7) 

9^  cos  HGZ  =  o,     s;  cos  H'G7'  =  o  ; 

en  sorte  que  les  centres  de  gravité  G  et  G'  de  deux 
corps  mous  n'auront ,  dans  ce  cas ,  aucune  vitesse 
normale  après  le  choc.  Mais,  en  vertu  des  équa- 
tions (8)  ,  si  ces  corps  sont ,  au  contraire ,  parfaite- 
ment élastiques,  on  aura 

6/cosH'GT  =  o,     fl^  cos  HGZ  =  —  flcosHGL; 

ce  qui  montre  que  le  centre  de  gravité  G'  ne  prendra 
aucune  vitesse,  et  que  G  prendra,  après  le  choc, 
une  vitesse  normale  égale  et  contraire  à  celle  qu'il 
avait  auparavant. 

Il  est  aisé  d'en  conclure  que  le  centre  de  gravité  G 
sera  réfléchi  en  faisant  avec  la  normale  au  point  de 
contact  des  deux  mobiles ,  l'angle  de  réflexion  égal 
à  l'angle  d'incidence. 

En  effet ,  prenons  sur  le  prolongement  de  GL 
(fîg.  17)  ,  une  partie  gG  pour  représenter,  avant  le 
choc,  la  vitesse  de  G,  qui  se  mouvra  de  g  vers  G;  soit 
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toujoui's  GH  la  normale  au  point  de  contact  des  deux 
mobiles  ,  laquelle  passe ,  par  hypothèse ,  par  le  point 
G  ;  décomposons  la  vitesse  g:G  en  deux  autres,  Tune 
^G,  dirigée  suivant  cette  normale,  et  l'autre  ^G  paral- 
lèle au  plan  tangent  :  la  seconde  ne  sera  pas  changée  par 
le  choc ,  et  la  première  sera  changée  en  une  vitesse  cG 
égale  et  contraire  à  aG.  Donc,  si  Ton  achève  le  rec- 
tangle Çxhdc ,  et  qu'on  prolonge  la  diagonale  G<i  d'une 
quantité  GZ  =  Çfd,  la  vitesse  du  point  G,  après 
le  choc ,  sera  GZ,  en  grandeur  et  en  direction  ;  par 
conséquent,  l'angle  de  réflexion  HGZ,  sera  égal 
à  l'angle  d'incidence  HGg^,  et,  de  plus,  la  vitesse  du 
mobile  aura  la  même  grandeur  avant  et  après  le  choc. 
Ce  cas  est  celui  d'un  corps  élastique  qui  vient  rencon- 
trer un  obstacle  fixe,  doué  également  d'une  parfaite 
élasticité. 

474-  Lorsque  les  mobiles  sont  des  sphères  homo- 
gènes, la  condition  que  la  normale  HKH'(fîg.  16) 
passe  par  leurs  centres  de  gravité  G  et  G' ,  est  tou- 
jours remplie.  Par  conséquent,  si  ces  corps  sont  par- 
faitement élastiques  ,  ils  échangeront ,  en  se  cho- 
quant ,  leurs  vitesses  dans  le  sens  de  la  droite  qui  va 
d'un  centre  à  l'autre,  et  conserveront,  sans  altération, 
leurs  vitesses  perpendiculaires  à  cette  droite  ;  et , 
quand  ils  viendront  frapper  un  obstacle  ^yiç^  et  aussi 
parfaitement  élastique ,  ils  se  réfléchiront  en  faisant 
l'angle  de  réflexion  égal  à  Tangle  d'incidence. 

C'est  sur  ces  principes  qu'est  fondé  le  jeu  de  hil" 
lard;  mais  il  faut  observer  que  nan-seulement  ils 
supposent  l'élasticité  parfaite  des  bandes  et  des  billes^ 
mais  que  la  non- altération,  par  le  choc,  de  la  vitesse 
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des  mobiles ,  soit  parallèlement  à  leur  plan  tangent 
commun,  soit  parallèlement  aux  bandes  qu'ils  ren- 
contrent, n'a  lieu  que  quand  on  fait  abstraction  du 
frottement  provenant  de  leur  rotation  et  du  glissement 
d'une  surface  sur  l'autre.  On  \a  voir,  par  exemple  , 
que  l'angle  de  réflexion  dépend  de  la  rotation  de  la 
bille,  et  qu'il  n'est  plus  égal  à  l'angle  d'incidence  , 
quand  on  tient  compte  du  frottement  de  la  bille 
contre  la  bande.  La  même  chose  a  lieu  dans  le  rico-^ 
chet  d'un  boulet  :  le  frottement  de  ce  projectile  contre 
le  terrein  et  sa  vitesse  de  rotation  influent  aussi  sur 
l'angle  de  réflexion,  qui  peut  être,  pour  cette  raison, 
différent  de  l'angle  d'incidence. 

Cette  question  nous  fournira  l'occasion  d'expli- 
quer comment  on  doit  avoir  égard  au  frottement  dans 
le  choc  des  corps ,  et  de  compléter  ce  que  nous  avons 
dit,  sur  ce  genre  de  résistances,  dans  le  second  para- 
graphe du  chapitre  précédent.  Nous  allons  d'abord 
exposer  les  principes  qui  nous  guideront  dans  cette 
matière  délicate;  on  y  est  conduit  par  l'analogie; 
mais  ils  auraient  besoin,  ainsi  que  les  conséquences 
qui  s'en  déduisent,  d'être  confirmés  par  des  expé- 
riences directes. 

475.  En  formant  les  équations  d'équilibre  des  quan- 
tités de  mouvement  perdues  dans  le  choc ,  par  les 
deux  masses  M  et  M',  nous  n'avons  point  tenu  compte 
des  quantités  de  mouvement  produites  par  les  poids 
de  ces  corps  pendant  la  durée  de  la  percussion,  parce 
que  cette  durée  étant  très  petite,  ces  quantités,  qui 
lui  S'Ont  proportionnelles,  sont  aussi  très  petites,  et 
peuvent  être  négligées  par  rapport  à  celles  que  les 
2.  18 
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mobiles  reçoivent  de  leur  choc  mutuel.  Mais  il  n'en 
est  pas  de  même,  comme  nous  lavons  déjà  remar- 
que (n°  555),  à  l'égard  du  frottement  qui  a  lieu  pen- 
dant le  choc ,  lorsque  les  surfaces  des  deux  mobiles 
en  contact  glissent  l'une  sur  l'autre.  Quoiqu'on  n'ait 
pas  fait  d'observations  sur  l'intensité  de  ce  frottement, 
on  peut  supposer,  par  induction,  qu'il  suit  les  lois 
générales  du  frottement  des  corps  soumis  à  des  pres- 
sions proprement  dites,  puisque  la  percussion  n'est 
autre  chose  qu'une  pression  d'une  très  grande  inten- 
sité, exercée  pendant  un  temps  très  court.  On  peut 
donc  admettre  que  pendant  la  durée  du  choc  le 
frottement,  a  chaque  instant,  est  proportionnel  à  la 
grandeur  de  la  pression  normale,  qui  appuie,  à  cet 
instant ,  les  deux  mobiles  l'un  contre  l'autre  ;  qu'il 
est  dirigé,  pour  chaque  mobile,  en  sens  contraire 
de  la  vitesse  relative  du  glissement  de  ce  mobile 
sur  l'autre,  et  indépendant  de  la  grandeur  de  cette 
vitesse;  et  qu'il  disparaît,  ou  devient  négligeable, 
quand  le  glissement  se  change  en  un  simple  rou- 
lement. 

Or,  la  quantité  totale  de  mouvement  imprimée  à 
M  suivant  la  normale  KH  (  iig.  i5  ) ,  a  été  repré- 
sentée par  N ,  quand  ces  deux  mobiles  sont  dénués 
d'élasticité,  ou  par  2N,  quand  ils  sont  parfaitement 
élastiques.  Si  donc,  pendant  toute  la  durée  du  choc, 
la  surface  de  M  glisse ,  dans  une  même  direction , 
sur  celle  de  M',  et  qu'on  appelle  Q  la  quantité  de 
mouvement  imprimée  à  M  par  le  frottement ,  en 
sens  contraire  de  cette  direction,  on  aura  Q=:^N, 
dans  le  cas  des  corps  dénués  d'éîastidté ,  et  Q  =  2/2N , 
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dans  le  cas  des  corps  parfaitement  élastiques  ;  h 
étant  un  coefficient  qui  ne  dépend  que  de  la  na- 
ture des  surfaces  de  M  et  M',  au  point  de  contact 
K,  et  pour  lequel  on  pourra  prendre  celui  qui  a 
été  déterminé  par  l'expérience ,  relativement  à  des 
pressions  ordinaires  (n°  4^9). 

Si  le  glissement  a  lieu  dans  un  sens  pendant  une 
partie  du  choc ,  et  dans  le  sens  opposé  pendant 
l'autre  partie  ,  on  aura  Q  =  ^  (  N'  — •  N")  ,  en 
désignant  par  N'  et  N"  les  quantités  de  mouvement 
produites  par  la  percussion  pendant  ces  deux  par- 
ties du  choc ,  de  sorte  que  IV  ou  2N  soit  leur  somme 
N'  +  N^  et  en  supposant  N'>  N".  Si,  à  la  fin  de 
la  première  partie,  le  glissement  se  change  en  un 
simple  roulement ,  on  prendra  Q  =  ^N',  en  négli- 
geant le  frottement  de  la  seconde  espèce ,  qui  aura 
lieu  pendant  la  seconde  partie. 

En  appelant  Q'  ce  que  Q  devient  relativement  à 
M',  il  est  évident  que  Q'  sera ,  dans  tous  les  cas  , 
une  quantité  de  mouvement  égale  et  directement 
opposée  à  Q  ;  car  la  pression  normale  que  M'  exerce 
sur  M  pendant  toute  la  durée  du  choc,  est  de  même 
grandeur  que  celle  de  M  sur  M',  et  la  vitesse  relative 
du  glissement  de  M' sur  M  est  toujours  égale  et  con- 
traire à  celle  du  glissement  de  M  sur  M'.  y 

Il  résulte  de  là  que  pour  former  les  équations  d'é- 
quilibre des  quantités  de  mouvement  perdues  pen- 
dant le  choc  par  le  corps  M,  en  ayant  égard  au 
frottement,  il  suffira  de  joindre  à  la  quantité  de 
mouvement  N  ou  2N,  imprimée  à  ce  mobile  suivant 
la  normale  KH,  une  autre  quantité  de  mouvement 

18.. 
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Q,  perpendiculaire  à  RH,  et  exprimée  comme  on 
vient  de  le  dire  :  et  que  pour  obtenir,  en  même  temps, 
les  équations  relatives  à  M',  il  faudra  joindre  à  la 
quantité  de  mouvement  N  ou  2N,  dirigée  suivant 
KH',  une  quantité  de  mouvement  Q'  égale  et  con- 
traire à  Q.  G'est  ce  que  nous  allons  faire ,  dans  le  cas 
du  choc  d'un  projectile  sphérique  et  homogène  contre 
un  obstacle  fixe. 

476.  Pour  fixer  les  idées ,  je  supposerai  que  l'obs- 
tacle fixe  que  la  sphère  M  vient  frapper  est  un  plan 
horizontal ,  et  que  cette  sphère  tourne,  avant  le  choc, 
autour  d'un  axe  horizontal ,  perpendiculaire  à  la  di- 
rection GH  de  son  centre  de  gravité.  La  figure  18  re- 
présente une  section  du  plan  ûxe  et  de  M  par  ce  plan 
vertical.  Tout  étant  semblable  de  part  et  d'autre  de 
cette  section,  le  point  G  ne  s'écartera  point  de  ce  dernier 
plan  pendant  le  choc ,  M  continuera  de  tourner  au- 
tour du  diamètre  perpendiculaire  à  ce  même  plan , 
et  le  point  de  contact  K  glissera,  pendant  cette  per- 
cussion, le  long  de  AB,  intersection  de  ce  plan  ver- 
tical et  du  plan  fixe. 

Immédiatement  avant  le  choc,  j'appelle  a  la  vitesse 
horizontale  de  G,  dirigée  suivant  GD,  b  sa  vitesse 
verticale,  dirigée  suivant  GK,  et^^  l'angle  d'incidence 
HGK,  de  sorte  qu^on  ait 

tang^==|. 

Le  mobile  M  étant  supposé  parfaitement  élastique  , 
ainsi  que  Tobstacle  fixe  qu'il  vient  frapper,  il  perdra 
d'abord,  en  se  comprimant,  sa  quantité  de  mouve- 
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ment  verticale  M^;  puis  il  reprendra,  en  revenant  à 
sa  figure  primitive,  une  quantité  de  mouvement 
égale  et  contraire  ;  en  sorte  qu'après  le  choc ,  le 
centre  de  gravite  G  aura  une  vitesse  verticale  b  ,  di- 
rigée suivant  le  prolongement  GE  de  GK.  Si  donc  on 
appelle,  à  cette  époque,  a'  sa  vitesse  horizontale,  di- 
rigée suivant  GD,  ou  en  sens  contraire ,  selon  qu'elle 
sera  positive  ou  négative;  que  GH^  soit  la  direction  de 
ce  point,  et  qu'on  désigne  par  y  l'angle  de  ré- 
flexion EGH',  on  aura 

tang  y'  =  j. 

La  droite  GH'  sera  située  à  gauche  de  la  verticale 
EK ,  comme  la  droite  GH ,  ou  à  droite  de  EK ,  selon 
que  la  quantité  a'  sera  positive  ou  négative.  Pour  que 
l'angle  de  réflexion  soit  égal  à  l'angle  d'incidence ,  il 
faudra  que  cette  vitesse  a^  soit  positive  et  égale  à  a  ; 
la  différence  y'  —  y  de  ces  deux  angles  sera  toujours 
de  même  signe  que  a'  —  a  ;  et  le  point  G  rétrogra- 
dera quand  la  vitesse  a'  sera  négative. 

Soit  aussi  a  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de  M 
avant  le  choc ,  laquelle  vitesse  sera  considérée  comme 
positive  ou  comme  négative,  selon  qu'elle  aura  lieu 
dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche  s ,  ou  dans  le  sens 
opposé.  Désignons  par  a'  ce  que  devient  cette  vitesse 
angulaire  après  le  choc.  Le  problème  consistera  à  dé- 
terminer les  valeurs  de  a'  et  a,'  d'après  celles  de  a  et 
oL.  Selon  que  la  vitesse  absolue  du  point  K  sera  posi- 
tive ou  négative,  c'est-à-dire,  dirigée  suivant  KA  ou 
suivant  KB;  pendant  une  partie  de  la  durée  du  choc, 
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ou  pendant  sa  durée  entière ,  la  solution  présentera 
différens  cas  distincts,  que  nous  allons  examiner  suc- 
cessivement dans  le  numéro  suivant. 

477.  Je  supposerai,  en  premier  lieu,  que  la  vi- 
tesse du  point  K  soit  positive,  ou  dirigée  suivant 
KA,  pendant  toute  la  durée  du  choc.  En  appelant  c 
le  rayon  GK  de  M ,  cette  vitesse  sera  a  +  cet  au 
commencement ,  et  a'  +  cotf  à  la  fin  ;  de  sorte  que 
ces  deux  quantités  devront  être  positives.  La  quan- 
tité totale  de  mouvement  imprimée  à  M  suivant  GK, 
soit  pendant  que  le  mobile  se  comprime ,  soit  pen- 
dant qu'il  revient  à  sa  figure  primitive,  étant  égale 
à  !iMbf  la  quantité  de  mouvement  provenant  du  frot- 
tement, et  dirigée  suivant  KB,  sera  ^hMb,  d'après  le 
n°  47^;  par  conséquent,  la  vitesse  horizontale  a'  du 
centre  de  gravité  G  après  le  choc,  sera  la  même  que 
si  la  masse  M  y  était  réunie ,  et  que  les  quantités  de 
mouvement  Ma  et  ihMb  y  fussent  appliquées ,  en 
sens  contraire  l'une  de  l'autre  ;  ce  qui  donne 

a'  z=z  a  —  :ihb. 

En  observant  que  |  Me*  est  le  moment  d'inertie  de 
M  par  rapport  à  son  axe  de  rotation,  et  que  2hMbc 
est  le  moment ,  par  rapport  au  même  axe ,  du  frot- 
tement dirigé  suivant  KB,  on  verra,  sans  difficulté  , 
que  la  diminution  a  —  ot'  de  la  vitesse  angulaire  de 
rotation  sera  déterminée  par  l'équation 

|Mc*(a  —  ùd)  =  2hMbc; 

d'où  Ton  tire 

5hb 
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De  ces  valeurs  de  a!  et  a^,  il  résultera 

a^  -f-  cet'  -=.  a  '■\-  ccL  —  7^^  ; 

pt  cette  quantité  a!  +  cet!  devant  être  positive  dans 
le  cas  que  nous  examinons,  il  faudra  que  la  quantité 
a-^-cct,  aussi  positive,  soit  plus  grande  que  7^^. 
Quand  cette  condition  aura  lieu,  on  aura 

tang  >'  =  T  —  ih-=.  tang  y  —  2/^ , 

pour  déterminer  l'angle  de  réflexion  y'  d'après  l'angle 
d'incidence  y  et  le  coefficient  h. 

Si  la  vitesse  absolue  du  point  K  est  constamment 
négative,  ou  dirigée  suivant  KB,  le  frottement  sera 
dirigé  suivant  KA,  et  il  suffira  de  changer  les  signes 
des  termes  multipliés  par  h,  dans  les  formules  du 
cas  précédent,  qui  deviendront 

a'  =  a  +  2^Z>,  atJ-=.cL-\ ,  tangy=tang}/  +  2^. 

Pour  que  ce  cas  ait  lieu,  il  faudra  que  la  vitesse  ini- 
tiale du  point  K  soit  en  sens  contraire  de  celle  de  G; 
ce  qui  suppose  que  la  rotation  primitive  ait  lieu  dans 
le  sens  opposé  à  celui  qui  est  indiqué  par  la  flèche  s, 
A  cause  de 

d  +  ca!  =  «  -t-  6 et  -|-  qhh  y 

il  faudra ,  en  outre ,  que  cette  quantité  négative 
a  +  cot  l'emporte  sur  le  terme  positif  ^hh.  Dans  ce 
second  cas,   l'angle  de  réflexion  surpassera  l'angle 
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d'incidence ,  tandis  que ,  dans  le  premier  cas ,  y  était 

moindre  que  y. 

La  vitesse  du  point  K  étant  positive  au  commence- 
ment du  choc,  si  elle  devient  zéro  à  un  certain  ins- 
tant de  sa  durée,  et  qu'elle  reste  ensuite  nulle  jusqu'à 
la  fin ,  on  prendra,  d'après  le  n°  4?^  ->  ^^  (  ^  +  ^'  ) 
pour  l'effet  total  du  frottement,  en  désignant  par  b' 
la  vitesse  verticale  de  G  à  Tinstant  dont  il  s'agit ,  et 
regardant  b*  comme  une  quantité  négative  ou  posi- 
tive, selon  que  cet  instant  arrivera  pendant  que  le 
mobile  se  comprime ,  ou  pendant  qu^il  revient  à  sa 
figure  primitive.  On  en  conclura,  comme  dans  le 
premier  cas, 

a'  =  a-h{b  +  b'),     *'  =  «-  ^'^C^^^') 


2C  ' 


et ,  par  suite  , 


tangy  =  tang> ^ . 

Si  la  vitesse  du  point  K  est  zéro  dès  le  commence- 
ment du  choc,  on  aura  b' •=.  —  b)  et  le  frottement 
étant  nul,  ou  de  la  seconde  espèce,  pendant  toute  la 
durée  de  la  percussion,  il  n'influera  pas  sur  les  va- 
leurs de  a\  af ,  tang^^  Si,  au  contraire,  la  vitesse  de 
K  ne  devient  nulle  qu'à  la  fin  du  choc,  on  aura 
b'  =  b ,  et  ces  formules  coïncideront  avec  celles  du 
premier  cas.  Généralement,  la  valeur  de  b'  sera  in- 
connue ,  et  l'on  saura  seulement  qu'elle  ne  peut  pas 
dépasser  =b  b  ;  mais  comme  on  suppose  nulle  la  vi- 
tesse finale  du  point  K,  il  faudra  qu'on  ait 

a'  +  caJ  :=:=  a-^"  cet  —  ~Ji  [b  -{-  b')  :=;  o  -^ 
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d'où  Von  tire 

h(^b   +   h')   =   li^jL^); 

et,  par  conséquent, 

,                 ,       5<3 — icct                    ,                             2  (ûr  -|-  cet) 
a=:—cct  = -—,    tang7=tang> ^      » 

La  vitesse  du  point  K  étant  positive  dans  une 
première  partie  du  choc,  si  elle  devient  négative 
dans  la  partie  suivante ,  et  que  b'  soit  la  vitesse 
verticale,  positive  ou  négative,  de  G,  à  l'instant 
de  ce  changement  de  signe ,  les  quantités  de  mou- 
vement imprimées  à  M ,  suivant  la  direction  de  KG , 
seront  M  (^  -f-  b')  et  M  {h  —  b')  pendant  ces  deux 
parties  de  la  percussion.  D'après  le  n°  47^,  on  pren- 
dra donc  hM{b  +  b')  —hM{b  —  b')  pour  la  quantité 
totale  de  mouvement  produite  par  le  frottement  sui- 
vant la  direction  KB  ou  KA,  selon  qu'elle  sera  posi- 
tive ou  négative  ;  et  comme  cette  quantité  se  réduit 
à  iMHb'f  on  en  conclut  que  les  formules  relatives  à 
ce  quatrième  cas  se  déduiront  de  celles  du  premier , 
en  j  mettant  b'  au  lieu  de  Z?.  On  y  changera  le  signe 
de  h  y  comme  dans  le  second  cas,  si  la  vitesse  de  K  a 
d'abord  été  négative,  pour  devenir  ensuite  positive. 
Mais  la  quantité  b'  n'étant  pas  donnée ,  ces  formules 
ne  feront  pas  connaître  la  diminution  ou  l'augmen- 
tation de  l'angle  de  réflexion,  et  Fon  saura  seulement 
que  l'une  ou  l'autre  est  moindre  que  dans  le  premier 
ou  le  second  cas. 

La  question  serait  encore  plus  compliquée,  si  le 
projectile  tournait  autour  d'un  axe  qui  ne  fût  pas 
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perpendiculaire ,  comme  nous  l'avons  suppose ,  au 
plan  vertical  dans  lequel  le  point  G  se  meut  avant  le 
choc.  Le  frottement  ferait  alors  sortir  ce  point  de  son 
plan  pendant  la  percussion  ;  et  non  seulement  l'angle 
de  réflexion  différerait  de  l'angle  d'incidence ,  mais 
encore  ces  deux  angles  ne  seraient  plus  compris  dans 
un  même  plan  vertical. 

478.  Maintenant,  pour  montrer,  indépendamment 
du  frottement,  l'influence  du  choc  sur  le  mouve- 
ment de  rotation  ,  prenons  un  exemple  simple ,  dans 
lequel  la  normale  au  point  de  contact  des  deux 
mobiles,  qu'on  peut  regarder  comme  la  direction 
du  choc ,  ne  passe  pas  par  le  centre  de  gravité  de 
Fun  de  ces  deux  corps. 

Supposons  que  dans  le  choc  Taxe  instantané  de  ro- 
tation de  M  coïncide  avec  l'un  des  axes  principaux 
qui  se  coupent  à  son  centre  de  gravité  ,  par  exemple^, 
avec  l'axe  Gz  (fîg.  i5)  ;  on  aura  alors  ^  =  0  et  ^  =  o. 
Supposons  aussi  que  le  point  K  et  la  normale  com^ 
mune  aux  deux  surfaces  en  ce  point,  soient  compris 
dans  le  plan  des  axes  Goc  et  Gjr  ;  ce  qui  rendra  nulles 
les  deux  quantités  c  et  cos  y.  En  faisant 

p   ==:   Oy      ^r=o,      C   =   0,       COS  y   =   O, 

dans  les  deux  dernières  équations  (i)  ou  (4),  on  en 
conclut  P/=  o  et  ^^  =  o,  ou  P  =  o  et  Q  ==  o ;  en 
sorte  que  ,  dans  les  deux  cas  des  corps  mous  et  des 
corps  élastiques ,  l'axe  de  rotation  coïncidera  encore , 
après  le  choc,  avec  l'axe  Gz ,  et  le  choc  changera 
seulement  la  vitesse  de  rotation  sans  changer  Taxe 
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instantané,  conformément  à  ce  que  nous  avons  déjà 
vu  dans  le  n"  4^7- 

Prenons  pour  le  corps  M'  une  sphère  homogène. 
La  direction  du  choc  passera  par  son  centre  de  gra- 
vité; on  aura  donc,  comme  dans  le  n°  47^  > 

a'cos€'=b'cosoL%   c'cosci'=a^cosy',   b'cosy'=c'cosS'  ; 

en  ayant  égard  aux  suppositions  précédentes ,  Féqua- 
tion  (5)  se  réduira  à 

(acosC  —  ^cosa)r^+  u^cosct  +  t^^cosf 
+  u/coscl'  +  i^/cosê'  +  w/ cosy'  =  o; 

et ,  en  la  combinant  avec  les  équations  (6)  ^  on  en 
déduit 

N  N 

M~  "'"  M'"^^^^^'^^ —  bcosct)r^  +  wcosa  +  (^cosê 
+  M'cosa'4-  if'cosQ'  +  f/cos^  =  o. 

Menons  parle  point  K  des  parallèles  aux  directions 
des  vitesses  9  et  6'  de  G  et  G'  avant  le  choc;  soient  S" 
et  cT'les  angles  que  ces  parallèles  font  avec  KH;  nous 
aurons 

Mcosa  +  ç^cosê  =  âcoscT, 

u!  cos  CK.'  +  /cosê'  +  w'cos  >'  =  —  6'  ços  /'., 

pour  les  composantes  de  6  et  6^  suivant  cette  partie 
de  la  normale  au  point  K;  et  en  éliminant  r^  au 
moyen  de  la  quatrième  équation  (i),  l'équation  pré- 
cédente deviendra 

N     ,      N    ,     («cos^  —  bcosuY^    .    ,  \o         7  V 

M  "*"  M'  "^ C~ f-  (<^  COS  b  —  b  cosa)r 

+  6coscr— 6'cosJ'  =  o; 
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d'où  Fon  tire 

(M  -f  M')C  4-  M.W{b  cos  a,  — a  cos  Q  y      *  ^ 

Au  moyen  de  cette  valeur  de  N,  les  trois  premières 
équations  (i)  ou  (4),  selon  que  les  mobiles  seront 
mous  ou  élastiques,  feront  connaître  les  trois  com- 
posantes «^^ ,  (^^ ,  w^ ,  ou  U ,  V,  W,  de  la  vitesse  de  G 
après  le  choc,  et  les  trois  premières  équations  (2) 
ou  (5)  détermineront  de  même  celles  de  la  vitesse 
finale  de  G'.  Quant  à  la  valeur  de  r^  ou  de  K ,  elle  se 
déduira  de  la  quatrième  équation  (i)  ou  (4). 

La  quantité  N  doit  toujours  être  positive,  comme 
nous  l'avons  déjà  remarqué;  et  quand  sa  valeur  sera 
négative,  il  n'y  aura  pas  de  choc  entre  les  deux 
mobiles.  Le  dénominateur  de  cette  valeur  est  positif, 
ainsi  que  le  facteur  MM^C  de  son  numérateur.  Les 
quantités  S  et  6',  contenues  dans  l'autre  facteur,  sont 
aussi  positives;  les  quantités  a,  b,  cos  a,  cosf , 
cos  S' ,  cos  cT',  pourront  être  positives  ou  négatives  ; 
et  leurs  signes  seront  donnés  dans  chaque  cas  parti- 
culier. A  cause  de  p  =  o  et  q  =  o ,  r  sera ,  abstrac- 
tion faite  du  signe  ,  la  vitesse  de  rotation  avant  le 
choc.  Pour  savoir  le  signe  qu'on  devra  lui  donner 
dans  la  valeur  de  N,  je  considère  un  point  situé  sur 
l'axe  Go: ,  à  l'unité  de  distance  du  point  G  ;  la  vitesse 
de  ce  point ,  parallèlement  à  l'axe  Gj ,  sera  (^  +  r 
avant  le  choc  (  n°  4^^  )  ;  dHoù  l'on  conclut  que  sa 
partie  r  devra  être  positive  ou  négative ,  selon  que  le 
mouvement  de  rotation  primitif  aura  eu  lieu,  de 
l'axe  (ax  vers  l'axe  Qf/,  ou  de  Faxe  Gj  vers  l'axe  G.r, 
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e'est-à-dire,  dans  le  sens  de  la  flèche  s  ou  dans  le  sens 
opposé.  Après  le  choc,  la  rotation  aura  aussi  lieu  dans 
le  premier  sens  ou  dans  le  second ,  selon  que  la  valeur 
de  r^  ou  de  R  sera  positive  ou  négative. 

47g.  Jusqu'ici  nous  avons  supposé  les  deux  corps 
M  et  M'  entièrement  libres  ;  mais  s'ils  sont  retenus 
par  un  point  ou  un  axe  ûxe,  la  détermination  de  leurs 
mouvemens  après  le  choc  dépendra  toujours  des 
mêmes  principes,  et  ne  différera  que  par  le  nombre 
des  équations  qu'on  aura  à  considérer. 

Par  exemple  ,  si  le  mobile  M  est  retenu  par  un 
point  fixe  G,  les  trois  premières  équations  du  n°  467 
ne  seront  plus  nécessaires  pour  l'équilibre  de  M  et 
des  quantités  de  mouvement  perdues,  pendant  le 
choc ,  par  tous  les  points  de  ce  corps.  Ce  point  fixe  G 
ne  sera  pas  toujours,  comme  précédemment,  le 
centre  de  gravité  de  M,  et  les  intégrales  fxdm,/y dm, 
fzdm  ,  ne  seront  plus  nulles  •  mais  les  six  quantités 
w,  (^,  w,  i/^,^^,  TV^,  seront  zéro;  et  en  prenant  pour 
Gx ,  G/,  G2 ,  les  trois  axes  principaux  de  M  qui  se 
coupent  en  ce  point  G ,  les  trois  dernières  équations 
d'équilibre  se  réduiront  encore  à 

N(acosS  —  bcosct)  +  C(r  —  rj  =  o, 
]N(ccosa  —  acosy)  -f-  B(^  —  q^)  =  0, 
N(^c'os;.  —  ccos^)  +  A(p—-  /?J  =  o, 

comme  dans  le  numéro  cité.  En  j  joignant  les  six 
équations  (2)  relatives  au  corps  M',  que  je  conti- 
nuerai de  supposer  entièrement  libre,  et  l'équa- 
tion (5),  dans  laquelle  on  fera  u^=Oy  ^,  =  0,  Wj  =  o, 
on  aura  les  dix  équations  nécessaires  pour  déterminer 
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la  valeur  de  N,  et  les  mouvemens  des  deux  corps 
après  le  choc,  lorsqu'on  les  supposera  dénués  d'élas- 
ticité. Qnand  ils  seront  parfaitement  élastiques ,  on 
remplacera  les  trois  équations  précédentes  par  les 
trois  dernières  équations  (4),  et  Ton  fera  usage  des 
équations  (5)  au  lieu  des  équations  (2). 

Si  le  corps  M  est  retenu  par  un  axe  E^xe  Gz,  qui 
ne  sera  plus  un  axe  principal ,  la  quatrième  équation 
du  n^  4^7  sera  seule  nécessaire  pour  l'équilibre  de  N 
et  des  quantités  de  mouvement  perdues  par  M. 
Comme  l'axe  de  rotation  coïncide  alors  avec  Gz , 
avant  et  après  le  choc ,  on  aura  p  =  0 ,  q=zo , 
p=Of  q;=:  o  \  et  les  trois  composantes  de  la  vitesse  de 
G  étant  aussi  nulles,  cette  équation  se  réduira  encore  à 

N(^cosê  •—  ^cosût)  -j-  C(r  —  r^)   =  o; 
C  étant  toujours  le  moment  d'inertie  par  rapport  à 
l'axe  Gz.  On  la  remplacera  par 

2N(«cosê  —  ^cosct)  -{-  C(r  —  R)  =  o, 

lorsque  les  deux  mobiles  seront  parfaitement  élas- 
tiques ;  et  en  j  joignant  l'équation  (5)  et  celles  qui 
répondent  au  corps  M',  on  aura  toutes  les  équations 
nécessaires  pour  déterminer  N  et  les  mouvemens  des 
deux  mobiles  après  le  choc. 

480.  Au  lieu  de  deux  corps  seulement,  si  trois 
ou  un  plus  grand  nombre  de  mobiles  se  choquent 
simultanément,  on  formera  les  équations  d'équi- 
libre des  quantités  de  mouvement  perdues,  dans 
le  choc ,  par  chacun  de  ces  corps ,  en  le  consi- 
dérant isolément ,  après  avoir  joint  aux  quantités 
de  mouvement  perdues  par  tous  ses  points,  d'au- 
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très  forces  inconnues N,  N',  N'^,  etc.,  appliquées  aux 
points  de  contact  de  ce  corps  avec  tous  les  autres  ^ 
et  dirigées,  de  dehors  en  dedans,  suivant  la  normale  à 
sa  surface.  Pour  tous  les  mobiles,  ces  forces  inconnues 
seront  en  même  nombre  que  les  points  de  contact 
de  ces  corps;  car  elles  représenteront  des  quantités 
de  mouvement  égales  et  contraires  pour  les  deux 
mobiles  qni  se  touchent  en  chaque  point.  Mais ,  à 
l'instant  delà  plus  grande  compression  ,  c'est-à-dire, 
à  la  fin  du  choc  des  corps  dénués  d'élasticité,  Té- 
quation  (5)  aura  lieu  pour  chaque  point  de  contact; 
d  où  il  résulte  qu'on  aura  toujours  un  nombre  suffi- 
sant d'équations,  pour  déterminer,  à  cet  instant, 
l'état  de  tous  les  mobiles,  et  les  valeurs  de  N ,  N' , 
N'',  etc.  Quand  les  mobiles  seront  parfaitement  élas- 
tiques,  on  obtiendra  la  solution  du  problème,  pour 
chacun  d'eux  séparément ,  par  la  considération  em- 
ployée dans  le  n°  4^9. 

481.  Pour  donner  un  exemple  simple  de  cette 
solution  générale,  soient  M,  M^  ^,  les  masses  de 
trois  sphères  homogènes,  dont  les  centres  sont  G, 
G',  C(fîg.  19).  Supposons  que  At  soit  en  repos  avant 
le  choc ,  et  que  cette  sphère  soit  frappée  simultané- 
ment par  M  et  M',  qui  la  touchent  aux  points  K 
et  K^  Si-  M  et  M'  ont  un  mouvement  de  rotation 
avant  le  choc ,  il  ne  sera  pas  changé  par  le  choc  ; 
et /A  n'en  prenant  aucun  pendant  cette  percussion,  on 
aura  seulement  à  déterminer,  en  grandeur  et  en  di- 
rection, les  vitesses  de  G,  G\  C,  après  le  choc, 
au  moyen  des  vitesses  et  des  directions  de  G  et  G' 
auparavant. 
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Désignons  donc  ,  avant  le  choc,  par  a^  b  ,  c  ,  les 
composantes  de  la  vitesse  de  G ,  parallèles  à  trois 
axes  fixes  et  rectangulaires ,  Ox,  0/,  Oz ,  et  par  a', 
h' y  c' ,  les  composantes  de  la  vitesse  de  G',  parallèles 
aux  mêmes  axes.  Représentons  par  u,  ^,w,  u' ,  v'  w% 
ce  que  deviennent  ces  six  composantes  à  l'instant  de 
la  plus  grande  compression  ,  et  par  u^,  ç^,  w^ ,  les 
composantes  suivant  les  mêmes  axes ,  de  la  vitesse  de 
C  à  cet  instant.  Soient  aussi  cl  ,  6 ,  y ,  les  angles 
compris  entre  le  rayon  KC  et  des  parallèles  aux 
axes  ^x,  Ojr,  Oz,  mene'es  par  le  point  K,  et  a',  Ç,\ 
y,  les  angles  que  fait  le  rajon  K'C  avec  des  parallèles 
à  ces  axes,  menées  par  le  point  R'.  Appelons,  à Tins- 
tant  dont  il  s'agit,  N  la  quantité  de  mouvement  com- 
muniquée à  //.  par  M  suivant  KC ,  ou  à  M  par  jw  sui- 
vant KG ,  et  N'  celle  qui  est  communiquée  à  fM  par  M' 
suivant  K'C ,  ou  à  M^  par  jw  suivant  K'G'.  Les  neuf 
équations  d'équilibre  des  quantités  de  mouvement 
perdues ,  et  des  forces  N  et  N' ,  qu'il  suffira  de  con- 
sidérer, seront 

M  (a  —  u)  —  N  cos  a  =  o  , 

M  (Z,  —  i^)  —  N  cos  g  ziz  o  , 

M  (c  —  w)  —  N  ces  5/  =  o  , 

M'(a'  —  v!)  —  N'  cos  et'  =  o  , 

M'(^'  —  i^O  —  N'  cos  ê'  =  o  ,    )     {a) 

■^Y(c'  —  w')  —  N'cos  y=  o  , 

N  cos  a  +  W  cos  a!  —  ixu^  =  o  , 

N  cos  ê  -1-  N'  cos  ^' — Att^/  =  o  , 

Ncos>H-N'cos>'— /ww^=  o, 
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en  observant  que  KG  et  KG'  sont  les  prolongemens 
de  KG  et  K'C^ 

L  équation  (5) ,  appliquée  aux  points  K  et  K',  don- 
nera, en  même  temps , 

U^COS  et  -f"i^/OS^  -f-  'W^COS'/==  U  COSet  -j-t'COS^-f-  IV  COS  y ,  ) 
UCOSct'-^  (^^COS^'-j-  W,COSy'=  U  COS et -\- v' COS Q' -^   Iv'cOSy';  J  ^ 

et  l'on  aura,  de  cette  manière,  les  onze  équations 
nécessaires  et  suffisantes  pour  déterminer  les  onze 
inconnues  N,  N',  u,  ^,  etc. 
Si  nous  faisons 

cos  fit  cos  CL   4-  cos  S  cos  ë'  +  cos  y  cos  y  =  cos  cT, 
a  cos  ût  -h  ^  cos  ë  •+•  c  cos  y  =  k, 
d  cos  a'  +  V  cos  ê'  +  c'  cos  y'  =  â:', 

cT  sera  langle  GCG',  et  k  et  k!  représenteront  les  vi- 
tesses primitives  de  G  et  G'  suivant  GK  et  GK'.  En 
observant  que 

cos*^4-cos*ê+cos'^ =1 ,  cos*a'H-cos*ê'+cos*^'==i , 

les  équations  {a)  donneront 

N 
u  cos  a  +  i^  cos  ë  '\-  w  cos  p/  =  A;  —  ^ , 

N' 
IL  COS  a'  -h  /  cos  f  '  +  w'  cos  y'  =:  k'  —  ^, , 

M^  cos  a  +  i^^  cos  b  +  îv^  cos  y  = , 

^,    ,                     ,         N'-hNcoseT 
W  cos  CL    -^    V,  cos  b    -j-  W,  COS  >   = ■ I 

au  moyen  de  quoi  les  équations  (b)  deviendront 
2.  19 
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Ufxk  ===  N  (M  4-  Ac)  +  N'M  cos  J^,  ■ 

d'où  l'on  tire 

^ ;^  (M^  4-  /«)  M^  —  k'UW^  cos  <^ 

—  (M  4-  ^)  (M'  +  ^)  —  MM'  cos^  J^' 

^, ^^  (M+  ^)  M>  —  ^MM>cos  ^  ^ 

(M  +  (tc)  (M'-t-  ^)  —  MM'cos^J^  ' 

valeurs  qui  devront  toujours  être  des  quantités  po- 
sitives. Après  qu'on  les  aura  substituées  dans  les  équa- 
tions {a) ,  on  en  déduira  immédiatement  les  valeurs 
des  neuf  composantes  u,  ^>,  etc. ,  des  vitesses  de  G, 
G',  C ,  qui  auront  lieu  à  la  fin  du  choc ,  lorsque  les 
trois  mobiles  seront  dénués  d'élasticité. 

S'ils  sont,  au  contraire,  parfaitement  élastiques , 
et  qu'on  désigne,  à  la  ^\ïi  du  choc  simultané  de  ces 
trois  corps ,  par  U ,  V ,  W,  les  composantes  de  la  vi- 
tesse de  G,  par  U',  V,  W,  celles  de  la  vitesse  de  G', 
par  U^ ,  V^ ,  W^ ,  celles  de  la  vitesse  C,  on  aura,  par 
la  considération  déjà  employée  dans  le  n°4%?  ces 
neuf  équations  : 

M(i/  —  U)  —  N  cosa  ==  o, 
M((.  ^  V)  —  N  cosC  ==  o, 
M(w— W)  —  N  cosj.  =  o, 
U'iiJ  —  U')  —  N'  cos cl'=  o, 
U'{y'  —Y')  —  N'cosf'  =  o, 
M'(îv'— WO  —  N'  cos  7'  =  o , 
Ncosa  +  N'cosa'  +  tt(2/^  —  UJ  =  0/ 
Ncosê+N'cosê'  +  /x,(i.^  —y;)  =  o, 
Ncos7  +  N'cos2/  +  ^(w^  — WJ  =  o. 

En  ajoutant  chacune  d'elles  à  celle  qui  lui  correspond 
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parmi  les  équations  {a),  il  vient 

M.  (a  —  U)  —  2N  cos  a  =  o, 

M(^  -^  V)  —  ^N  cos  Q  =  o, 
M{c  — W)  —  2N  cos  7  =  o, 

MV  — UO  —  2N'cos  a'=  o, 
M.'(b'  —  V)  --  2W cos  C'=  o, 
W(^c'  — WO  —  ^N'cos  y'  =  o, 

2NCOS  et  +  sN^cos  a! — fjtX}^  =  0  , 
2N  cos  è  +  2N'cos  g^—  fJ^Y,=  o, 
2N cos  y  +  sN'cos  ^' —  /LtW=z  o  ; 

€t  il  ne  restera  plus  qu'à  substituer  dans  ces  dernières 
équations  les  valeurs  précédentes  de  N  et  N',  pour  en 
déduire  ensuite  immédiatement  les  valeurs  des  neuf 
inconnues  U,  V,  W,  U',  V,  W^  U,,  V,,  W,. 

Les  vitesses  finales  des  points  G ,  G',  C ,  seraient 
encore  les  mêmes ,  si  les  chocs  de  M  et  de  M'  contre 
jLi y  au  lieu  d'être  simultanés,  se  succédaient  à  un 
très  petit  intervalle  de  temps ,  de  sorte  que  ces  trois 
points  ne  se  fussent  pas  sensiblement  déplacés  pen- 
dant ce  temps  très  court.  Les  durées  très  courtes 
des  deux  chocs,  simultanés  ou  successifs,  peuvent 
aussi  être  inégales ,  et  l'instant  de  la  plus  grande 
compression  n'être  pas  le  même  aux  points  K  et  K'. 


19- 
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CHAPITPlE  VIII. 

EXEMPLES  DU  MOUVEME]\T  B'UN  CORPS  FLEXIBLE. 


§  P^  Vibrations  dune  corde  flexible. 

482.  Soit  AMB  (fîg.  20)  une  corde  parfaitement 
flexible,  très  peu  extensible,  homogène  et  partout 
de  la  même  épaisseur,  tendue  suivant  sa  longueur 
par  une  force  équivalente  à  un  poids  donné  f^ ,  et 
attachée  par  ses  deux  extrémités  à  des  points  fixes  A 
et  B.  On  néglige  son  poids  par  rapport  à  «3r;  et  on  la 
regarde,  par  conséquent,  comme  rectiligne  dans  son 
état  d'équilibre.  Cela  étant,  supposons  qu'on  Técarte 
un  tant  soit  peu  de  cette  direction ,  et  qu'on  im- 
prime de  petites  vitesses  à  tous  ses  points;  cette  corde 
oscillera  de  part  et  d'autre  de  la  droite  AMB;  et  il 
s'agit  de  déterminer,  à  un  instant  quelconque,  sa 
position  et  les  vitesses  de  ses  différens  points. 

Au  bout  du  temps  quelconque  ^,  supposons  que 
cette  corde  forme  la  courbe  AM^,  plane  ou  à  double 
courbure,  dans  laquelle  M'  est  la  position  qu'a  prise 
le  point  quelconque  M.  Soit  P  la  projection  de  M' 
sur  la  droite  AMB;  faisons 

AM  =  X ,       AP  =z  X  +  u  ; 
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et  représentons  par  y  et  z  les  deux  autres  coordon- 
nées de  M',  perpendiculaires  entre  elles  à  Taxe  AB^ 
Les  dëplacemens  des  points  de  la  corde  étant  suppo- 
sés très  petits,  les  variables  u,  j,  z,  seront  aussi  très 
petites,  et  la  question  consistera  à  déterminer  leurs 
valeurs  en  fonctions  de  x  et  ^. 

Appelons  ds  l'élément  différentiel  de  la  courbe 
AM'B,  qui  répond  au  point  M',  et  e  la  densité  de  la 
corde  en  ce  point,  multipliée  par  l'aire  de  la  section 
perpendiculaire  à  sa  longueur  en  ce  même  point,  de 
sorte  que  éds  soit  l'élément  de  sa  masse.  Dans  l'état 
d'équilibre ,  les  élémens  de  cette  masse  sont  propor- 
tionnels aux  longueurs,  puisque  la  corde  est  homo- 
gène et  d'une  épaisseur  constante  ;  la  longueur  de 
l'élément  qui  répond  au  point  M  est  dx;  sa  masse  sera 

donc  ^-^9  en  appelant/?  et  l  le  poids  et  la  longueur 

de  la  corde  entière,  et  g  la  gravité;  et  comme  la 
masse  de  cet  élément  ne  doit  pas  changer  pendant  le 
mouvement,  on  anra  constamment 

eds=J'^^, 

Si  cet  élément  ids  était  sollicité  par  une  forc^  mo- 
trice donnée,  dont  les  composantes  parallèles  aux 
axes  des  coordonnées  fussent  représentées  par  Xe^^, 
\ids ,  Ttids ,  les  composantes  suivant  ces  axes ,  de  la 
force  perdue  pendant  l'instant  dt ,  seraient 

par  conséquent ,  pour  avoir  les  équations  d'équilibre 


d, 

ds 

= 

P 

§1 

d'il 

de 

dx , 

d.T 

dj 

ds 

= 

P 

si 

dy 
de 

d.T , 

d,T 

dz 

=: 

a-1 

d-z 

dx; 
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de  ces  forces,  qui  seront  celles  du  mouvement  de  la 

corde ,  il  faudrait  mettre 

^  d^u  V  dy  r,         d'z 

■^"^  le  '      ^~  IF'     ^^  de' 

à  la  place  de  X,  Y,  Z,  dans  les  équations  (1)  du 
n°  298,  et  y  substituer  pour  eds  sa  valeur  prëce'- 
dente.  Or,  les  quantités  X,  Y,  Z,  étant  nulles,  par 
hypothèse,  il  en  résulte 


(0 


T  étant  la  tension  de  l'élément  ^ds ,  et  en  observant 
que  x  +  u  est  l'abscisse  du  point  M' auquel  ces  équa- 
tions répondent.  Elles  ne  sont  întégrables  que  quand 
on  les  a  réduites  à  la  forme  linéaire,  par  la  con- 
sidération du  peu  d'étendue  des  vibrations  de  la 
corde. 

485.  L'élément  de  la  longueur  de  la  corde  étant  ^.r 
dans  l'état  d'équilibre  et  étant  devenu  ds  dans  l'état 
de  mouvement ,  et  les  tensions  qu'il  éprouve ,  dans 
ces  deux  états,  ayant  'sr  et  T  pour  mesures,  leur 
différence  T  —  f^  devra  être  proportionnelle  au 
rapport  de  son  extension  ds  —  dx  à  sa  longueur 
primitive  dx  (n""  288)  ;  on  aura  donc 

rr         ^         q{ds  —  dx) 
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q  étant  un  poids  constant  et  donné ,  qui  dépendra  de 
la  matière  et  de  l'épaisseur  de  la  corde.  D'ailleurs , 
on  a 

ds''  =  {dx  +  duY  +  dj^  +  dz"; 

de  plus,  si  non-seulement  les  points  de  la  courbe  AM'B, 
mais  aussi  les  directions  de  ses  tangentes,  s'écartent  peu 

de  la  droite  AMB ,  les  quantités  ^  et  -~   seront  de 

très  petites  fractions  ;  en  négligeant  leurs  carrés  ,  il 
en  résultera  donc 

ds  ^=.  dx -{- du  ,     T  =  <zjr  +  ^-3^; 
et  si  l'on  néglige  également  les  produits  ^4-^1 


dx    dx 
-j-  j-  >  les  équations  (1)  deviendront 

d^u ^d^u     dy ^dy     d'z  __    ^d'z      .. 

de  —  "*  dx^'    de  —  ^  dx'-  '    de  ^^  d^-'    ^^^ 

où  l'on  a  fait,  pour  abréger , 

p  p 

Les  variables  u,  j,  z,  étant  séparées  dans  ces  équa- 
tions (2),  on  en  conclut  que  les  vibrations  de  la 
corde,  parallèles  aux  axes  de  x ^ y^  2,  seront  indé- 
pendantes entre  elles,  et  coexisteront  ensemble,  sans 
s'influencer  mutuellement.  On  voit,  de  plus,  que  les 
vibrations  transversales  seront  les  mêmes  dans  le 
sens  des  j  et  dans  le  sens  des  z  ;  en  sorte  qu'il  suffira 
de  considérer  les  premières,  par  exemple.  Quant  aux 
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vibrations  longitudinales ^  nous  voyons  aussi,  en  com- 
parant la  première  des  équations  (2)  à  l'une  des  deux 
dernières,  qu'elles  suivront  les  mêmes  lois  que  les 
autres,  dont  elles  ne  différeront  que  par  la  grandeur 
du  coefficient  a*,  qui  surpassera  a"^  dans  le  rapport 
de  ^  à  «ïêr. 

484»  L'équation  aux  différences  partielles  du  second 
ordre 

^  --  ^»  ^ 

a  pour  intégrale  complète 

jr=,f(x  +  at)  +  'P{x  —  at);       (5) 

y*  et  F  désignant  les  deux  fonctions  arbitraires.  En 
effet,  quelle  que  soit  une  fonction  %j^,  on  a 

d-^  {x  ±1  at)  j_       d^  {x  zh  at) 

dt  dx  ^ 

d^-^{x±Lat)  __      ^d'^-^jxûiat) 

de  ""  ^  dx^  ' 

d'où  Ton  conclut 

lë  —  ^  d^         ^^    '~~d^-         ' 

et  comme  on  a  aussi 

dy  __    d'f{x-\-at)  d^Fjx^at). 

dx^  dx""  ^  dx^         ' 

ces  valeurs  rendent  identique  l'équation  donnée. 
Si  le  temps  t  est  compté  a  partir  de  l'origine  du 

mouvement,  et  qu'on  regarde  «,  ou  \/—j comme 


DYNAMIQUE,  SECONDE  PARTIE.  297 

une  quantité  positive  y  Jc  -i- at  sera  une  quantité  po- 
sitive pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  et 
X  —  at  une  quantité  négative  ,  ou  une  quantité  po- 
sitive et  moindre  que  /.  Si  donc  on  désigne  par  Ç 
une  variable  positive,  il  suffira,  pour  pouvoir  faire 
usage  de  la  formule  (5),  de  connaître  les  valeurs  de 
f^  et  F( — Ç),  depuis  ^  =  0  jusqu'à  Ç  =  oo  ,  et  celles 
de  FÇ* ,  depuis  f  =  o  jusqu'à  Ç  =  /.  Or ,  on  détermi- 
nera ,  comme  on  va  le  voir ,  ces  valeurs  de  /^  et 
F  (dz  Ç) ,  par  la  condition  de  Fimmobilité  des  points 
A  et  B  pendant  tout  le  mouvement ,  combinée  avec 
l'état  initial  de  la  corde. 

485.  Supposons  qu'on  ait,  à  l'origine  du  mou- 
vement , 

j  =  (P^,     ^  =  <P^; 

ces  deux  fonctions  (px  et  (p'x  seront  nulles  pour  x  =  o 
et  pour  x  =  l,  et  données,  depuis  x  =  o  jusqu'à 
X  =  Z,  par  la  figure  initiale  de  la  corde  et  d'après 
les  vitesses  imprimées,  à  cette  époque ,  à  ses  difFérens 
points.  En  faisant  t  =  o  dans  la  formule  (5)  et  dans 
sa  différentielle  par  rapport  à  t,  on  aura 

et  si  l'on  fait 

-f(p'xdx  =  ^x , 
et  qu'on  mette  ^  au  lieu  de  x ,  on  en  déduira 

fK  =  7^?  +  1^?,    n  =  iK  -  7<I>^   (4) 
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La  fonction  <Df  contiendra  une  constante  arbitraire  ; 
mais  il  est  évident  qu'elle  disparaîtra  dans  la  for- 
mule (5) ,  qui  se  compose  de  la  somme  des  valeurs 
àef^  et  FÇ,  relatives  à  deux  valeurs  différentes  de  Ç*. 
On  peut  donc  faire  abstraction  de  cette  constante, 
et  supposer,  pour  fixer  les  idées,  que  la  fonction 
OÇ"  s'évanouisse  ,  quand  Ç"  =  o.  Les  équations  (4) 
feront  alors  connaître  les  valeurs  de  /^  et  FÇ  ,  mais 
seulement  depuis  Çzzzo  jusqu'à  Ç  ==  Z,  puisque  les 
fonctions  (p^  et  OÇ  ne  sont  données  que  dans  cet  in- 
tervalle. 

Les  points  A  et  B  étant  fixes,  il  faudra  que  les 
valeurs  de  j*  qui  répondent  à  ^  =  o  et  jc  =  Z ,  soient 
constamment  nulles.  En  faisant  at  =  ^y  on  aura 
donc ,  d'après  l'équation  (5), 

/Ç  +  F(-O  =  o,  /(/-+-0  +  F(^-0  =  o,(5) 

pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  positive  ^. 

En  vertu  de  la  première  de  ces  deux  équations, 
les  valeurs  de  Ff  —  Ç  )  seront  égales  et  de  signe  con- 
traire à  celles  de  f^.  Si  l'on  met  dans  la  seconde 
équation  (5) ,  Z  -+-  Ç  à  la  place  de  Ç* ,  et  qu'on  la  re- 
tranche ensuite  de  la  première ,  il  vient 

ce  qui  fera  connaître /Ç" ,  depuis  f=o,  jusqu'à 
Ç  =  00  ,  quand  cette  fonction  aura  été  déterminée , 
depuis  Ç=  o  jusqu'à  Ç  =  2L  Enfin,  en  supposant 
Ç"  <  Z ,  et  mettant  Z  —  ^  à  la  place  de  ^ ,  dans  la  se- 
conde équation  (5)  ,  on  a 
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Par  conséquent,  les  valeurs  de  j\2l —  Ç  )  ,  depuis 
^  =  o  jusqu'à  Ç  =  ^,  ou  ,  ce  qui  est  la  même  chose, 
celles  de /^  depuis  C  =  ^  jusqu'à  f=:2Z,  seront 
connues ,  d'après  les  valeurs  de  FÇ  ,  depuis  Ç  =  o 
jusqu'à  ^  =  Z. 

Ainsi ,  les  valeurs  de  f^  et  FÇ  étant  donne'es  par 
les  équations  (4),  depuis  Ç  =  o  jusqu'à  ^  =  Z,  les 
équations  (5)  détermineront  celles  àQf(^l'\^^)  et  de 
F  (  —  Ç)  ,  depuis  Ç  =  o  jusqu  a  Ç  =  co  .  On  con- 
naîtra donc  toutes  les  valeurs  de  ces  deux  fonctions , 
d'oii  dépendent  celles  de  y  ,  pour  tous  les  points  de 
la  corde  et  à  un  instant  quelconque  du  mouve- 
ment. Les  valeurs  correspondantes  de  ~~  et  -^  ,   et , 

par  suite,  celles  de   j-,  seront  aussi  connues;  et  les 

dz 
valeurs  de  z  et  -7-  s'obtiendront  de  la  même  manière. 

al 

Par  conséquent,  on  connaîtra  la  figure  de  la  corde, 
et  les  vitesses  transversales  de  tous  ses  points  à  un 
instant  quelconque  ;  ce  qui  est  la  solution  complète 
du  problème,  en  ce  qui  concerne  le  mouvement 
de  la  corde,  perpendiculairement  à  sa  direction  na- 
turelle. 

Il  n'y  a  rien  ,  dans  la  question ,  qui  puisse  servir  à 
déterminer  les  valeurs  de  f{  —  ^),  non  plus  que 
celles  deFf,  qui  répondraient  à  ^>Z;  de  sorte  que 
ces  parties  des  deux  fonctions  arbitraires ,  dont 
l'usage  de  la  formule  (5)  n'exige  pas  la  connaissance , 
resteront  tout-à-fait  indéterminées. 

486.  Pour  connaître  la  valeur  de  j  qui  résultera 
des  équations  (5),  (4),  (5);  jq  considérerai  successi- 
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vement  la  partie  de  cette  valeur  provenant  de  la 
figure  initiale  de  la  corde  ,  ou  de  la  fonction  cpx ,  et 
celle  qui  provient  des  vitesses  initiales  de  ses  diffé- 
rens  points ,  ou  de  la  fonction  (p'x, 

1°.  A  l'origine  du  mouvement,  soit  ACB  (fîg.  21) 
la  projection  donnée  de  la  corde  sur  le  plan  des  œ 
et  j-,  de  sorte  qu'en  prenant  sur  AB  la  partie  AD=.r, 
l'ordonnée  correspondante  DC  soit  (px.  Après  avoir 
prolongé  AB,  je  trace  la  courbe  BC'A' ,  égale  à  ACB, 
mais  inv^ersement  placée,  de  manière  que,  si  l'on  prend 
BD'  =  BD ,  l'ordonnée  D'C  soit  égale  et  de  signe 
contraire  à  DC.  Sur  les  deux  prolongemens  de  AA',  je 
répète  indéfiniment  la  courbe  ACBC'A'  ;  en  sorte  que 
A'C'B'C^'^A"  soit  la  position  que  prendrait  ACBC'A', 
si  cette  courbe  glissait  parallèlement  à  l'axe  des  x , 
jusqu'à  ce  que  A  vint  en  A'  et  A'  en  A'',  et  que 
AC^B^C^^A^  soit  la  position  de  A'C^BCA,  après  avoir 
glissé  de  même  jusqu'à  ce  que  A'  vint  en  A  et  A  en  A^  ; 
et  de  même  au-delà  de  A''  et  de  A^.  Cela  fait,  si  l'on 
prend  deux  abscisses 

AE  =  X  +  «iÇ,     AE^  z=z  X  —  at, 

dont  la  seconde  pourra  être  positive  ou  négative ,  et 
qu'on  élève  les  ordonnées  correspondantes  EF  et  ET', 
positives  ou  négatives  ,  leur  demi-somme 

i(EF  +  E'F'), 

sera  la  partie  dejr  dépendante  de  la  figure  initiale  de 
la  corde. 

2°.  Supposons  que  les  ordonnées  de  la  com^be  ACB, 
au  lieu  d'être  les  déplacemens  primitifs  des  points  de 
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la  corde,  reprëseotent  maintenant  leurs  vitesses  ini- 
tiales, divisées  par  a;  en  sorte  qu'en  prenant  ÈiD=oCy 

on  ait  DC  =  -  (p'x.  Traçons  une  autre  courbe  AGH 

a  " 

(fi^,  22) ,  telle  qu'à  l'abscisse  AD  ==  x  re'ponde  l'or- 
donnée DG  =  -  fcp'jcdx  =  (!>x.  L'intégrale  com- 
mençant avec  oc,  et  la  fonction  (p'œ  étant  aussi  nulle , 
quand  .r  =  o ,  cette  courbe  touchera  l'axe  des  jc  au 
point  A.  Si  l'on  prend  AB  =  Z,  et  que  BH  soit 
l'ordonnée  correspondante,  on  aura 


BH 


=  ^/!^'^^^^ 


et  la  tangente  en  H  sera  parallèle  à  l'axe  des  abs- 
cisses, à  cause  que  l'on  a  <p'jc  =  o  ,  quand  x  =  L  Je 
trace  la  courbe  HC'A',  égale  à  ACH,  et  placée  de 
manière  qu'en  prenant  BD'  =BD ,  on  ait  D'C^  =  DC; 
puis  je  répète  indéfiniment  la  courbe  ACHC'A',  sur 
les  deux  prolongemens  de  AA',  comme  dans  la  cons- 
truction précédente;  et  cela  fait,  si  l'on  prend  deux 
abscisses 

AK  =  jc  +  at ,     AK'  z=z  jc  —  at , 

dont  la  seconde  pourra  être  positive  ou  négative  ,  et 
qu'on  élève  les  ordonnées  correspondantes  KL  et  K'L', 
positives  ou  négatives,  on  aura 

i(KL  — K'L'), 

pour  la  partie  de  j  qui  résulte  des  vitesses  initiales 
des  points  de  la  corde. 


3o2  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

La  valeur  complète  de  j  sera  donc 

j  ^  L(EF  +  ET)  +  i(KL  -  Kl/);  (a) 
et  la  même  construction  donnera  la  valeur  corres- 
pondante de  ~.  En  effet,  on  a 


d,EF  d.E¥        J.ET'  ^.ET 


a — - — ,      — r— =— a 


dt  dx     '  dt  dœ      ' 

d.KL_      d.KL        d.K'V  _  d.K'V 

-dT  —  ^  1d^  '        dt    —      ^    dx     ' 

on  aura  donc 

djr       a/d.W  _  i^.ET^N         tz/^.KL  ^.K^LS 

'dt~li.\dx  dx     )  ^  Q.\    dx      "^       é/^/ 


Or,  si  Ton  mène  par  la  pointe  F,  F'_,  L,  L'  (fîg.  21 
et  22),  les  tangentes  F/,  Yf,  LZ,  LT,  et  les  droites  Yx^ 
F'x,  Lx,  L'x ,  parallèles  à  Taxe  des  œ  et  dirige'es  dans 
le  sens  des  x  positives  ,  on  aura  aussi 

J.EF  t^r       d.Y/¥'  ^  j.,  r, 

%^  =  tang  xYf,     -^  =  tang  x¥  f  , 


dx    ""        ^       -^^        dx 


■fr  ' 


^^  =  tang  ccU,     "^  =  tang  œh'V ; 

il  en  résultera  donc 

J  =  ^(tangxF/-tar,g*F7), 
+  -  (tang  xU  +  tang  xW)'^ 


formule  dans  laquelle  les  angles  seront  toujours 
aigus,  mais  positifs  ou  négatifs;  ce  que  la  figure  in- 
diquera pour  chacxm  des  points  F,  F^,  L,  L'. 
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On   construira   de   la  même  manière    les  valeurs 

de  z  et  "T". 
at 

487.  Il  résulte  de  la  construction  des  courbes  repré- 
sentées par  les  figures  2 1  et  22 ,  que  quand  le  produit 

<3^^  augmente  de  il  ^  l'ordonnée  j"  et  la  vitesse  ~- ,  ex- 
primées par  les  formules  {a)  et  {h) ,  reprennent  les 
valeurs  qu'elles  avaient  auparavant.  Il  en  est  de 
même  à  l'égard  des  valeurs  de  z  et  -7-.  Par  con- 
séquent ,  la  corde  revient  au  même  état ,  pour 
sa  forme  et  pour  les  vitesses  transversales  de  tous 
ses  points,  au  bout  de  chaque  intervalle  de  temps 

égal  à  — .  Dans  le  vide ,  et  en  supposant  les  points 
A  et  B  rigoureusement  fixes,  la  corde  exécute- 
rait donc   une  suite  indéfinie  de  petites  oscillations 

ni 

dont  la  durée  serait  — ,  pour  chaque  oscillation  en- 
tière ,  lallée  et  le  retour  compris.  Mais  la  résistance 
de  l'air  et  la  communication  d'une  partie  du  mouve- 
ment de  la  corde  à  ses  points  extrêmes  A  et  B  , 
affaiblissent  graduellement  les  amplitudes  de  ses  os- 
cillations, et  finissent  par  les  anéantir,  sans  altérer  sen- 
siblement risochronisme  ;  résultat  semblable  à  celui 
que  nous  a  présenté  le  mouvement  du  pendule  dans 
l'air  (n**  190),  et  que  je  me  contente  d'indiquer 
comme  une  conséquence  de  l'analyse  ,  confirmée  par 
l'observation. 

Si  donc  on  désigne  par  T  la  durée  d'une  vibration 
ou  oscillation  entière  de  la  corde,  et  par  n  le  nombre 
des  vibrations  qui  auront  lieu  dans  l'unité  de  temps  ^ 
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on  aura 

a  V    gs^^  1   \    pi 

Le  ton  d'une  corde  sonore  est  d'autant  plus  élevé 
qu'elle  fait  un  plus  grand  nombre  de  vibrations  en 
un  temps  donné;  il  est  donc  déterminé  par  le  nom- 
bre n ,  lequel  est,  comme  on  voit,  indépendant  de 
la  grandeur  des  amplitudes ,  supposées  très  petites. 
Pour  une  même  corde ,  ce  nombre  est  proportionnel 
à  la  racine  carrée  de  la  tension  ^  ;  pour  deux  cordes 
d'une  même  matière  et  d'une  même  épaisseur,  le 
poids  p  est  proportionnel  à  la  longueur  Z,  et  le 
nombre  n,  à  tension  égale,  en  raison  inverse  de  cette 
longueur;  enfin,  pour  deux  cordes  de  même  lon- 
gueur et  également  tendues,  n  est  en  raison  inverse 
des  racines  carrées  de  leur  poids.  Ces  différentes  lois 
ont  été  confirmées  depuis  long-temps  par  l'expérience. 
Toutefois  il  y  a  des  cas  dont  nous  parlerons  bientôt, 
où  la  corde  ,  à  raison  de  son  état  initial ,  se  divise 
en  parties  égales ,  jointes  par  des  points  qui  demeu- 
rent immobiles  pendant  toute  la  durée  du  mouve- 
ment; ce  qui  élève  le  ton  proportionnellement  au 
nombre  de  ces  parties  aliquotes. 

Si  les  points  de  la  corde  n'ont  pas  de  vitesses  ini- 
tiales ,   on  aura  simplement 

j  =  \W  +  ^ET' ,  g  =  ^(tangxFZ-tangxFyO? 

En  considérant  avec  attention  la  forme  de  la  courbe 
représentée  par  la  figure  21,  on  verra  que  toutes  les 
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fois  que  at  sera  un  multiple  quelconque  de  l,  la  vitesse 
~-  sera  nulle ,  et  la  corde  reprendra  la  même  figure , 

mais  située  dans  des  positions  alternativement  in- 
verses l'une  de  l'autre.  ACB  (fîg.  25)  étant  sa  figure, 
quand  i  =  o ,  ce  sera  encore  sa  figure  et  sa  position , 
quand  at  sera  un  multiple  pair  de  l,  mais  lorsque  at 
sera  un  multiple  impair  de  Z,  la  corde  prendra  la 
position  inverse  ACB  ,  telle  qu'en  faisant  AD'=  BD , 
on  ait  J)'C  =  —  DC.  Dans  ces  deux  positions  ex- 
trêmes ACB  et  AC^B,  les  vitesses  transversales  de 
tous  les  points  de  la  corde  seront  zéro  ;  et  la  corde 
emploiera  le  temps  jT  d'une  demi  -  vibration ,  à 
passer  de  l'une  à  l'autre. 

488.  En  général,  les  parties  des  lignes  que  repré- 
sentent les  figures  21  et  22  ne  sont  pas  les  prolon- 
gemens  analytiques  Fune  de  l'autre;  ces  lignes  for- 
ment des  courbes  discontinues,  c'est  -  à^dire,  des 
courbes  dont  tous  les  poiats  ne  sont  pas  assujettis  à 
la  même  équation  entre  l'abscisse  et  l'ordonnée;  mais, 
aux  points  de  jonction  A^,  B^ ,  A  ,  B,  A^,  B^,  etc. 
{^g.  21),  A^,  H^,  A,  H,  A^  H',  etc.  (fig.  22), 
de  deux  portions  différentes,  la  tangente  est  toujours 
commune  aux  deux  parties  adjacentes.  La  courbe 
relative  à  la  forme  initiale  de  la  corde ,  et  celle  qui 
représente  la  loi  des  vitesses  imprimées  à  tous  ses 
points ,  peuvent  aussi  être  des  courbes  discontinues, 
pourvu  qu'en  chacun  des  points  où  leur  forme 
change,  la  tangente  reste  néanmoins  la  même  pour 
les  deux  parties  adjacentes. 

Cette  restriction  est  fondée  sur  ce  que  par  leur 
2.  20 


3o6  TRAITÉ  BE  MÉCANIQUE, 

nature ,  la  force  accélératrice  d'un  point  matériel  et 
la  vitesse  dont  il  est  animé  ,  sont  toujours  des  quan- 
tités finies,  existantes  et  mesurables;  en  sorte  que, 
dans  les  problèmes  de  Dynamique,  les  fonctions 
du  temps  qui  expriment  les  vitesses  et  les  forces 
accélératrices  des  difFérens  points  d'un  mobile  ,  ne 
doivent  jamais  devenir  infinies.  Ici ,  la  condition  re- 
lative aux  vitesses  est  remplie  ;  car  les  vitesses  trans- 
versales s  expriment  par  la  formule  {b),  au  moyen 
des  tangentes  de  certains  angles ,  multipliées  par  la 
constante  a  ;  et  par  hypothèse ,  ces  angles  ne  s'élèvent 
jamais  à  90**,  et  sont,  au  contraire,  toujours  très  petits. 
Quant  aux  forces  accélératrices ,  elles  deviendraient 
infinies ,  dans  les  points  où  deux  portions  de  la  corde 
se  couperaient  sous  un  angle  fini,  et  ces  forces  croî- 
traient sans  limite,  près  de  semblables  points  de 
jonction. 

En  effet,  soient  m  et  m'  (fîg.  20)  deux  points  de 
la  corde ,  très  rapprochés  de  M' ,  et  dont  nous  ren- 
drons ensuite  les  distances  à  ce  point  infiniment 
petites.  Considérons,  à  un  instant  quelconque,  les 
forces  qui  agissent  sur  la  portion  mWm'  de  la  corde, 
c'est-à-dire ,  les  tensions  qui  ont  lieu  à  ses  extré- 
mités ,  et  sont  dirigées  suivant  les  parties  mh  et  m'N 
des  tangentes  en  m  et  m' ,  Représentons  ces  tensions 
par  H  et  H' ,  et  par  ^  la  masse  de  mWnï.  Pour  que 
la  force  accélératrice ,  parallèle  à  AB  ,  de  cette  petite 
masse ,  ne  devienne  pas  infinie ,  quand  ju.  sera  infi- 
niment petite ,  il  faudra  que  la  différence  H  —  H'  soit 
très  petite  et  au  moins  proportionnelle  à  jul.  De  plus, 
les  composantes  de  H  et  H'  perpendiculaires  à  AB 
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€t  parallèles  à  Taxe  clesj,  seront  H  Çj^  et  H^F^"!, 

d'y      dv 
en  substituant  j^  à  ^  ,   comme  dans  le  n°  4^5  ,  et 

désignant  par  fj-j  et  Vj^  1  les  valeurs  de  --  qui  ré- 
pondent à  m  et  jn',  La  force  motrice  qui  tire  /tt  vers 
AB ,  aura  alors  pour  valeur 

H  (£)  -  H'  m 

Pour  que  la  force  accélératrice  correspondante  ne 
soit  pas  extrêmement  grande ,  et  ne  devienne  pas 
infinie,  quand  la  masse />t  sera  infiniment  petite ,  il 
sera  donc  nécessaire  que  cette  différence  soit  aussi  très 
petite,  et  au  moins  proportionnelle  k /jl  ;  et  comme 
les  quantités  H  et  H'  diffèrent  déjà  très  peu  Tune 
de  l'autre  ,  il  faudra  qu'il  en  soit  de  même  à  l'égard 

de  fj-j  ^M  ^  ?  dont  la  différence  devra  être  infi- 
niment petite,  quand  les  points  m  et  m'  seront  infî-  . 
niment  rapprochés  de  M'.  Donc,  en  aucun  endroit 
de  la  corde  et  à  aucun  instant,  les  tangentes  mh 
et  m' h' y  en  deux  points  infiniment  voisins  ,  ne  pour- 
ront se  couper  sous  un  angle  fini  ;  ce  qu'il  s'agissait 
de  faire  voir. 

Cette  conclusion  aura  encore  lieu,  lorsque  la  corde 
sera  composée  de  deux  parties  de  matières  diffé- 
rentes :  à  leur  point  de  jonction ,  l'ordonnée j-  et  son 

coefficient  différentiel  -r-  devront  avoir  constamment 
dx 

une  même  valeur  pour  ces  deux  parties;  ce  qui  four- 


20.0 
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nira ,  comme  la  fixité  des  points  extrêmes ,  des 
équations  indispensables  pour  la  détermination  des 
fonctions  arbitraires,  et  sans  lesquelles  la  solution  du 
problème  serait  indéterminée  (^). 

48g.  D'Alembert  a  résolu  le  premier  le  problème 
des  cordes  vibrantes  ;  la  solution  qu'il  en  a  donnée 
est  celle  qu'on  vient  d'exposer ,  et  qui  est  fondée 
sur  l'intégration ,    sous  forme   finie  ^    de  l'équation 

d^  y  d^  y  • 

-^  =  a^  -^^;  mais  au  moyen  de   la   formule   {a) 

du  n*  525,  on  peut  aussi  résoudre  cette  question 
d'une  autre  manière. 

Quelles  que  soient  les  fonctions  données  (pœ  et  (p'x, 
pourvu  qu'elles  soient  nulles ,  quand  .r  =  o  et  quand 
07  =  Z,  on  a,   d'après  la  formule  citée, 

(p^  =  f  2  (/J  sin  ^  <px'dœ'  )  sin  -ï^  ,    ) 
<p'j^  =  j  2  (^  /     sm  -y-  q>xdx'\  sm  —j-,     \ 

pour  toutes  les  valeurs  de  x,  depuis  x=o  jusqu'à 
^=Z  inclusivement,  c'est-à-dire,  pour  toute  la  lon- 
gueur de  la  corde  ;  i  étant  un  nombre  entier  et  po- 
sitif, et  les  caractéristiques  2  indiquant  des  sommes 
qui  s'étendent  à  toutes  les  valeurs  de  /,  depuis  f  =  i 
jusqu'à  i==co.  D'un  autre  côté,  toute  expression 
telle  que 


(*)    Voyez,  pour  cette   solution,   le  Journal  de  V École 
P olxtechnique,  XVUV  càhiev ,  page '442- 
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j-  ==  (A  sin  eiat  -f-  B  cos  cLat  )  sin  (  a^  +  ê  ) ,     (^) 

satisfait,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier,  à  l'ë- 
quation  donnée 

%  =  ■<■%■•     M 

A  ,  B ,  (31 ,  ê  ,  étant  des  constantes  arbitraires.  D'après 
cela ,  si  Ton  prend 

cette  valeur  àe  j  satisfera  à  toutes  les  conditions  du 
problème,  et  en  renfermera,  conséquemment,  la 
solution. 

En  effet ,  chacun  des  termes  des  sommes  2  satis- 
fera séparément  à  l'équation  (c);  par  conséquent, 
ces  sommes  y  satisferont  aussi ,  puisque  cette  équa- 
tion est  linéaire.  Si,  l'on  fait  a=  o  ou  x  =  /  dans 
la  formule  {d) ,  ou  a  j^=o,  quel  que  soit  t;  ce  qui 
remplit  la  condition  de  la  fixité  des  points  extrêmes 
de  la  corde.  Enfin,  la  formule  {d)  donne 

j^z.\^        sm—  (px dx  \ zsm ~j-  sm  — r- ;  j 

et  si  Ton  fait  if=o  dans  ces  valeurs  de  j  et  ■£  ,  elle^ 
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devienaent  (px  et  (p'jc,  en  vertu  de  l'équation  (a);  ce 
qui  satisfait  à  Tëtat  initial  de  la  corde,  dans  toute  sa 
généralité. 

Cette  autre  solution  du  problème  est  due  à  Lagrange^ 
qui  a  aussi  fait  voir  qu'elle  coïncide  avec  celle  de 
D'Alembert. 

Avant  Lagrange,  D.  Bernouilli  avait  déjà  résolu 
le  problème  des  cordes  vibrantes ,  en  prenant  pour 
j-  une  valeur  composée  de  termes  compris  dans  iâ 
formule  (b) ,  et  assujettis  à  devenir  nuls,  quel  que 
soit  t,  pour  x:=o  et  pour  ^=/,  c'est-à-dire,  au 
moyen  de  l'expression 


I 


(.     .     ^at    .     ^  7tat\    .     zs-x 

A  sin  -y  -j-  b  cos  -y-  j  sin  -j- 

+  (  A  sm  —. — |-  B'cos— ^Jsm-y- 

+  f  A  'sm  —J-  +B''cos  —J-)  sm  -y- , 
etc.. 


(/) 


dans  laquelle  A,  A',  A'',  etc.,  B,  B',  B'',  etc.,  sont 
des  constantes  arbitraires.  Il  manquait  à  cette  solu- 
tion, pour  être  complète,  la  détermination  de  ces 
coeiïiciens ,  d'après  un  état  initial  de  la  corde ,  donné 
arbitrairement;  ce  qui  était,  sous  le  rapport  de  l'a- 
nalyse, la  difficulté  principale  de  la  question  :  cette 
formule  (f)  suffisait,  d'ailleurs,  pour  faire  connaître 
les  différens  modes  de  vibrations  transversales  des 
cordes  sonores ,  et  les  lois  de  ces  vibrations. 

490.  Les  formules  (d)  et  (e)  mettent  en  évidence 
les  lois  du  mouvement  de  la  corde  vibrante ,  que  l'on 
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a  énoncées  dans  le  n**  4^7  f  ^^^^^  montrent  aussi  que 
le  ton  peut  quelquefois  s'élever,  comme  on  la  dit 
dans  ce  numéro ,  et  le  nombre  n  des  vibrations  dans 
Fanité  de  temps ,  devenir  un  multiple  de  sa  valeur 
générale,  sans  que  la  tension  de  la  corde  ait  été 
changée. 

En  effet ,  supposons  que  les  valeurs  de  <pûc'  et  (p'ûc' 
soient  telles  que  l'on  ait 

/    (px'  sin  —2—  dx'  =  o  ,     /    (p'jc'  sin  ^dx'-s=:  o,  (g) 

pour  toutes  les  valeurs  de  i  qui  ne  sont  pas  des  mul- 
tiples d'un  nombre  donné  m;  conditions  que  l'on 
peut  remplir  d'une  infinité  de  manières  différentes. 
Les  formules  [d)  et  (e)  ne  renfermeront  que  des  si- 

nus  et  cosmus  des  multiples  de  —j~  \  par  consé- 
quent ,  l'état  et  la  position  de  la  corde  redeviendront 
les  mêmes  toutes  les  fois  que  at  augmentera  d'un 

multiple  de  —  ;  et  d'après  la  valeur  de  a,  celle  du  nom- 
bre n  y  d'où  dépend  l'élévation  du  ton  (n°  4^7)  9  sera 

1    ^   pi  ^ 

c'est-à-dire,  qu'il  se  trouvera  augmenté  dans  le  rap- 
port de  772  à  l'unité. 

Dans  ce  cas ,  la  formule  {d)  ne  contiendra  que  les 

sinus  des  multiples  de  ^^^;  on  aura  donc  constam- 
ment j  z=  o  pour  les  points  équidistans  N  ,  N  , 
]N",  etc  ,  de  la  corde  (fîg.    24),  qui  répondent  à 
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:r=— ,  ïi=—  ,=  — »  etc.  ;  en  sorte  que  ces  points, 
m'  m  '  m  '  ^  * 

au  nombre  de  m  —  i ,  demeureront  immobiles  , 
comme  les  points  extrêmes  A  et  B ,  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement.  Pour  cette  raison ,  on  appelle 
les  points  N ,  N',  N",  etc. ,  des  nœuds  de  vibrations. 
A  l'origine  du  mouvement ,  ils  n'auront  reçu  aucune 
vitesse,  et  n'auront  pas  été  écartés  de  la  droite  AB. 
Les  parties  de  la  corde  ACN,  NCW,  N'C'W,  etc., 
situés  alternativement  d'un  côté  et  de  l'autre  de  AB, 
vibreront  comme  des  cordes  isolées,  dont  les  lon- 
gueurs AN,  NN',  NW,  etc.,  sont  toutes  égales  à  ^, 
et  dont  les  vibrations  isochrones  et  simultanées  s'ef- 
fectueront  dans  un  temps  égal  à   — . 

La  manière  la  plus  simple  de  satisfaire  aux  condi- 
tions exprimées  par  les  équations  (g),  est  de  prendre, 
par  exemple , 

<poc  =  h  sin  — =—  ,     (p  ^  =  0  ; 

h  étant  une  constante  donnée.  Cela  suppose  que  les 
points  de  la  corde  n'ont  pas  reçu  de  vitesses  initiales, 
et  qu'à  l'origine  du  mouvemeut  elle  était  formée  de 
m  parties  égales  et  situées  alternativement  d'un  côté 
et  de  l'autre  de  AB.  Chacune  de  ces  parties  de  courbe 
est  ce  qu'on  appelle  une  trochoïde,  qui  a  pour  lon- 
gueur — ,  et  pour  hauteur  h.  Dans  ce  cas ,  la  for- 
mule {d)  se  réduit  au  seul  terme  de  la  première  par- 
.lie,  qui  répond  à  i=i?n.  En  effectuant  l'intégration 
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relative  a  x\  on  a  simplement 


y  ==  nsin  —j—  cos  -y 


? 


la  figure  de  la  corde  est  donc  composée,  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement ,  d'un  nombre  m  de 
trochoïdes,  d'une  largeur  constante  et  d'une  hauteur 
variable  ;  et  elle  coïncide  avec  la  droite  AB,  toutes  les 

fois  que  at  est  un  multiple  impair  de  — .  Cette  solu- 
tion particulière  du  problème  des  cordes  vibrantes 
est  celle  que  Tajlor  avait  donnée ,  avant  que  la  solu- 
tion générale  fut  connue. 

491 .  Tout  ce  que  nous  avons  dit  par  rapport  aux 
vibrations  transversales  s'applique  immédiatement 
aux  vibrations  longitudinales.  Il  suffira,  pour  avoir 
à  un  instant  quelconque  l'expression  de  la  variable  u 
du  n°  4S2  5  de  mettre  dans  celle  qu'on  a  trouvée  pour 
y,  la  constante  et  du  n°  4^5  à  la  place  de  a,  Oa  pren- 
dra alors  pour  <pjc  le  déplacement  du  point  M  (fîg,  20) 
à  l'origine  du  mouvement,  suivant  la  longueur  de  la 
corde  5  c'est-à-dire,  la  valeur  initiale  de  MP;  et  (p'œ 
exprimera  la  vitesse  initiale  du  point  M ,  suivant  MB 
ou  MA,  selon  qu'elle  sera  positive  ou  négative.  Ces 
fonctions  Çoc  et  (p^œ  seront  données  arbitrairement , 
depuis  x^=o  jusqu'à  œ  =  l;  et  si  elles  changent  de 
forme  dans  cet  intervalle ,  il  faudra  que ,  pour  les 
valeurs  de  œ  où  cela  arrivera ,  chacune  de  ces  fonc- 
tions et  son  coefficient  différentiel  aient  cependant  la 
même  valeur  dans  les  deux  parties  adjacentes  de  la 
corde, 
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Il  résulte  de  là  que  si  Ton  appelle  T' la  durée  en- 
tière d'uiie  vibration  longitudinale ,  c'est-k-dire ,  l'in- 
tervalle  entre  deux  états  identiques  de  la  corde,  et 
11!  le  nombre  de  ces  vibrations  dans  l'unité  de  temps, 
nous  aurons  (n°  4^7) 

CL  ^     g^  tl    V     pi 

Ce  nombre  n'  et  le  ton  de  la  corde  qu'il  déter- 
mine, ne  dépendent  pas  de  sa  tension  ^;  cependant 
Inobservation  indique  que  le  ton  longitudinal  s'élève 
un  peu  quand  la  tension  augmente  ;  circonstance 
qu'on  peut  attribuer  à  ce  que  la  longueur  de  la  corde , 
comprise  entre  les  points  A  et  B,  restant  la  même, 
son  poids  p  diminue  quand  on  l'étend  davantage. 

492»  En  comparant  ce  nombre  n  a.  celui  des  vibra- 
tions transversales  de  la  même  corde,  on  a 


n'=n^l; 


en  sorte  que ,  toutes  choses  d'ailleurs  égales ,  le  ton 
provenant  des  vibrations  longitudinales  sera  plus 
aigu  que  celui  qui  répond  aux  vibrations  transver- 
sales, dans  le  rapport  de  \/q  a  s/^. 

Le  poids  q  est  la  tension  qu'il  faudrait  employer 
pour  doubler  la  longueur  naturelle  de  la  corde ,  en 
supposant  que  la  loi  de  son  extension  fût  constante. 
En  effet,  si  l'on  suppose  que ,  pour  une  tension  don- 
née A,  la  longueur  d'une  partie  quelconque  de  la 
corde  augmente  dans  le  rapport  de  i  -j-  cT  à  l'unité^. 
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rëlëoieat  adjacent  au  point  M,  qui  éprouve  succes- 
sivement les  tensions  <ar  et  T  dans  l'état  d'équilibre  et 
dans  l'état  de  mouvement,  augmentera  dans  les  rap- 
ports de  1+  —  et  de  i  +  -r  à  l'unité  ;  les  longueurs, 

dx  et  dsy  dans  ces  deux  états,  seront  donc  entre  elles 
comme  A  +  J^^  est  à  A  +  cTT  ;  en  sorte  que  l'on 
aura 

ds  A  -f-  J^T 


4 

d'où  l'on  tire 


dx  A  +  «^5-  ' 

ds-'dx  J^(T— ^) 

dx         "~"  A 


en  négligeant  le  carré  de  la  fraction  «T.  D'après  les  va- 
leurs de  ds — dx  et  de  T— 'Zêr  du  n°  4^5,  on  aura  donc 

A 

?  =  ?; 

par  conséquent ,  q  sera  la  tension  qui  répondrait  à 
cT  =  I,  ou  qui  doublerait  la  longueur  de  la  corde,  si 
son  allongement  croissait  toujours  uniformément. 

Comme  la  tension  <iar  d'une  corde  sonore  est  tou- 
jours très  éloignée  de  celle  qu'il  faudrait  employer 
pour  en  doubler  la  longueur,  il  s'ensuit  que  le  rapport 

i   de  «'  à  «  est  toujours  très  considérable.  On 

peut  le  déterminer,  à  priori,  d'après  l'allongement  de 
la  corde  produit  par  la  tension  <2jr,  et  mesuré  direc- 
tement; car  si  l'on  appelle  y  cet  allongement,  oxk 
aura 

yA 


s/l 
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puisque  S'I  est  celui  qui  répond  à  la  tensîou  A;  et  en 

substituant  cette  valeur  de  f^  et  celle  de  q  dans  l'ex- 

pression  de  —,  il  vient 

n  V    y' 

d'où  l'on  conclut,  réciproquement , 

>=©■'. 

pour  la   valeur  de   l'allongement  y ,  d'après  celle 
de  4. 

n 
Ce  rapport  très  simple  du  nombre  des  vibrations 
longitudinales  à  celui  des  vibrations  transversales 
d'une  même  corde ,  a  été  vérifié  par  une  expérience 
que  M.  Cagniard-Latour  a  faite  sur  une  corde  très 
longue ,  dont  les  vibrations  transversales  étaient  vi- 
sibles et  assez  lentes  pour  qu'on  pût  les  compter. 

§  II.   Vibrations  longitudinales   dune  verge 
élastique, 

495.  Cette  verge  sera  homogène  ;  et,  dans  son  état 
naturel,  je  la  supposerai  prismatique  ou  cylindrique  : 
la  figure  25  représente  alors  une  section  faite  par  le 
filet  moyen  AB,  c'est-à-dire,  par  la  droite  qui  passe 
par  les  centres  de  gravité  de  toutes  les  sections  de  la 
verge  perpendiculaire  à  sa  longueur  (n"  5i4).  Si  la 
verge  est,  par  exemple ,  un  cylindre  à  base  circulaire, 
AB  est  son  axe  de  figure;  son  diamètre  est  très  petite 
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et,  dans  tous  les  cas,  les  dimensions  des  sections  nor- 
males sont  très  petites  par  rapport  à  la  longueur  de 
cette  droite;  mais  elles  sont,  cependant,  assez  grandes 
pour  que  la  verge  résiste  à  la  flexion,  et  soit  ce  qu'on 
appelle  une  verge  élastique  (n*  5o6). 

Dans  le  mouvement  longitudinal  de  cette  verge , 
que  nous  allons  d'abord  considérer,  tous  les  points 
appartenant  à  une  même  section  normale  auront,  à 
chaque  instant ,  la  même  vitesse  parallèle  a  AB  ;  en 
sorte  qu'il  suffira  de  déterminer  le  mouvement  d'un 
point  quelconque  M  de  cette  droite. 

Prenons  sur  cette  droite  un  point  ûxe  C;  et,  dans 
l'état  naturel  de  la  verge ,  représentons  par  oc  la  dis- 
lance CM ,  qui  sera  positive  ou  négative ,  selon  que 
M  appartiendra  à  la  pariie  CB  ou  à  la  partie  GA  de 
AB.  Dans  l'état  de  mouvement,  soit  M',  au  bout 
du  temps  t ,  la  position  que  prendra  ce  point  M  ; 
faisons  MM'  z=z  u;  et  considérons  u  comme  une 
quantité  positive  ou  négative,  selon  que  ce  dépla- 
cement aura  lieu  du  côté  de  B  ou  du  côté  de  A, 
de  sorte  quoiî  ait  toujours  CM'=^  +  w,  Il  s'agira 
de  déterminer  la  valeur  de  u,  en  fonction  de  x 
et  t. 

Appelons  p  le  poids  de  la  verge,  l  sa  longueur 
AB,  et  g^  la  gravité.  Dans  l'état  naturel  de  la  verge, 
la  masse  de  l'élément  qui  répond  au   point  M ,  et 

qui  a  doc  pour  longueur,  sera  ^-^.  Cette  masse  ne 

changera  pas  pendant  le  mouvement  5  et  si  l'élément 
est  sollicité  par  une  force  accélératrice  X ,  dirigée 
dans  le  sens  M'B  ou  M'A,  selon  qu'elle  sera  posi- 


3i8  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

tive  ou  négative,  sa  force  perdue  pendant  l'ins- 
tant dt  sera 

■pdx /^  d^u\ 

jr\^~  dF/ 

Désignons  par  T  la  tension  du  même  élément  qui 
agit  à  son  extrémité  M' ,  et  sera  une  quantité 
positive  ou  négative ,  selon  qu'elle  aura  lieu  du 
dedans    en   dehors  ,    ou    du    dehors    en    dedans  ; 

T'-\---T-dx  exprimera  la  tension  qui  agira,  en  sens 

contraire  de  T,  à  lautre  extrémité  de  cet  élément; 
il  sera  donc  tiré ,  dans  le  sens  M'B ,  par  une  force 

égale  à  -p  dx ;  et,  pour  l'équilibre  de  cette  force  et 

de  la  précédente,  il  faudra  qu'on  ait 

i:e  qui  s'accorde  avec  l'équation  (a)  du  n*  5i6. 

Aux  deux  bouts  A  et  B,  il  faudra,  en  outre, 
que  la  valeur  de  T  soit  égale  à  une  force  particu- 
lière,  qui  agira  suivant  AB  à  l'extrémité  A,  et 
suivant  le  prolongement  de  AB  à  l'extrémité  B. 

494-  La  longueur  naturelle  de  l'élément  que  nous 
considérons  étant  doc ,  et  sa  longueur  devenant 
doc  -{'  du,  quand  il  est  soumis  à  la  tension  T,  on 
aura 

q  désignant  un  coefficient  constant,  dont  la  valeur, 
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donnée  par  Tobservalion ,  sera 

A 

?  =  >' 

si  Ton  repre'sente  par  cTZ  l'allongement  total  de  la 
verge,  lorsqu'elle  est  soumise  à  une  tension  cons- 
tante et  donnée  A  (n°  49^)* 

Je  supposerai  qu'aucune  force  donnée  n'agit  sur 
les  points  de  la  verge;  on  fera  alors  X=  o  dans 
l'équation  du  mouvement  ;  et  en  y  mettant  pour  T 
sa  valeur ,  il  en  résultera 

OÙ  l'on  a  fait ,   pour  abréger , 

p 

On  aura ,  en  outre  , 

du  du  jT, 

en  désignant  par  ^  la  vitesse  du  point  M',  et  par  s  la 
dilatation  de  la  verge  en  ce  même  point.  Quand  la 
valeur  de  s  sera  négative,  cette  dilatation  se  chan- 
gera en  une  contraction  ;  et  la  tension  T  agira  dans 
le  sens  M'A  ou  dans  le  sens  M'B,  selon  qu'il  j  aura , 
effectivement ,  dilatation  ou  contraction. 

L'état  de  la  verge ,  à  un  instant  quelconque ,  sera 
donc  connu ,  lorsqu'on  aura  déterminé  u  en  fonction 
de  X  et  t-,  mais,  pour  obtenir  sa  valeur,  il  faudra 
joindre  à  l'équation  (i)  celles  qui  répondent  à  l'état 
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initial  de  la  verge  et  à  ses  extrémités.  Or,   quand 

^  =  o ,  je  supposerai  qu'on  ait 

de  sorte  que  (px  et  f'oc  soient  des  fonctions  données 
arbitrairement ,  depuis  a:  =  o  jusqu'à  x=  Z,  en  pre- 
nant pour  C  la  position  initiale  de  A.  De  plus,  à 
chaque  extrémité  fixe  de  la  verge ,  il  faudra  qu'on  ait 
u  =  Of  pendant  toute  la  durée  du  mouvement  ;  et  T 
exprimera  la  pression  que  ce  point  fixe  aura  à  sup- 
porter. A  chaque  extrémité  libre  qui  ne  sera  sol- 
licitée par  aucune  force  donnée ,  il  faudra  qu'on  ait 

de  même  T  =  o ,  ou  —  =  o ,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  t. 

495.  On  résoudra  ce  système  d'équations  de  la 
même  manière  que  celles^  qui  répondent  aux  cordes 
vibrantes,  soit  en  partant  de  l'intégrale  sous  forme 
finie  de  l'équation  (i) ,  soit  par  des  formules  sembla- 
bles à  celles  du  n°  489-  Voici,  en  employant  ces  for- 
mules, les  résultats  qui  répondent  aux  différentes 
hypothèses  qu'on  peut  faire  sur  les  extrémités  de  la 
verge. 

1°.  Si  les  deux  points  A  et  B  sont  fixes,  il  faudra 
que  les  fonctions  données  <px  et  (p^œ  soient  nulles 
pour  œ  =  o  et  pour  x=:Z,  et  l'on  aura,  comme 
dans  le  numéro  cité , 

rat 


u  =  j^(        sm -y-  (px'dx    )sm -y- cos  — 
^ 2f  /     sm -^  cpxa^  j^  sm-j-sm— . 
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Toutes  les  fois  que  at  augmentera  de  2Z,  cette 
valeur  de  u  et  celles  de  ^  et  ^  qui  s'en  déduisent ,  et 
par  suite  l'état  de  la  verge ,  redeviendront  les  mêmes 
qu'auparavant;  par  conséquent,  si  l'on  appelle  T  la 
durée  d'une  vibration  entière  y  et  n  le  nombre  des 
vibrations  dans  l'unité  de  temps,  on  aura 

a  ^  gq  Q,\  pi  ^ 

en  sorte  que  le  ton  sera  le  même  que  si  la  verge  était 
une  corde  flexible  vibrant  longitudinalement. 

2°.  Si  le  point  A  est  ^xe  et  le  point  B  entièrement 
libre,  il  faudra  que  les  fonctions  cpœ  et  (p'.r  soient  nul- 
les, quand  .r=o,  et  que  l'on  ait  aussi  —■  =  o  quand 
oc  =z  l;  l'expression  de  u  sera  alors 


"-?^c/: 


.     (21 — i)7rx       ,y\.    {il — iW      (il — \)7rat 
sin 7 ûx  dx  jsin-^ ~ — cos^ zf- 

2.1  ^  J  il  il 

,    ^    J  C^  '   (2i— iW  ,         A      I       .   (2î— î>.r   .   {ii-\)7:at 
*    7ra    \J  o  il  Jii  —  I  il  2/ 

les  sommes  2  s'étendant  toujours  à  toutes  les  valeurs 
du  nombre  entier  £,  depuis  i  zzi\  jusqu'à  f  =  00  .  En 
effet ,  tous  les  termes  de  cette  valeur  de  u  satisfont  à 
l'équation  (i);   ils  remplissent,   quel  que  soit  t,  le^ 

conditions  î^  =  o  quand  x-=^o,  et  -j-'=o  quand 
^=rr  Z,  qui  répondent  à  ce  second  cas  •  et ,  pour  ^  =  o, 
on  en  déduit 

2.  21 
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ce  qui  est  effectivement  vrai ,  en  vertu  de  l'équa- 
tion (7)  du  n°  526. 

La  valeur  de  u  et  celles  de  i'  et  de  ^  qu  on  en  de'duit, 
redeviendront  les  mêmes,  toutes  les  fois  que  at 
augmentera  d'un  multiple  quelconque  de  4^J  P^^ 
conséquent ,  si  l'on  appelle  T'  la  durée  d'une  vibra- 
tion entière  de  la  verge,  ou  l'intervalle  compris 
entre  deux  retours  consécutifs  de  la  verge  au  même 
état ,  on  aura 

T'  =  i'. 

a 

Cette  durée  sera  donc  double  de  celle  qui  avait  lieu 
dans  le  premier  cas,  et  le  nombre  des  vibrations 
dans  l'unité  de  temps  sera  seulement  moitié.  Donc  le 
ton  longitudinal  d'une  verge  ^xç^  à  un  bout  et  libre  à 
son  autre  extrémité,  est  à  une  octave  au-dessous  du 
ton  de  la  même  verge  fixe  par  ses  deux  bouts;  ce 
qui  est  effectivement  confirmé  par  l'expérience. 
5°.  Enfin ,  si  la  verge  est  libre  a  ses  deux  bouts,  les 

valeurs  de  -^  devront  être  nulles  pour  a?  =  o  et 

pour  ^  =  Z ,  et  Ton  aura ,  dans  ce  cas , 

M=;  y/     (pxdx  -^-jZi    j      cos—j—çx'dx  j  cos  -j-  cos  —  — 
+  -Jjscd.r+-^(J^  cos  —p'^rf^  j-cos--  sxr,  -j-; 


les  sommes  2  s'étendant ,  comme  précédemment ,  à 
toutes  les  valeurs  du  nombre  entier  i ,  depuis  i  =  i 
jusqu'à  i=oo  . 

Cette  valeur  de  u  satisfait,  effectivement,  à  l'équa- 
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tîon  (i),  ainsi  qu'à  la  condition  —  =  o  pour  a;==:  o 

et  pour  jc  =  Z ,  qui  doit  avoir  lieu ,  quel  que  soit  t , 
dans  ce  troisième  cas.  Pour  ^  =  o  ,  elle  donne 

u=çx=zj       çxdx'f'jll    I     cob—j-(pxdx]cos-j-, 

ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  (8)  du  n°  5^6. 

Lorsque  /  (p'.r'<^^ ' n'est  pas  zéro,  la  verge,  indé- 
pendamment de  ses  vibrations,  a  un  mouvement  pro- 
gressif et  uniforme,  dont  la  vitesse ,  commune  à  tous 
ses  points,  est  égale  à  cette  intégrale  divisée  par  Z.  Si 
on  la  suppose  nulle,  la  -^^rgid  reviendra  au  même  ëtat, 
pour  les  valeurs  de  t  qui  différeront  entre  elles  , 

il 
d'un  multiple  de  —  ;  en  sorte  que  la  durée  de  cha- 
cune de  ses  vibrations,  et  leur  nombre  dans  l'unité 
de  temps,  seront  les  mêmes  que  dans  le  premier  cas. 
Il  en  résultera  donc  que  le  ton  d'une  verge  fixe  par 
les  deux  bouts ,  est  à  Xunisson  de  celui  de  la  même 
verge  entièrement  libre-  ce  qui  est  aussi  conforme  à 
l'expérience. 

Au  reste ,  il  ne  s^'agit ,  dans  ce  qui  précède,  que 
du  ton  fondamental  y  ou  le  plus  bas,  d'une  verge 
élastique.  La  remarque  du  n*"  490  sur  les  nœuds  de 
vibrations  et  sur  les  élévations  de  ton  qui  leur  cor- 
respondent ,  s'étendra  sans  difficulté  au  mouvement 
de  cette  verge,  dans  chacun  des  cas  qu'on  vient 
d'examiner* 


21 
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496.  Quand  la  verge  dont  nous  considérons  le 
mouvement  longitudinal,  s'étendra  indéfiniment  de 
part  et  d'autre  du  point  C,  on  naura  plus  à  tenir 
compte  de  ce  qui  arrive  à  ses  deux  bouts,  et  les 
valeurs  de  la  vitesse  v  et  de  la  dilatation  s ,  relatives 
à  un  point  et  un  instant  quelconques,  se  déduiront 
immédiatement  de  l'intégrale  de  l'équation  (i)  sous 
forme  finie,  dans  laquelle  il  suffira  de  déterminer 
les  deux  fonctions  arbitraires ,  d'après  les  valeurs  ini- 
tiales de  ^  et^,  qui  seront  données  en  fonctions  de  x. 

Cette  intégrale  est 

u  =  <p{x  +  at)  +  r^(oc  —  at)  ; 

ç  et  «4/  indiquant  les  deux  fonctions  arbitraires.  On 
en  déduit,  à  un  instant  quelconque, 

du /  d(p{X'-\-  at)  d-^  {x  —  at)\ 

dt~^'^^\  ~~~di  d^         )  ' 

du d(p  {x  '\'  at)  d-^  {x  —  at) 

dx  dx  dx         '    . 

Pour  /  =  G,  je  suppose  qu'on  ait 

V  =  fx ,       s  •=.  F.r. 

Dans  le  cas  que  nous  considérons ,  ces  deux  fonctions 
seront  données  pour  toutes  les  valeurs  positives  ou 
négatives  de  la  variable  ;  en  faisant  ^  =  o  dans  les 
formules  précédentes ,  on  aura 

d<bx  d-^/x        ^  d(bx    ,    d-lx        t> 

d'où  l'on  tire 

dx        1  '    la'^  dx    'If.  2«"^     ' 


(^) 
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et ,  par  conséquent , 

d(p  (x  4-  at)  i  -p  .        ,        ^\     .       î      r^        .         X 

â~  =  -J(o^-at)  -  -/(œ-at). 

Quels  que  soient  t  et  jc ,  oa  aura  donc 

i^=:if(x  +  at)  +  ^f{œ-^at) 

formules  qui  feront  connaître  l'ëtat  de  la  verge  h  un 
instant  quelconque;  ce  qui  est  la  solution  complète 
du  problènve. 

497.  Ces  équations  (2)  renferment  les  lois  de  la 
propagation  des  ondes  sonores  le  long  d'une  verge 
élastique,  et,  généralement,  dans  une  barre  solide, 
homogène,  dune  longueur  indéfinie,  et  dont  les 
sections  perpendiculaires  h  cette  longueur  sont  par- 
tout les  mêmes  et  d'une  petite  étendue. 

Le  son  partant  du  point  C,  la  barre  aura  été 
ébranlée ,  à  l'origine  du  mouvement ,  dans  une  éten- 
due peu  considérable,  de  part  et  d'autre  de  ce  point. 
En  désignant  par  2 et  la  longueur  de  l'ébranlement 
primitif,  les  fonctions  fx  et  ¥oc  seront  nulles  de- 
puis .r  =  et  jusqu'à  x=  od  ,  et  depuis  a:  =  —  a 
jusqu'à  .r  =  —  go  ;  elles  seront  données  arbitraire- 
ment et  indépendamment  l'une  de  l'autre ,  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  :±:  ^  ;  et  les 
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fonctions /(x+a^),  f{oc — ai),  F(x+<^i),  F(^ — at)^ 
n'auront  aussi  de  valeurs  différentes  de  zéro  que 
quand  la  quantité  .r  +  fliC  ou  x  —  at  y  contenue 
sous  le  signe  y  ou  F  ,  sera  plus  grande  que  —  a , 
et  plus  petite  que  et ,  en  ayant  égard  aux  signes 
et  en  regardant  a  comme  une  quantité  positive. 

D'après  cela,  dès  que  <^^  aura  surpassé  2a,  on  aura 
(;  =  o  et  J  =  o  pour  tous  les  points  compris  dans 
l'étendue  de  l'ébranlement  primitif;  en  sorte  que  le 
mouvement  de  cette  partie  de  la  barre  ne  durera  que 

pendant  un  temps  égal  à  — .  Pour  un  point  M  situé 

au-delà  de  cet  ébranlement,  du  côté  des^r  positives, 
on  aura 

^  >•  a ,    j\x  +  «^)  =  o ,     F  (jc  +  a^)  =  o  ; 

et  les  équations  (2)  se  réduiront  à 

d'où  il  résulte 

(^  =  — as. 

Tant  qu'on  aura  x  >>  é2^  +  a ,  ces  valeurs  de  \>  ^\  s 
seront  nulles  ;  elles  le  redeviendront  dès  qu'on  aura 
X  <iat  —  ot  ;  l'ébranlement  parviendra  donc  au  point 

M  au  bout  d'un  temps  égal  à  — ;    sa  durée  sera 


a 


;  et  la  partie  de  la  barre  qui  sera  ébranlée  à  la  fois, 
et  dont  M  fera  partie,  aura  2a  pour  longueur.  Les 
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mêmes  résultats  auront  lieu  du  côté  des  jc  néga- 
tives. 

Ainsi ,  de  part  et  d'autre  de  l'ébranlement  primi- 
tif, il  se  produira  une  onde  sonore^  d'une  étendue 
constante  et  égale  à  celle  de  cet  ébranlement,  qui  se 
propagera  uniformément  avec  la  vitesse  a.  Les  vi- 
tesses propres  que  prendront  successivement  les 
points  de  la  barre ,  ne  varieront  pas  avec  leurs  dis- 
tances au  lieu  de  l'ébranlement  primitif  ;  en  sorte  que 
l'intensité  du  son,  qui  dépend  de  la  grandeur  de  ces 
vitesses,  sera  constante,  et  ne  s'affaiblira  pas  en  se 
propageant  ;  ce  qui  tient  à  ce  que  cette  propaga- 
tion a  lieu  dans  une  barre  cylindrique  ou  pris- 
matique. 

Dans  l'étendue  d'une  onde  sonore,  la  vitesse  ne 
sera  pas ,  comme  en  tous  les  points  de  l'ébranlement 
primitif,  indépendante  de  la  dilatation  correspon- 
dante :  l'une  sera  proportionnelle  à  l'autre ,  en  vertu 
de  l'équation  f  =  —  as ,  qui  montre  que  la  vitesse  v 
du  point  quelconque  M  est  une  fraction  de  la  vitesse 
de  propagation ,  exprimée  par  la  dilatation  s  qui  ré- 
pond au  même  point ,  et  que  le  mouvement  propre 
de  M  aura  lieu  en  sens  contraire  ou  dans  le  sens  de  la 
propagation ,  selon  qu'il  y  aura  en  ce  point  dilatation 
ou  condensation. 

Il  est  important  de  remarquer  que  c'est  à  raison  de 
ce  rapport  entre  \>  et  s,  que  chaque  onde  sonore  pro- 
duite ne  se  partage  pas  en  deux  autres  ^  et  se  propage 
dans  un  seul  sens.  Si  ce  rapport  existait  dans  toute 
l'étendue  de  l'ébranlement  primitif,  le  mouvement 
ne  se  propagerait  aussi  qnie  d'un  seul  côté.  Ainsi,  en 
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supposant  qu'on  ait  fx  =  —  a^x  ^  les  équations  (2) 

se  réduiront  à 

V  z=:f(x  —  at) ,       s:=. f{x  —  at); 

pour  les  valeurs  de  x  négatives  et  plus  grandes  que 
- —  et ,  abstraction  faite  du  signe ,  on  aura  donc  i^  =  o 
et  ^  =  o  ;  en  sorte  que  le  mouvement  ne  se  propa- 
gera pas  au-delà  de  l'ébranlement  primitif  du  côté  des 
X  négatives.  Il  en  serait  de  même  du  côté  des  x  posi- 
tives ,  si  Ton  supposait  Jx  =  àFx. 

D'après  ce  qu^on  a  vu  dans  le  n°  ^g5 ,  la  vitesse  a 
de  la  propagation  du  son  dans  une  barre  indéfinie, 
pourra  se  conclure  de  la  durée  des  vibrations  lon- 
gitudinales d'une  verge  élastique,  de  la  même  ma- 
tière et  d'une  longueur  donnée.  En  supposant  cette 
verge  ^xe  ou  libre  à  ses  deux  bouts ,  la  valeur  de 
a  sera  égale  au  double  de  sa  longueur  divisée  par 
la  durée  de  chacune  de  ses  vibrations,  laquelle  du- 
rée se  déduira  de  leur  nombre  dans  l'unité  de  temps, 
et,  par  conséquent,  du  ton  le  plus  bas  de  la  verge  : 
on  doublerait  le  résultat  de  cette  division ,  si  la 
verge  était  fixe  à  une  seule  extrémité. 

49^*  ^^  1^^^  ^^  s'étendre  indéfiniment  dans  le 
sens  des  x  positives,  si  la  barre  est  terminée  en  un 
point  B,  situé  en  dehors  de  l'ébranlement  primitif,  le 
son ,  après  être  parvenu  en  B ,  sera  réfléchi  vers  le 
point  C  ;  et  il  se  formera  un  écho  en  ce  point  B,  soit 
qu'on  le  suppose  fixe ,  ou  qu'il  soit  entièrement 
libre. 

Je  représente  par  c  la  distance  CB ,  qui  sera  plus 
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grande  que  (t.  Dans  îe  cas  où  B  est  un  point  fixe ,  il 
faudra  qu'on  ait  constamment  p  =  o  pour  x-=-c.  Or, 
on  remplira  cette  condition  en  remplaçant  les  for- 
mules (2)  par  celles-ci  : 

^  =  ^  /(-^  +  «0  +  ^  /(-^  —  ^0  —  \f{;ic—x--at) 

+  lY{x  +  at)  +  '-V(^x  —  at)  +  ^  Y{2C—x^at\ 

sans  que  ces  expressions  cessent  de  repre'senter  Fëtal 
initial  de  la  barre ,  et  sans  que  la  valeur  àe  u  ^  qui 
s'en  déduit  d'après  les  équations 

du  du 

41  =  "'      Tx  =  '' 

cesse  de  satisfaire  à  l'équation  (i). 

En  effet,  la  variable  x  n'étant  plus  grande  que  c 
pour  aucun  point  de  la  barre ,  et  c  surpassant  a ,  on 
a  2C  —  x>>a,  et,  conséquemment,  /{2c — x):=o 
et  F  (2c  —  x)  =  o  ;  d'où  il  résulte  (^  =fic  et  ^  =Fx, 
quand  ^  =  o.  A  cause  de  c  >»  ot ,  on  a  aussi 
f(c  •■{-  at)  =:  o  et  F  (c  +  at)  :=z  o  ;  ce  qui  donne 
ç==o ,  pour  X  =  c  et  quel  que  soit  t.  Enfin ,  on  a 

identiquement  —  =  —  ;  et  la  valeur  de  u ,  dont  la 

différentielle  complète  est  vdt^sdxy  sera  la  somme 
d'une  fonction  de  x  —  at  et  d'une  fonction  de 
X  +  aty  qui  satisfera,  par  conséquent,  à  l'équa- 
tion (i). 
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Cela  posé,  pour  un  point  M  tel  que  Ion  ait  x>  a^ 
les  quantités  f{œ  +  at)  et  F  {x  +  at)  seront  nulles, 
et  les  valeurs  pre'eédentes  de  p  et  ^  se  re'duiront  à 


en  faisant ,  pour  abre'ger, 

lf{œ-at)-lY{œ-at)=:,\ 

La  quantité  ^'  cessera  d'être  nulle  quand  on  aura 
af^x  —  ot ;  elle  le  redeviendra  pour  at  :=z  x  +  a; 
le  temps  continuant  de  croître ,  v^  cessera  d  être  zéro 
pour  at  z=z  2C  —  X  —  a ,  et  le  redeviendra  pour 
atz=Lic  —  j:?+a;  d'où  l'on  conclut  que  le  point  M' 
éprouvera  deux  ébranlemens  séparés  l'un  de  l'autre 
par  un  intervalle  de  temps  égal  à  ^^  —  '^  +_g)^  L^ 

premier  sera  le  son  direct,  et  le  second  le  son  ré- 
fléchi ;  ils  auront  l'un  et  l'autre  la  même  intensité,  et 
se  propageront  avec  la  même  vitesse  a  ;  et  comme , 
d'après  le  sens  de  la  propagation,  l'un  répondra  à  (^'  et 
l'autre  à  -—p^,  on  voit  qu'il  j  aura ,  pour  tous  les  deux , 
le  même  rapport  entre  la  vitesse  propre  du  point  M 
et  la  dilatation  positive  ou  négative  dont  elle  sera  ac- 
compagnée. On  trouvera  les  mêmes  résultats  en  sup- 
posant que  le  point  B  soit  entièrement  libre ,  auquel 
cas  on  devra  avoir  constamment  sr=zo  pour  x-=^c. 
Ces  lois  de  la  propagation  et  de  la  réflexion  du  son 
dans  une  barre  solide  ,  ont  également  lieu  dans  le  cas^ 
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de  lair  contenu  dans  un  canal  cylindrique  ou  prisma- 
tique, très  étroit;  celles  des  vibrations  longitudi- 
nales d'une  verge  élastique,  qu'on  a  exposées  dans  le 
n°  495  9  conviennent  aussi  aux  vibrations  de  l'air  ren- 
fermé dans  un  tuyau  d'une  longueur  donnée,  ouvert 
ou  fermé  à  ses  extrémités,  c'est-à-dire,  aux  sons  des 
flûtes  y  en  faisant  abstraction,  toutefois,  des  modifi- 
cations qui  sont  dues  à  l'embouchure  (*). 

§  III.   Choc  longitudinal  des  verges  élastiques. 

499.  Les  formules  du  n'  49^  s'appliquent  au  choc 
de  deux  ou  plusieurs  verges  élastiques,  formées 
d'une  même  matière,  ayant  la  même  section  nor- 
male, et  dont  les  filets  moyens  se  meuvent  sur  une 
même  ligne  droite.  Pour  cela,  pendant  toute  la  du- 
rée du  contact  de  ces  corps ,  on  les  considérera 
comme  une  seule  verge  élastique,  cylindrique  ou 
prismatique ,  dont  l'état ,  variable  d  un  instant  à 
l'autre,  sera  déterminé  par  ces  formules  dans  toute 
sa  longueur,  excepté  dans  une  étendue  de  gran- 
deur insensible,  de  part  et  d'autre  des  points  de 
jonction. 

En  effet ,  considérons  seulement  deux  verges  élas- 
tiques dont  AE  et  FB  ('fig.  2Q  )  soient  les  filets 
moyens.   Lorsqu'en  se  rapprochant  à  raison  de  la 


CJ  Voyez,  sur  ce  point ,  mon  Mémoire  sur  le  Mouvements 
des  fluides  élastiques  dans  les  tuyaux  cylindriques  et  sur  la 
Théorie  des  instrumens  à  vent,  qui  fait  partie  du  tome  II  des 
Mémoires  de  V  Académie  des  Sciences. 
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différence  de  leurs  vitesses,  la  distance  EF  de  leurs 
extrémités  E  et  F  sera  devenue  insensible ,  et  ne  sur- 
passera plus  le  rayon  d'activité  des  forces  molécu- 
laires, les  molécules  extrêmes  de  l'une  des  deux 
verges  commenceront  à  agir  sur  celles  de  l'autre ,  et 
réciproquement  ;  cette  action  mutuelle  subsistera,  en 
variant  d'intensité,  tant  que  la  distance  EF  sera 
moindre  que  le  rayon  d'activité  ;  la  force  totale 
pourra  être  répulsive  ou  attractive;  et  c'est  réelle- 
ment dans  cette  action  à  distance  insensible  ,  des 
points  extrêmes  des  deux  corps 3  que  consiste  le  phé- 
nomène du  choc.  Or,  la  loi  de  l'action  moléculaire  en 
fonction  de  la  distance  nous  étant  inconnue  ,  on 
ne  pourra  pas  déterminer  la  valeur  de  EF  en  fonc- 
tion du  temps,  non  plus  que  les  variations  de  vitesse 
que  les  points  extrêmes  des  deux  verges  éprouveront 
en  vertu  de  cette  force;  en  sorte  que  si  e  et  y*  sont 
des  points  de  AE  et  FB,  situés  a  des  distances  de  E 
et  F ,  insensibles  et  moindres  que  le  rayon  d'activité 
moléculaire,  les  vitesses  des  points  matériels  apparte- 
nant aux  tranches  qui  ont  eE  et  Ff  pour  épaisseurs  , 
seront  inconnues  pendant  toute  la  durée  du  choc. 
Mais  au-delà  de  e  et  f,  et  dans  toute  l'étendue  de  Ae 
et  yB,  l'équation  (i)  du  n*  494  ^^^^  lieu,  et  l'état 
de  ces  deux  parties  de  la  A'^erge  totale  se  déterminera , 
à  un  instant  quelconque ,  au  moyen  de  l'intégrale  de 
cette  équation,  suivant  l'hypothèse  que  l'on  fera  sur 
les  deux  bouts  A  et  B,  fixes  ou  mobiles,  c'est-à-dire, 
au  moyen  des  différentes  formules  du  n°  49^  >  dans 
lesquelles  on  n'aura  plus  qu'à  mettre  des  valeurs  con« 
veuables  pour  les  fonctions  arbitraires  cpx  et  cp^x^ 


DYNAMIQUE,  SECONDE  PARTIE.  333 

5oo.  Les  forces  moléculaires  variant  très  rapide- 
ment avec  la  distance ,  il  s'ensuit  que  les  vitesses  in- 
connues des  points  extrêmes  des  deux  verges  varie- 
ront de  même;  de  sorte  qu'à  un  instant  quelconque 
les  vitesses  des  points  E  et  F  pourront  différer  beau- 
coup de  celles  des  points  e  et  y,  quoique  les  distances 
éE  et  yr  soient  insensibles»  Il  en  sera  de  même  à  l'é- 
gard des  vitesses  des  points  e  et  f,  comparées  l'une  à 
Fautre,  que  nous  déterminerons  d'après  leurs  valeurs 
initiales,  et  qui  seront  inégales  et  pourront  même 
avoir  des  signes  différens  ;  mais  on  démontrera , 
comme  dans  le  n**  4S8,  que  la  tension  T,  positive 
ou  négative ,  devra  être  sensiblement  la  même  en  ces 
points  e  et  f,  sans  quoi  la  force  accélératrice  de  la 
masse  de  grandeur  insensible,  comprise  entre  les 
sections  normales  en  ces  mêmes  points,  deviendrait 
extrêmement  grande  et  comme  infinie. 

Avant  le  choc ,  nous  supposerons  que  chacune  des 
deux  verges  a  la  même  vitesse  dans  toute  son  éten- 
due; dans  cet  état,  la  tension  T  sera  nulle  pour  tous 
les  points  des  deux  mobiles  :  au  commencement  du 
choc,  c'est-à-dire,  lorsque  la  distance  EF  atteindra 
le  rayon  d'activité  moléculaire,  on  aura  donc  T=;=o 
aux  points  e  et  f,  comme  dans  tous  les  autres.  La 
tension ,  toujours  égale  pour  ces  deux  points  ex- 
trêmes, cessera  ensuite  d'être  nulle  :  nous  en  déter- 
minerons la  valeur  ;  et  l'on  verra  qu'elle  redeviendra 
zéro  après  un  certain  intervalle  de  temps.  Or,  si  à 
cette  époque  les  vitesses  des  points  e  et  f  permettent 
que  les  deux  verges  se  séparent,  c'est-à-dire,  si  ces 
vitesses  sont  dirigées  en  sens  contraires,  ou  bien ,  si 
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elles  sont  dirigées  dans  le  même  sens ,  et  que  la  vi- 
tesse du  point  qui  va  devant  soit  la  plus  grande,  les 
deux  verges  se  sépareront  effectivement^  et  le  choc 
sera  terminé.  Mais  si,  à  l'époque  dont  il  s'agit,  les  vi- 
tesses de  e  et  y  ne  remplissent  pas  l'une  de  ces  deux 
conditions,  le  choc  recommencera,  pour  ainsi  dire  ; 
la  tension ,  égale  aux  points  e  et  f,  reparaîtra  ;  puis 
elle  redeviendra  nulle  au  bout  d'un  nouvel  intervalle 
de  temps  ;  et  ainsi  de  suite ,  de  manière  que  les  deux 
verges  ne  se  sépareront  pas,  et  vibreront  comme  une 
verge  unique,  dont  la  longueur  est  AB. 

Ainsi ,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  le  choc  se  termine ,  et  que  Tune  des  deux  verges 
se  détache  de  l'autre,  est  le  concours  de  ces  deux 
circonstances:  i**.  il  est  nécessaire  que  la  tension 
soit  nulle  aux  points  e  et  y,  afin  que  les  deux  verges 
ne  s'appuient  pas  l'une  contre  l'autre;  2®.  il  faut, 
en  même  temps ,  que  les  vitesses  de  ces  deux  points 
soient  dirigées  en  sens  contraire,  ou  bien,  qu'elles 
soient  dirigées  dans  le  même  sens,  et  que  celle  du 
point  qui  va  devant  soit  la  plus  grande. 

Quant  aux  deux  bouts  A  et  B ,  nous  supposerons 
successivement  qu'ils  sont  libres  tous  les  deux,  et 
qu'un  seul  est  libre  et  l'autre  fixe. 

5oi.  Désignons  par  c  et  c'  les  longueurs  AE  et 
FB  des  deux  verges,  et  par  l  la  distance  totale  AB; 
de  sorte  qu'en  négligeant  la  distance  insensible  EF, 
on  ait  c  +  c'  =  Z  pendant  toute  la  durée  du  choc. 
Soit  M  un  point  quelconque  appartenant  à  AE  ou 
FB;  immédiatement  avant  le  choc,  appelons  jc  la 
distance  du  point  M  à  un  point  fixe ,  pris  sur  la 


DYNAMIQUE,  SECONDE  PARTIE.  335 

droite  AB,  et  qui  sera  la  position  du  point  A  a  cet 
instant.  Au  bout  du  temps  t ,  compté  de  cette  épo- 
que, soit  a:  +  w  la  distance  du  même  point  M  à 
ce  point  ^yi^',  nous  aurons 

a  étant  une  constante  qui  représentera  la  vitesse  de 
la  propagation  du  son  dans  la  matière  dont  les  deux 
verges  sont  formées  (n°  497)- 
On  aura ,  en  même  temps , 

du  rr<  C?" 

"=  Tt'    ^  =  ^d-.' 

pour  la  vitesse  ^  du  point  M ,  et  pour  la  tension  T, 
positive  ou  négative ,  qui  aura  lieu  en  ce  même 
point;  q  désignant  une  constante  donnée.  La  dila- 
tation qui  accompagne  la  vitesse  i^  se  déduira  de  T , 

et  aura  -  T  pour  valeur. 

Ces  trois  équations  auront  lieu  pour  toutes  les  va- 
leurs de  ûc,  depuis  oc  ==  o  jusqu'à  ^=Z,  excepté 
celles  qui  répondraient  à  des  points  situés  entre  e 
et  f,  et  qui  différeraient,  conséquemment,  de  c  d'une 
quantité  insensible  en  plus  ou  en  moins. 

5o2.  Pour  t  =  o,  on  aura  u=zo  dans  toute  la 
longueur  de  AB  ;  ainsi ,  il  faudra  supprimer  le  terme 
dépendant  de  (pœ^  dans  les  formules  du  n''  495. 
Examinons  d'abord  le  cas  où  les  deux  bouts  A  et  B 
sont  entièrement  libres. 

Soit  h  la  vitesse  commune  à  tous  les  points  de  AE, 
a  l'instant  où  le  choc  commence,  laquelle  vitesse 
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sera  supposée  positive  ^  ou  dirigée  de  A  vers  B.  Soit 
aussi  h'  la  vitesse  des  points  de  FB ,  au  même  instant , 
qui  sera  positive  ou  négative,  selon  que  les  deux 
verges  iront  à  la  suite  ou  à  la  rencontre  Tune  de 
l'autre.  Ces  constantes  h  et  h'  seront  données ,  et  leur 
différence  h  —  N  devra  être  une  quantité  positive  , 
afin  que  le  choc  ait  lieu.  Dans  l'expression  de  u  re- 
lative au  troisième  cas  du  n**  49^  ?  il  faudra  prendre 
pour  (p'x  une  fonction  qui  soit  égale  à  h,  depuis 
^  =  o  jusqu'à  une  valeur  de  x  un  tant  soit  peu 
moindre  que  c ,  et  égale  à  h\  depuis  une  valeur 
de  X  un  tant  soit  peu  plus  grande  que  c ,  jusqu^à 
X  ^=  I9  ou ,  sensiblement ,  x  =  c  •+•  c\  On  aura 
alors ,  sans  erreur  appréciable  , 


L 
f. 


^<p'x'dx'=hc  +  h'c', 

O 

(pVcos  -^  dx'=  —  (h  —  ^')sin  ^; 


et,  à  cause  de  <px'  =  o ,  l'expression  de  u  deviendra 
u=Qic+h!c')  j  +  ^{h^h  )2  j^  sm  -y-cos—  sm  -j- 1 

la  somme  2  s'étendanfc  à  toutes  les  valeurs  du  nombre 
entier  et  positif  i,  depuis  i  =  i  jusqu'à  f  =  co  . 
On  aura  donc ,  dans  ce  premier  cas , 

(;:=i(^c+^'c')4-^(^— ^O^^sin  '-^cos'-^cos-y- , 

T= ^{h—hp.-rsm  -j-  sm  -^sm  — j~  ; 

et  si  l'on  appelle  m  et  m!  les  masses  des  deux  verges 


ivat 

(2) 
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proportionnelles  a  leurs  longueurs  c  et  c\  le  pre- 
mier  terme    de   cette   valeur   de   p   est    la   vitesse 

^ —     ^,  ■  de  leur  centre  de  gravite.   Si  les  deux 

vitesses  h  et  k'  sont  égales  et  de  même  signe,  on 
aura  constamment  ^=h  et  T=:o;  et,  en  effet, 
les  deux  verges  vont  alors  à  la  suite  l'une  de  l'autre , 
avec  une  vitesse  commune ,  et  sans  se  comprimer. 

Les  séries  périodiques  et  convergentes  que  ces  for- 
mules renferment  sont  comprises  parmi  celles  dont 
on  sait  déterminer  les  sommes  exactement.  Pour 
toutes  les  valeurs  données  de  jc  et  t,  ces  sommes  se 
déduiront,  sans  difficulté,  de  la  formule  connue 

^6  =  sin  S  —  i  sin  28+  ^sin  3fl— ^sin49+  etc.,     (5) 

dans  laquelle  6  est  une  variable  renfermée  entre  les 
limites  dzTr  exclusivement.  On  pourra  donc  calculer 
les  valeurs  exactes  de  la  vitesse  (^  et  de  la  tension  T, 
à  chaque  instant  et  en  un  point  quelconque  de 
Ae  et  fB;  ce  qui  est  la  solution  complète  du  pro- 
blème. 

Il  j  a  plusieurs  manières  de  parvenir  à  la  for- 
mule (5),  On  l'obtient,  par  exemple,  en  différentiant 
par  rapport  à  x,  l'équation  (8)  du  n^  626,  après  y 
avoir  mis  x*  pour  çx  ;  ce  qui  donne 

^=-/^(yo^'=*''-r- -7-)  «»"!-'• 

équation  qui  a  lieu  pour  les  valeurs  de  œ  moindres 
que  Z,  et  dans  laquelle  la  somme  2  s'étend  à  toutes 
les  valeurs  du  nombre  entier  /,  depuis  iz=  i  jusqu'à 
1.  22 
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i  =z  co  ,  En  effectuant  l'intégration  par  les  règles  or- 
dinaires, on  a 

/*^     .  ÎTra:'    ivdx'  il^ 

X^  CCS  —7-  .  —rj—  =  -^—  COS  ITT  ; 
O  l  l  iTT 

on  aura  donc 

^X  _,   COS  îV     .       ItfX 

-j   =  —   2  — : —  sm  ~j-  : 
2/  i  l    ^ 

résultat  qui  coïncide  avec  l'équation  (3),  en  faisant 

5o3.  En  vertu  de  la  seconde  équation  (2),  la  va- 
leur de  T  est  nulle ,  non-seulement  quand  ^  =  o , 
mais   aussi   quand   t  est   un   multiple    quelconque 

de  —  ;  elle  l'est  aussi ,   quel  que  soit  t ,  aux  deux 

bouts  A  et  B ,  qui  répondent  à  ^  =zz  o  et  j?  =  Z. 

Si  t  est  zéro  ou  un  multiple  pair  de  -,  la  première 

équation  (2)  donne 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose , 

à  cause  de  c  +  c'  =  Z  et  cosf^==  (—  i)'.  Or  ^  on  peut 
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prendre  '^  7"  pour  6  dans  la  formule  (5)  ;  et  il 
en  résulte 

2  ^^  '^'  sin  '^<^^^— ^)  ^  _  ^(^  — ^) 
i'  l  il      ' 

Si  l'on  a  X  <c,  c'est-à-dire,  si  le  point  M  appartient 
à  Ae,  on  pourra  aussi  prendre  pour  fl  la  quantité 

^ ,  qui  sera  moindre  que  tt;  on  aura  donc 

et  ces  valeurs  réduiront  l'équation  (4)  à  p  =  h.  Si , 
au  contraire,  le  point  M  appartient  à  /B,  on  aura 
<x  >  c  et  il  —  d  —  ^  <  /  ;  on  pourra  donc 
prendre 

e  = -^ ; 

à  cause  de 

sia  ^ +LÏ)  ^  _  si„  i-('^-/-^) 

*  il  ^ 

la  formule  (5)  donnera 

^  -7-  sm  -^  _    ^ ; 

et ,    au    moyen   de    cette    valeur   et   de    celle   de 

2  ^— T—  sin  -^—^ '- ,    l'équation   (4)  se    réduira  à 

i^  =  A^ 

Les  vitesses  initiales  h  et  h!  des  deux  parties  ke  et 
yB  de  la  verge  totale,  sont  donc  ainsi  vérifiées.  On 
voit;  de  plus,  qu'elles  ont  lieu  non-seulement  quand 

22., 
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^==0,  mais  aussi  toutes  les  fois  que  t  est  un  mul- 
tiple pair  de  -  ;  et  comme  à  ces  époques  T  est  zéro 

pour  la  verge  entière,  il  s'ensuit  que,  pour  toutes 
ces  valeurs  de  t ,  les  deux  parties  de  la  verge  se  trou- 
veront dans  le  même  état  qu'au  commencement  du 
choc. 

On  peut  remarquer  que  la  première  équation  (2) 
serait  en  défaut,  si  on  rappliquait  à  la  vitesse  initiale 
du  point  E  ;  car  si  Ton  y  fait  ^  =  o ,  et  qu'on  ait 
exactement  x-=^c  ^  il  en  résultera 

v=i\{lic-^  }i!d)-\-  -{h-^  h')  2  ^^  sin  '^, 
Or,  d'après  l'équation  (3) ,  on  a 

t  l  zl  ^ 

on  aurait  donc  v^=.N  ;  ce  qui  ne  serait  vrai  que  dans 
le  cas  de  h!  :=.}i,  où  l'état  de  la  partie  correspon- 
dante à  eE  ne  peut  différer  de  celui  du  reste  de  la 
verge.  Mais  nous  avons  dit  que,  dans  le  cas  général, 
cette  partie  et  celle  qui  répond  à  F/ ne  sont  pas  com- 
prises dans  les  équations  du  mouvement. 

Si  t  est  un  multiple  impair  de  -,1a  première  équa- 
tion (2)  donne  immédiatement 

+ -(^— ^Oj^S^-^sm  -^— ^+2'-j^sm  -4^-^J- 
Or,. en  comparant  cette  valeur  de  \>  à  la  formule  (4)? 
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on  voit  qu elles  se  déduisent  lune  de  l'autre  par  re- 
change des  lettres  h  et  K ,  e  et  c^;  d'où  l'on  conclut , 
sans  nouveau  calcul,  que  quand  t  est  un  multiple 

impair  de  -,  les  points  qui  répondent  à  une  valeur 

de  jc  moindre  que  c%  auront  la  vitesse  h',  et  ceux  qui 
répondent  à  ^>  c ,  la  vitesse  h;  c'est-à-dire ,  que  si  G 
est  un  point  tel  que  l'on  ait  AG  =  c'  et  GB  =  c ,  et 
qu'on  prenne  g  et  g'  à  des  distances  insensibles  de 
part  et  d'autre  de  G ,  la  vitesse  /?'  aura  lieu  dans  la 
partie  Ag,  et  la  vitesse  h  dans  la  partie  g'B. 

504.  Il  résulte  de  cette  discussion  que  si  l'on  a 
c=  c' y  la  partie  Ae  aura  la  vitesse  h'  au  bout  du 

lemps  ^=-,  et  la  partie  yB,  la  vitesse  h  au  bout 

du  même  temps;  et  comme  à  cet  instant  la  ten- 
sion T  est  partout  égale  à  zéro,  et  que,  par  hy- 
pothèse ,  on  di  h^  h' ,\\  s'ensuit  que  les  deux  verges 
se  sépareront  l'une  de  l'autre  (  n**  5oo  )  ;   en  sorte 

que,  dans  ce  cas,  la    durée   du   choc  aura  été   -, 

et  les  deux  mobiles,  parfaitement  élastiques  et  égaux 
en  masse,  auront  fait,  après  le  choc,  échange  de 
leurs  vitesses  avant  le  choc. 

Réciproquement,  si  les  longueurs  c  et  d  sont  dif- 
férentes, le  choc  ne  finira  pas,  et  les  deux  verges 
élastiques  ne  pourront  pas  se  séparer;  car  les  épo- 
ques où  la  tension  est  nulle  coïncideront  toujours 
avec  celles  d'une  vitesse  commune  et  égale,  soit  à  hy 
soit  à  h'f  pour  les  deux  extrémités  E  et  F,  ou,  plua 
exactement;  pour  les  deux  points  e  et  /= 
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Mais  si  l'on  a  c'  >  c ,  auquel  cas  le  point  G  appar- 
tiendra à  fB ,  et  si  l'on  suppose  que  la  verge  élas- 
tique soit  coupée  en  ce  point ,  de  sorte  que  la  partie 
FB  soit  elle-même  formée  de  deux  parties  FG  et  GB, 
qui  avaient  une  même  vitesse  li  avant  le  choc,  la 

partie  GB  se  séparera  au  bout  du  temps  ^  =  -.    En 

effet,  à  cet  instant,  la  tension  T  sera  nulle,  et  les 
vitesses  h!  et  h  des  points  g  et  g  permettront  la  dis- 
jonction des  parties  AG  et  GB.  Après  le  choc,  dont  la 

durée  aura  été  - ,  comme  dans  le  cas  de  c'  =  c,  la 

partie  GB  se  mouvra  avec  la  vitesse  h ,  et  les  parties 
AE  et  FG,  avec  la  vitesse  commune  h^ .  La  même 
chose  aurait  encore  lieu  si  les  trois  parties  AE ,  FG , 
GB,  étaient  elles-mêmes  coupées  et  divisées  en  d'au- 
tres portions  égales  ou  inégales ,  pourvu  qu'avant  le 
choc  toutes  les  portions  de  AE  eussent  une  même  vi- 
tesse h ,  et  toutes  les  portions  de  FG  et  GB  une  vi- 
tesse commune  h!. 

Ainsi,  supposons,  par  exemple,  qu'une  verge  ho- 
mogène, prismatique  ou  cylindrique,  soit  coupée 
en  un  nombre  7z+  r^  de  parties  égales;  et  imprimons 
une  vitesse  h  aux  n  premières  parties,  avec  laquelle 
elles  viendront  choquer  la  série  des  n  autres  parties, 
qui  seront  en  repos  avant  cette  percussion.  Si  tz  sur- 
passe Ti\  aucune  partie  ne  se  séparera,  et  elles  seront 
toutes  transportées  dans  le  sens  du  choc,  en  oscillant 
suivant  cette  direction,  et  faisant  entendre  le  ton 
correspondant  à  la  longueur  entière  de  la  verge  , 
libre  par  ses  deux  bouts;  mais  si  l'on  a  n  >>  n ,  les 
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parties  antérieures ,  au  nombre  de  n,  se  détacheront 
des  autres ,  pour  se  mouvoir  avec  une  vitesse  com- 
mune et  égale  à  ^,  et  les  7Ï  autres  parties  demeure- 
ront en  repos  et  juxtaposées.  Ce  résultat,  étendu  par 
analogie  à  une  série  de  sphères ,  comprend  le  phéno- 
mène dont  il  a  été  question  dans  le  n°  565. 

5o5.  Considérons  maintenant  le  cas  où  le  point  A 
est  fixe.  Avant  le  choc ,  supposons  que  la  partie  AE 
soit  en  repos,  et  que  tous  les  points  de  la  partie  FB 
aient  une  vitesse  commune  et  négative,  que  nous 
représenterons  par  —  k,  11  faudra  alors  faire  usage 
de  l'expression  de  u  relative  au  second  cas  du  n°  49^ , 
dans  laquelle  on  fera  (p'œ  =  o  depuis  jo=:o  jusqu'à 
jc  =  c ,  et  (p'x  =  —  k  depuis  œ  z=:  c  jusqu'à 
oc  =  c-i-c'=L  A  cause  de  (p.r  =  o ,  pour  toutes  les 
valeurs  de  a:,  il  en  résultera 

u=:=:~~  -r-2— ^ — r.cos' 7-^— sm ~ — sm^^ /—  : 

TT^a    (il — 1)'  2/  2I  Q.I         ' 

d'où  l'on  tire 

4^-        I           (2/ — i)tc  .    [li — iWo:      (ii — iWa/     , 
V  =1 — -î-  2-^ —  cos^^ y^ — sin^ V— -  cos^ , 

TT         2i— 1  2/  il  2/  (     ,r\ 


nv"^     5  (2^ — iVc       {il — iW  .    (il — i)7rat 

T= ^—^— —  cos cos j- — sin^^ 

7Fa    11 — I  2/  il  il 

formules  dans  lesquelles  les  séries  sont  du  g^nre  de 
celles  dont  on  sait  déterminer  les  sommes,  et  qui 
feront  connaître  exactement  la  vitesse  et  la  tension  , 
à  chaque  instant,  en  un  point  donné  de  Ae  ou 
de/B. 

On  emploiera,  à  cet  effet,  la  formule  connue 
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^  =  cos  S  —  2  ^^^  ^6  +  5  cos  5â  +  etc. ,       (6) 

qui  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  fl  comprises 
entre  db^Tr  exclusivement,  et  qui  se  déduit,  par 
exemple  ,  de  la  formule  (7)  du  n°  3^6 ,  en  la  dif- 
férentiant  après  y  avoir  mis  x  au  lieu  de  <pxy  et  en 

y  faisant  ensuite    -j-  =  9, 

5o6.  En  vertu  de  la  seconde  e'quation  (5) ,  la  ten- 
sion T  est  nulle  en  tous  les  points  des  deux  verges , 
lorsque    t    est    zéro   ou    un    multiple   quelconque 

a 

2/ 
Si  t  est  zéro  ou  un  multiple  pair  de  —  ,   la   pre- 
mière équation  (5)  donne 

s>  =_^r2  JL-sia<"-'>^"+-£^+sin'"'->("--în. 

OU,  ce  qui  est  la  même  chose. 


cos 


5r  L       2i—  I  2Z 

3. 


2i —  I  2/ 


(7) 


à  cause  de  c  +  c'  =  Z  et  sin  — — —  =  —  ( —  i)^ 

Or,  d'après  l'état  initial  des  deux  verges,  cette  for- 
mule ,  en  tant  qu'elle  se  rapporte  à  ^  =  o ,  doit  se 
réduire  à ^  =  o  pour  x<c,  et  à  (^  =  —  k  pour 
^ar  >  c  'y  et  c'est  d'abord  ce  qu'il  s'agit  de  vérifier. 

En  prenant  '^  ^^  T  ^    pour  6  dans  l'équation  (6), 
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il  en  résulte 

Il —  I  2/  4 

Quand  on  a  x  <^  c ,  on  peut  aussi  prendre 
-^ — j —  pour  8  ;  ce  qui  donne 

^  (—  0'  ^Q^  (2^'  — l)  TT  (3:  -I-  CQ     __    ^^ 

2i 1  2/  4  ' 

et  ces  formules  réduisent,  efiectivement,  l'équa- 
tion (7)  à  (>  =  o.  Quand  on  a  .r  >  c,  on  aura  aussi 
ni  —  X  —  c'  <Cl;  en  prenant  donc 

et  observant  que 

cos  ^ —r- '  =  —  cos  -^ ^—^-, ^ , 

2/  2/  ' 

la  formule  (6)  donnera 

Il — I  il  4 

au  moyen  de  quoi  et  de  la  valeur  précédente  de 

^(— iV  (2/ — \)7r(x  —  c)     ,,,         ^.         .    .  ,,    . 

^  ~^^^^  — '- — "^ >  ^  équation  (7)  se  réduira 

à  i^  =2  —  li,  comme  cela  doit  être. 

liorsque  t  est  un  multiple  impair  de  — ,  la  valeur 

de  p,  donnée  par  la  première  équation  (5),  est  égale 
et  de  signe  contraire  à  celle  qui  a  lieu  quand  t  est 
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zéro  ou  un  multiple  pair  de  — ;  il  s  ensuit  donc  qu'au 

bout  d  un  temps  e'gal  à  — ,  tous  les  points  de  Ae  ont 

des  vitesses  nulles,  et  tous  ceux  de  f^,  des  vitesses 
positives  et  égales  kk;  et  comme  à  cet  instant  la  ten- 
sion T  est  partout  e'gale  à  zéro ,  il  en  résulte  que  la 
verge  FB  se  de'tachera  de  la  verge  AE ,  et  sera  ré^ 
fléchie  avec  une  vitesse  e'gale  et  contraire  à  celle 
qu'elle  avait  avant  le  choc. 

Ainsi,  le  choc  de  la  verge  FB  contre  la  verge  AE, 
qui  s'appuie  en*  A  contre  un  obstacle  fixe  ,  durera 

pendant  un  temps  égal  à  — ,  et  sera  conforme  à  ce 

qui  a  été  dit,  dans  le  n°  562,  sur  la  réflexion  d'un 
corps  parfaitement  élastique.  On  peut  aussi  remar- 
quer qu'au  milieu  du  choc,  c'est-à-dire,   au  bout 

d'un  temps  égal  à  -,  on  aura  t^  =  o,  d'après  la  pre- 
mière équation  (5),  pour  toutes  les  valeurs  de  x-^  en 
sorte  qu'à  cet  instant  la  verge  choquante  FB  aura 
perdu  toute  sa  vitesse,  et  la  verge  AE  n'aura  aussi 
aucun  mouvement.  Au  même  instant,  on  aura,  en 
vertu  de  la  seconde  équation  (5) , 

^      '    ^  COS 


2^ — I  2/ 


*  21  1  2.1  _J 


d'où  l'on  conclura,  par  le  même  calcul  que  pour 
l'équation  (7),  T  =  — —  ou  T  =  o,  selon  qu'on 
aura  jc  <i  c  ou  x  ]>  c.  Au  milieu  du  choc ,  la  ten-- 


DYNAMIQUE,  SECONDE  PARTIE.  347 

sion  est  donc  nulle  pour  toute  l'étendue  de  la  verge 
choquante;  mais  la  verge  choque'e  est  condensée  uni- 
formément; et  c'est  la  pression  qu'elle  exerce  dans  le 
sens  AE,  ou  de  dedans  en  dehors,  qui  fait  rebondir 
la  verge  choquante. 

§  IV.  Digression  sur  les  ijitégrales  des  équations  aux 
différences  partielles. 

5o7.  Si  Ton  excepte  un  petit  nombre  d'équations 
aux  différences  partielles,  celles  d'un  ordre  supé- 
rieur au  premier  ne  sont  point  intégrables  sous 
forme  finie,  lors  même  qu'il  s'agit  d'équations  li- 
néaires. Pour  résoudre  les  problèmes  qui  conduisent 
a  ces  équations,  on  est  donc  obligé,  le  plus  souvent, 
de  recourir  à  leurs  intégrales  en  séries  ;.et  il  faut  alors 
qu'on  soit  certain ,  dans  chaque  cas ,  que  la  série 
dont  on  fait  usage  a  toute  la  généralité  que  com- 
porte l'équation  donnée  aux  différences  partielles, 
et  qu'elle  renferme  des  fonctions  arbitraires  en  nom- 
bre suffisant  pour  exprimer  l'intégrale  complète  de 
cette  équation.  Or,  il  n  j  a  pas  de  règle  générale  à 
ce  sujet  :  ce  nombre  peut  être  moindre  que  celui 
qui  marque  l'ordre  de  l'équation  donnée ,  ou  des 
différences  partielles  les  plus  élevées  qu'elle  ren- 
ferme ;  il  change  avec  la  quantité  suivant  les  puis- 
sances de  laquelle  la  série  est  ordonnée  ;  et  il  peut 
même  arriver  que  toutes  les  fonctions  arbitraires 
disparaissent ,  et  que  la  série  ne  contienne  plus 
qu'un  nombre  infini  de  constantes  arbitraires,  sans 
qu'elle  cesse,  néanmoins,  d'exprimer  l'intégrale  com- 
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plète.  Ce  sont  ces  diverses  circonstances  que  nous 
allons  examiner,  d'abord  en  général,  et  ensuite  plus 
particulièrement,  en  ce  qui  concerne  les  équations 
linéaires  auxquelles  on  est  conduit  dans  la  plupart 
des  problèmes  de  Mécanique  et  de  Physique. 

5o8.  Soit  M  une  fonction  d'un  nombre  quelconque 
de  variables  indépendantes  t ,  œ ,  j ,  z ,  etc.  Sup- 
posons que  cette  fonction  doive  satisfaire  à  une  équa- 
tion donnée  aux  différences  partielles ,  que  nous  re- 
présenterons par  L  =  o.  Quelle  que  soit  la  valeur 
de  w,  on  peut  toujours  la  concevoir  développée  en 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  Tune  des  va- 
riables t  yX,  y,z,  etc.,  ou ,  plus  généralement,  d  une 
autre  quantité  Ô  dépendante  d'une  ou  plusieurs  de 
ces  variables.  Soit  donc 

u  ==  Pfl*  +  Qfi^  +  R8^  H-  etc.  ;         {a) 

a,  ê,  y,  etc.,  P,  Q,  R,  etc.,  étant  des  exposans 
et  des  coefFiciens  indéterminés.  Si  je  substitue  celte 
valeur  de  u  dans  l'équation  L  =  o ,  que  je  déve- 
loppe ensuite  L  suivant  les  puissances  de  9,  et  que 
j'égale  séparément  à  zéro  les  coefficiens  de  tous  les 
termes  de  ce  développement,  j'aurai  une  série  d'é- 
quations, dont  chacune  renfermera  une  variable  in- 
dépendante de  moins  que  L  =  o;  et  si  je  parviens 
à  obtenir  les  valeurs  les  plus  générales  de  a ,  ^ , 
y,  etc.,  P,  Q,  R,  etc.,  qui  satisfassent  à  cette 
suite  d'équations ,  la  série  {a)  sera  aussi  la  valeur 
la  plus  générale  de  u  qui  satisfera  à  l'équation 
L  =  o.  Selon  la  quantité  G  qu!on  choisira,  on  aura 
ainsi  différentes  expressions  de  u  en  série  ;  qui  se- 
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ront  toutes,  sous  des  formes  équivalentes,  l'inté- 
grale complète  de  L  =  o  ;  en  sorte  que  si  cette  in- 
tégrale peut  aussi  s  exprimer  sous  forme  finie,  chacune 
de  ces  séries  en  sera  un  développement  différent, 
et  pourra  toujours  s'en  déduire.  Toutefois,  lors- 
qu'on sera  parvenu ,  d'après  les  autres  conditions 
du  problème  qui  aura  conduit  à  l'équation  L  =  o, 
à  déterminer  toutes  les  quantités  arbitraires  que  con- 
tiendra la  série  (a),  il  faudra  qu'elle  soit  conver- 
gente pour  qu'on  en  puisse  faire  usage  ;  et  si  elle 
devient  divergente  pour  des  valeurs  de  6 ,  on  de- 
vra changer  cette  quantité ,  et  remplacer  la  série  (a) 
par  une  autre ,  ordonnée  suivant  les  puissances  d'une 
variable  différente. 

Cela  posé ,  en  prenant  pour  L  =  o ,  des  équations 
linéaires  de  différens  ordres ,  on  verra  que  les  coef- 
fîciens  P,  Q,  R,  etc.,  déterminés  de  la  manière  la 
plus  générale ,  peuvent  néanmoins  renfermer  des 
nombres  inégaux  de  fonctions  arbitraires ,  selon  que 
la  série  (a)  sera  ordonnée  suivant  les  puissances  de 
telle  ou  telle  variable  9;  et  l'on  verra  même,  comme 
nous  l'avons  dit  plus  haut ,  qu'il  pourra  arriver  que 
toutes  les  fonctions  arbitraires  disparaissent  de  cette 
série,  qui  ne  renfermera  plus  alors  que  des  cons- 
tantes arbitraires  en  nombre  infini ,  et  qui  n'en  sera 
pas  moins  l'intégrale  complète  de  l'équation  L  =  o. 
Le  caractère  distinctif  de  cette  forme  singulière  de 
l'intégrale  complète,  sans  aucune  fonction  arbitraire, 
d'une  équation  linéaire  aux  différences  partielles, 
consiste  en  ce  que  tous  les  termes  de  la  série  qui 
la  représente  se  déterminent  indépendamment  '  les 


35o  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

uns  des  autres ,  et  satisfont  séparément  à  Téquation 
donnée,  de  manière  que  la  valeur  générale  de  u 
est  la  somme  d'un  nombre  infini  de  valeurs  parti- 
culières de  cette  fonction. 

509.  Soit,  pour  exemple,  l'équation  très  sim- 
ple, linéaire  et  aux  différences  partielles  du  second 
ordre , 

du  d^u  .j. 

dans  laquelle  a  est  une  constante  donnée.  Si  l'on 
développe  la  valeur  de  u  suivant  les  puissances  de  t, 
on  trouve  pour  la  série  la  plus  générale  qui  satis- 
fasse à  cette  équation 

(px  étant  une  fonction  arbitraire.  Sous  cette  forme , 
l'intégrale  complète  de  Téquation  (b)  ne  comporte 
donc  qu'une  seule  fonction  arbitraire,  laquelle  re- 
présente la  valeur  de  u  qui  répond  à  ^  =  o.  Mais 
si  Ton  développe  la  valeur  générale  de  u  suivant 
les  puissances  de  x,  on  trouve 

^  =  4^  +  73  ^+7:1:374^  +  '*'•      (  .^) 

%Li  et  "^t  étant  deux  fonctions  arbitraires,  qui  expri- 
ment les  valeurs  de  m  et  —,  relatives  à  .r  =  0.  Par 
conséquent,  sous  cette  autre  forme,  l'intégrale  com- 
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plète  de  l'ëquation  {b)  renferme  deux  fonctions  arbi- 
traires. 

Ces  deux  séries  s'obtiennent  par  la  méthode  des 
coefïiciens  et  des  exposans  indéterminés,  en  faisant 
successivement  ô  =r  ^  et  6  =  .r  dans  la  série  {a).  On 
les  déduit  aussi  du  théorème  de  Tajlor;  car  on  a, 
d  après  ce  théorème , 

«  =  U  +  (<  -  a)  U'  H-  ^^  U"+  ^-JU"'+  etc. , 

en  désignant  par  a  une  valeur  particulière  de  ^ ,  et 
supposant 

^—^>         dt-^^   '  dp     —^    '         dt^    -^^      '     ^^^'  ' 

pour  cette  vale%^^  =  et.  Or,  l'équation  (b)  et  ses  dif- 
férentielles successives  par  rapport  à  t  donnent 


U' 

r=: 

d'V 

U" 

= 

d'V 

= 

a' 

d'H 

dx^  ' 

Ijm 

f 

d^XJ" 

== 

a^ 

d'V 
dx^  ' 

etc. 

La  quantité  U  restera  donc  seule  arbitraire,  et  Ton 
aura 

u  =  \^Jr<t  -  ^)  5^  +  -V.-^  ^  +  etc.  ; 

ce  qui  coïncide  avec  la  série  (c),  quand  on  prend 
zéro  pour  la  constante  et,  c'est-à-dire,  quand  on 
développe  suivant  les  puissances  d€  t,  et  que  l'on 
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fait  U  =  (px.  On  obtiendra  semblablement  la  sé- 
rie (d). 

Ces  deux  séries  (c)  et  (d)  peuvent^  au  reste,  se 
transformer  l'une  dans  l'autre.  En  effet,  développons 
(pjc  suivant  les  puissances  de  .r ,  et  soit 

où  l'on  désigne  par  A,  B,  C,  D,  E,  F,  etc.,  des  cons- 
tantes arbitraires;  nous  aurons 

_|^  =  C  +  Dx  +  — +  ^3^  +  etc., 

S  =  E  +  Fx  +  etc., 
etc.;  ^ 

au  moyen  de  quoi  la  série  (c)  deviendra 

M  =  A  -f-  Cat  -\ f-  etc. 

B  +  D^^  +  -— -  4-  etc.  Jœ 

+  (C  +  Eat  -}-  etc.)  ^ 

+  (d  +  ¥at  +  etc.)  j^-^, 
+  etc. 
Or,  si  l'on  fait 

A  +  Ca^  +  ^^  +  etc.  =  4jÇ  , 

'^t  ei'^t  seront  deux  fonctions  arbitraires  et  in  dé- 


DYNAMIQUE,  SECONDE  PARTIE.  353 

pendantes  lune  de  l'autre  ;  on  en  déduira 

C  +  Eat  +•  etc.  =  ^ , 

adt  ^ 

D  +  FrtjÇ  +  etc.  =  ~, 
etc.  ; 

et  la  valeur  pre'cëdente  de  u  coincidera  avec  la  sé- 
rie (d).  On  transformera  semblablement  cette  se'rie  {d) 
dans  la  série  (c). 

5 10.  Maintenant,  désignons,  à  l'ordinaire,  pare 
la  base  des  logarithmes  népériens,  et  prenons  â=e^. 
La  série  (a)  deviendra 

u  =  Pc"^  +  Qe^"  +  Re>"  +  etc.  ; 

les  coefficiens  P,  Q,  R,  etc.,  seront  des  fonctions 
de  ^,  et  les  exposans  ^,  ë,  y,  etc.,  des  quantités 
constantes.  On  aura  donc 

di         dt        ^  dt  ^     ^  dt       ^  ^^'^-  ' 
^  =  a'Pe-  +  ^"Q/-  +  yRe>-  +  etc. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (b)  ^  et 
égalant  ensuite  les  coefficiens  des  termes  sembiahîe«î 
dans  les  deux  membres,  on  en  conclut 

§  =  a.'?,    §=a€-(l,     f^ayR,     etc.; 

par  conséquent,  les  exposans  a,  f,  >,  etc.,  resteront 
2.  23 
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arbitraires ,  et  Ton  ^ura 

P  =  ké"*-'' ,     Q=  Be"^^^ ,     R  =  Ce^^^' ,     etc. , 

en  désignant  aussi  par  A,  B,  C,  etc.,  des  constantes 
arbitraires.  Donc  il  en  résultera 

u—  ké'"'^'e^^  +  Be'^^'e^^  +  Ce^^'^e>"  +  etc. ,    (e) 

pour  l'intégrale  complète  de  lequation  (Z>),  ordonnée 
suivant  les  puissances  de  Texponentielle  e^  )  série  qui 
est  aussi  le  développement  de  cette  intégrale,  or- 
donnée suivant  les  puissances  de  e\  Or,  on  voit  que 
cette  série  (e)  ne  contient  explicitement  aucune 
fonction  arbitraire  ;  qu'elle  renferme  seulement  deux 
séries  infinies  A,  B,  C,  etc.,  a,  Ê,  >,  etc. ,  de  cons- 
tantes arbitraires  ;  et  que  chacun  de  ses  termes  satis- 
fait isolément  à  l'équation  {h). 

En  développant  cette  expression  de  u  suivant  les 
puissances  de  ^,  on  a 

u  —  ke^  +  Be^^  +  Ce^^  +  etc. 
-f-  (AaV^^  +  Bê«e^"  +  C>.*e>"  +  etc.)  at 

+  (Aa*6""  -f-  M^é^  +  C>^e>^  +  etc.)  ^ 
-H»  etc.  ; 

et  si  Ton  fait 

Ae«^  +  Be^-"  +  Ce>^  +  etc.  —  <^x , 
<px  sera  une  fonction  arbitraire ,  on  aura 
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AaV-+Bf  »/"  +  Cy^e-y^  +  etc.  =  ^ , 

Aa^e^"+Bg^e^"  +  Cye^"  +  etc.  =  ^-f , 

etc. , 

et  la  série  (e)  coïncidera  avec  la  série  (c).  On  fera 
de  même  coïncider  la  série  (e)  avec  la  série  (<i),  en 
développant  la  première  suivant  les  puissances  de  jc, 
pour  la  rendre  comparable  à  la  seconde. 

5ii.  Chacune  des  deux  séries  (c)  et  (e)  peut  être 
exprimée  sous  forme  finie,  au  moyen  d'une  même 
intégrale  définie. 

D'abord,  en  désignant  par  n  un  nombre  entier  po- 
sitif, on  a  évidemment 


/. 


co 


e-'^'co*"~'dco  =  o. 

J     — 00 

Soit  aussi 


/:. 


en  désignant  par  g  une  constante  positive,  et  mettant 
o)  \/g  et  s/gdci)  à  la  place  de  œ  et  dct) ,  les  limites 
de  cette  intégrale  ne  seront  pas  changées,  et  l'on 
aura 


/: 


d'où  l'on  tire 

„,       ,„    7  1.3.5.  .  .2/1  —I    7 


/: 


00 
00 


en  différentiant  n  fois  de  suite  par  rapport  k  g ,  et 

23.. 
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faisant  ensuite  gf=  i.  Au  moyen  de  ces  valeurs,  la 

formule  [c)  pourra  s'écrire  ainsi  : 

'       i»2.3        dx^      '    1.2.3.4     c?^4  / 

et,  d'après  le  théorème  de  Taylor,  elle  se  réduira  à 

W  ==  I  r       e-'*''(p  (JC  +  2C?  \/^)  ^«.  (/) 

Quelle  que  soit  la  constante  n,  on  ne  changera  pas 

/■.co 
e—^'^dû? ,  en  y 
—00 

mettant  g?  —  a,  s/at  au  lieu  de  co^  on  aura  donc 

/co  

d'où  Ton  tire 

On  exprimera  de  même  les  autres  exponentielles  qui 
entrent  dans  la  série  {e)y  laquelle  deviendra,  de  cette 
manière , 

+  Ce>  (^  +  ^«  V/^)  +  etc.]  e~"Vrt7. 
Or,  si  nous  faisons,  comme  plus  haut, 

Ae'*^  +  Be^^  +  Ce>^  +  etc.  =  (p^t-  ; 
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nous  aurons,  en  même  temps, 

ce  qui  fait  coïncider  la  valeur  précédente  de  u  avec 
la  formule  [f). 

Cette  équation {f)  est ,  sous  forme  finie,  Fiatëgrale 
complète  de  Téquation  (Z?);  elle  ne  renferme,  comme 
on  voit,  qu'une  seule  fonction  arbitraire,  qui  se  dé- 
terminera immédiatement  d'après  la  valeur  de  u  re- 
lative à  ^  =  0.  Toutefois,  cette  forme  de  l'intégrale 
complète  suppose  que  cette  valeur  de  u^  qui  sera  celle 
de  (px,  croisse  avec  la  variable  dans  un  moindre 
rapport  que  e^%  et  que  le  produit  e— ^'(p^  s'évanouisse 
pour  ^  =  zh  co  ,  sans  quoi  la  quantité  comprise  sous 
le  signe  /  croîtrait  indéfiniment  avec  cj ,  pour  toutes 
les  valeurs  de  t  différentes  de  zéro ,  et  l'intégrale  dé- 
finie ,  dont  les  limites  sont  o)  =  ±  00 ,  aurait  géné- 
ralement une  valeur  infinie,  ce  qui  est  inadmis- 
sible. 

Si  nous  faisons ,  pour  un  moment , 

d(px  ,  d'<px  „ 


}da 


jious  déduirons  de  l'équation  (f)  „ 

en  intégrant  par  partie,  et  supposant  que  le  produit 
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de  e~"'  et  (p'  [x  +  20ù  \/at)  s'évanouisse  aux  deux  li- 
mites ,  ou  a 

J  — ao  Y  at     J  — =o 

ce  qui  fait  coïncider  la  valeur  de   -y-  avec  celle  de 

a  — ^,  et  satisfait,  par  conséquent,  à  l'équation  (b). 

En  partant  de  la  série  {d) ,  on  parviendrait  à  une 
intégrale  sous  forme  finie  de  cette  équation ,  moins 
simple  que  la  formule  {f),  et  qui  contiendrait  deux 
fonctions  arbitraires. 

5 12.  La  valeur  connue  de  la  quantité  k,  renfermée 
dans  les  formules  précédentes,  est  x/tt.  On  l'obtient, 
par  exemple ,  en  employant  successivement  deux 
variables  différentes  sous  le  signe  y,  de  manière 
qu'on  ait 

d'où  Ton  conclut 

à  cause  que  les  deux  variables  x  et  j  sont  indépen- 
dantes l'une  de  l'autre.  Si  donc  on  fait 


d'oii  il  résultera 

/co       ^co 
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et  si  l'on  regarde  ^,  J,  z,  comme  les  coordonnées 
courantes  d'une  surface,  k*  sera  le  volume  terminé 
par  cette  surface  de  révolution,  et  prolongé  indéfini- 
ment autour  de  son  axe  de  figure,  qui  sera  l'axe 
des  z.  Or,  on  obtiendra  la  valeur  de  ce  volume  en  le 
décomposant  en  un  nombre  infini  de  tranches  cylin- 
driques, dont  cette  droite  sera  l'axe  commun.  Le 
volume  de  Tune  de  ces  tranches  infiniment  minces, 
dont  les  surfaces  intérieure  et  extérieure  auront  r 
et  r-i^dr  pour  rayons,  sera  égal  au  produit  de  sa 
base  :i7frdr,  multiplié  par  sa  hauteur  z  ou  e—**; 
le  volume  entier  s'en  déduira ,  évidemment ,  en  in- 
tégrant depuis  r  =  o  j  usqu'à  r  =  go  ;  par  consé- 
quent, on  aura 

k"  z=  27r        e-"rdr  =  tt  , 

et  yt  ==  s/tt  ;  ce  qu'il  s'agissait  de  trouver. 

Je  ferai  remarquer  qu'en  prenant  (px  =  cosûc,  et 
mettant  a*  au  lieu  de  at  dans  l'équation  (c) ,  on 
aura 

M  =  (  I  —  ûfc^  + +  etc.  j  cos  jc  y 

\  1.2        1.2.3   '         /  ^ 

ou ,  ce  qui  est  la  même  chose , 

u  =  e— *'  cosx. 

L'équation  (y)  devient,  en  même  temps, 

I     r^ 

u  =  —p.  /       e— '«"  cos  {x  +  20LÙ))  dœ  ;. 
mais  on  a  éyidemment 
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/       e— "^^  cos  !iOLcoda):=  2  I     e—^^  cas  2 cLcodoo^ 
e"°  »'  sin  2ciCû  dco^^o; 
d'où  Ton  conclut 

M=  — 7^:^/      e—"'^  cos2Ctœ dût)  ; 

\/7r    J  o 

et  en  égalant  cette  valeur  de  u  à  l'une  des  précédentes, 

/e~  "'  cos  2ctù)  dco  =   ^  e- 
o  2 


on  a 


2 


On  peut  donner  une  valeur  imaginaire  à  la  cons- 
tante CL  dans  cette  équation  ;  et  si  l'on  y  met  a  s/ — i  au 
lieu  de  a ,  on  aura 

On  a  souvent  occasion  d'employer  ces  formules , 
qui  se  présentaient  ici  naturellement  ^  et  que  l'on  ob- 
tient aussi  par  d'autres  moyens. 

5ï5.  Les  équations  aux  différences  partielles  aux- 
quelles on  est  conduit ,  dans  la  plupart  des  problèmes 
de  Mécanique  ou  de  Physique,  sont  linéaires  à  l'é- 
gard d'une  inconnue  u,  du  premier  ou  du  second 
ordre  par  rapport  au  temps,  et  généralement  à 
quatre  variables  indépendantes,  dont  u  est  fonction, 
savoir,  le  temps,  que  nous  représenterons  par  t,  et 
les  trois  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  sys- 
tème dont  on  s'occupe,  que  nous  désignerons  parx, 
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j,  z.  Si  Ton  excepte  leur  dernier  terme,  indépendant 
de  u  et  qu'on  peut  toujours  faire  disparaître,  elles  ne 
contiennent  pas  cette  variable  t  explicitement,  c est- 
à-dire  ,  que  dans  ces  équations  les  coefficiens  ne  sont 
fonctions  que  deûc^j,  z.  Or ,  L  =  o  étant  une  de  ces 
équations  sans  dernier  terme  ,  si  l'on  prend  fi  =  e%  la 
série  (a)  deviendra 

u  =  Pe«^  4-  Q,e^'  +  Re>^  +  etc.  ;         (g) 

et  si  Ton  substitue,  dans  L,  cette  série  (g)  au  lieu 
de  w ,  il  est  aisé  de  voir  qu'il  en  résultera 

L  =  (Mot»  +  Na  +  0)  e^^  +  (We^  +  WS  +  0')  e^' 
+  (M'y  .^  N"y  +  O'O  e^'+  etc.  ; 

M,  N,  0,  étant  des  quantités  qui  ne  contiennent 
que  l'inconnue  P,  d'où  se  déduiront  M',  N',  0',  en  y 
mettant  Q  au  lieu  de  P,  puis  M",  N",  0'',  par  la  subs- 
titution de  R  à  la  place  de  Q,  et  ainsi  de  suite. 
Toutes  les  quantités  M,  M',  M'',  etc.,  seront  nulles,, 
lorsque  Téquation  L  :=  o  ne  sera  que  du  premier 
ordre,  par  rapport  à  t.  Dans  tous  les  cas,  cette  équa-- 
lion  donnée  L  =  o  se  décomposera  en  celles-ci  : 


Ma*  +  Na  +  0  =  o ,   ) 

IVfê-+  N'f  +  0^=  o,   ( 

wy^  N'v+  0''=  o,  ( 


(h) 


Par  conséquent;  les  exposaus  et,  ë,  y,  etc.,  seront 
des  constantes  arbitraires;  les  coefficiens  P,  Q, 
R,  etc.,  se  détermineront  indépendamment  l'un  de 
l'autre,  au  moyen  de  ces  équations  (h),  qui  sont 
toutes  semblables;  et  tous  les  termes  de  la  série  (g)^ 


302  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

c'est-à-dire,  de  Tintëgrale  complète  de  lequation 
L  =  o ,  ordonnée  suivant  les  puissances  de  l'expo- 
nentielle e',  seront  des  intégrales  particulières  de 
cette  même  équation. 

Les  équations  (Ji)  seront  linéaires,  comme  L  =  o  ,^ 
par  rapport  à  l'inconnue  que  chacune  d'elles  ren- 
fermera. Si  L  ne  contient  qu'une  seule  des  ti'ois 
coordonnées  oc ,  j ,  z,  elles  seront  simplement  des 
équations  différentielles  ;  et  alors  la  série  (g)  ne  ren- 
fermera que  des  constantes  arbitraires ,  savoir,  a,  S , 
y,  etCo,  et  les  constantes  qui  seront  introduites  par 
l'intégration  des  équations  (h).  Quand  elles  seront  aux 
différences  partielles ,  on  pourra  souvent  les  traiter 
comme  l'équation  L  =  o,  et  exprimer  leurs  intégrales 
complètes  en  séries  d'intégrales  particulières. 

5i4-  On  peut  donner  une  autre  forme  à  la  sé- 
rie (g),  en  y  changeant  les  exponentielles  en  sinus  et 
cosinus.  Soient,  en  effet,  A,  />t,  v,  etc.,  d'autres 
constantes  arbitraires,  et  /?,  q,  r,  etc.,  p' ,  q%  r^,  etc., 
d'autres  inconnues.  Si  l'on  met  dans  cette  série 
d=x\/ — I,  ±/^\/ — I,  dszv  \/— I,  etc.,  au  lieu  de 
a,  ê,  y,  etc.  ;  qu'on  y  remplace  P,  Q,  R,  etc.,  par 
ipd=^/  \/^i,  {q^\q[  V— I,  ^r±{r'  V— i,  etc.; 
et  que  Ton  prenne  ensuite  la  somme  des  valeurs  de  u 
qui  répondront  aux  deux  signes  de  V —  i  ,  on 
aura 

U:=:p  COS  Xt  +  q  COS  f^t  +  r  COS  Vt  -|-  etc.     \   f'\ 

-|-j9'sin  A^ -|- ^'sin//.iÇ -j-r  sin  ï^^-|- etc.   J 
Pour  la  généralité  de  l'intégrale  de  L  =  o ,  expri- 
mée indifféremment  par  cette  dernière  formule  ou 
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par  la  série  (g) ,  il  faudra  que  les  constantes  >< ,  jul  , 
y,  etc.,  aussi  bien  que  a,  S,  y,  etc.,  soient  réelles  ou 
imaginaires;  mais  il  y  a  des  problèmes  dans  lesquels 
les  valeurs  déterminées  de  A ,  fit ,  v ,  etc. ,  seront 
toutes  réelles,  et  d'autres  dans  lesquels  aucune  des 
valeurs  de  et,  ê,  y,  etc.,  ne  sera  imaginaire.  Dans  le 
premier  cas,  il  conviendra  d'employer  la  formule  (f), 
et  dans  le  second ,  la  formule  (g)  ;  et  lors  même  que 
l'équation  L  ==  o  sera  intégrable  sous  forme  finie  ,  il 
arrivera  souvent,  dans  des  problèmes  de  Mécanique 
ou  de  Physique ,  que  l'expression  de  son  intégrale , 
au  moyen  de  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  séries , 
sera  plus  propre  que  l'intégrale  sous  forme  finie,  à 
faire  découvrir  toutes  les  circonstances  du  phéno- 
mène dont  on  s'occupera.  Les  questions  relatives  aux 
petites  oscillations  des  points  d'un  corps  élastique  ou 
d'un  fluide  ,  qu'on  a  un  peu  écartés  de  leur  état  d'é- 
quilibre, sont  celles  où  il  conviendra  d'employer  les 
expressions  des  inconnues  sous  la  forme  de  la  série  (i). 
Lorsque  les  valeurs  générales  de  P,  Q,  R,  etc.,  et^ 
par  suite,  celles  de  p ,  q,  r,  etc.,  />',  g',  r,  etc.,  ne 
renfermeront  que  des  constantes  arbitraires,  la  for- 
mule {i)  s'écrira  plus  brièvement  de  cette  manière  : 

M  =  2p  cos  Xt  +  1p'  sin  A^  ; 

les  caractéristiques  2  indiquant  des  sommes  qui  s'é- 
tendent à  toutes  les  valeurs  possibles,  réelles  ou  ima- 
ginaires de  A  et  des  autres  constantes  arbitraires,  con- 
tenues dans  p  et  p\  On  pourra,  si  l'on  veut,  faire 
croître  ces  valeurs  par  degrés  infiniment  petits ,  et 
remplacer  les  sommes  2   par  des  intégrales;  mais 
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cette  autre  forme  équivalente  de  rexpression  de  u 

n'a  aucun  avantage;  et  il  vaut  mieux  conserver  la 

précédente. 

5i5.  Indépendamment  des  équations  aux  diffé- 
rences partielles  qui  conviennent  à  tous  les  points 
du  système,  il  v  a  toujours,  dans  les  divers  pro- 
blèmes de  Physique  ou  de  Mécanique ,  d'autres 
équations  qui  n'ont  lieu  que  pour  les  points  ex- 
trêmes; telles  sont,  par  exemple,  dans  le  problème 
des  vibrations  longitudinales  d'une  verge  élastique , 
les  équations  relatives  à  la  fixité  ou  à  l'entière  li- 
berté des  deux  bouts  de  cette  verge.  Ces  équations 
particulières  serviront,  dans  chaque  cas,  à  déter- 
miner les  valeurs  d'une  partie  des  quantités  arbi- 
traires que  renfermera  la  série  {g)  ou  la  série  (i); 
quant  à  celles  de  ces  quantités  qui  resteront  encore 
indéterminées  après  qu'on  aura  eu  égard  à  toutes 
les  équations  de  ce  genre,  elles  dépendront  de  l'é- 
tat initial  du  système.  Pour  en  obtenir  les  valeurs, 
j'ai  suivi,  dans  un  grand  nombre  de  problèmes 
différens,  un  procédé  uniforme,  que  je  crois  ap- 
plicable à  tous  les  cas,  soit  que  la  question  ne  pré- 
sente qu'une  seule  inconnue  u^  et  ne  conduise  qu'à 
une  seule  équation  L  =  o ,  soit  qu'il  y  ait  à  déter- 
miner plusieurs  inconnues  dépendantes  d'un  égal 
nombre  d'équations  aux  différences  partielles ,  li- 
néaires et  simultanées.  Ce  procédé  général  a  aussi 
l'avantage  de  fournir,  dans  chaque  exemple,  la  dé- 
monstration de  la  réalité  des  constantes  ût,  ê,  7/,  etc., 
ou  des  constantes  A ,  f^ ,  v ,  etc. ,  qui  dépendent  d'é- 
quations transcendantes  quelquefois  très  compliquées. 
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et  dont  il  serail  souvent  difficile  de  déterminer  autre- 
ment la  nature  des  racines. 

L'exemple  que  nous  donnerons  de  l'application 
de  cette  méthode ,  dans  le  paragraphe  suivant ,  suf- 
fira pour  l'expliquer  ,  et  pour  qu'on  puisse  l'em- 
ployer dans  d'autres  problèmes.  Au  moyen  de  cette 
méthode ,  on  déterminera ,  sans  aucune  difficulté , 
les  vibrations  longitudinales  des  verges  élastiques, 
dans  les  trois  cas  du  n"  49^ >  ^^  l'on  sera  conduit, 
d'une  manière  plus  directe,  aux  mêmes  formules 
que  dans  ce  numéro.  Pour  exemple  d'une  question 
dépendante  de  plusieurs  équations  aux  différences 
partielles,  j'indiquerai  le  choc  longitudinal  de  deux 
ou  plusieurs  verges  élastiques,  formées  de  matières 
différentes  ;  question  qui  a  été  résolue  dans  le  pa- 
ragraphe précédent,  pour  le  cas  particulier  de  l'ho- 
mogénéité, et  dont  je  supprime  ici  la  solution  gé- 
nérale, à  cause  de  la  longueur  des  formules  qui 
s  y  rapportent. 

5i6.  Supposons  que  le  temps  t  soit  compté  à 
partir  de  l'origine  du  mouvement  ;  et  soient 

Uz=:f{0C,J,  Z),      ^    =    F(X,  J,    Z), 

les  valeurs  de  Finconnue  u  et  de  son  coefficient  diffé- 
rentiel par  rapport  à  t ,  qui  répondent  à  ^  ==  o  | 
de  sorte  que  f{x,  j,  z)  et  F  (x,  j,  z)  soient  des  fonc- 
tions données  arbitrairement  pour  toutes  \es  valeurs 
des  coordonnées  x,  jr,  z,  qui  répondent  aux  points 
d'un  système  dont  on  considère  les  vibrations.  Après 
qu'on  aura  déterminé  toutes  les  quantités  arbitraires 
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que  renferme  la  série  (/),  d'après  letat  initial  de 
ce  système ,  et  en  ayant  égard  aux  équations  parti- 
culières qui  peuvent  avoir  Heu  à  ses  extrémités,  il 
faudra  que  cette  série  et  son  coefficient  différentiel 
coïncident,  pour  ^  =  o  ,  avec  les  fonctions  y (.r,jK^  z) 
et  F  (j? ,  j,  z) ,  dans  les  limites  du  système.  Ainsi , 
il  faudra  qu'on  ait 

f{pc,  jr,  s)=p  +  ^  +  r4-  etc. ,  ]    ,^. 
F(x,jr,  z)  ^Xp'+fxq'+vr'+  etc.;    j    ^  ^ 

ce  qui  fournira  un  développement ,  ou  une  trans- 
formation d'un  genre  particulier,  pour  chacune  des 
fonctions  quelconques  /{oc^  y,  z)  et  Y  {oc ,  j ,  z)  ; 
transformation  qui  ne  sera  pas  identique ,  et  n'aura 
lieu  que  pour  des  valeurs  limitées  des  variables  x, 

y,  2. 

Quoique  le  plus  souvent  on  ne  puisse  pas  dé- 
montrer directement  l'exactitude  de  ces  équations  (^), 
cependant  il  ne  peut  rester  aucun  doute  à  cet  égard. 
En  effet,  d'après  les  considérations  précédentes,  la 
série  (z)  représente  certainement  Tintégrale  com- 
plète de  1  "équation  L  ==  o ,  c'est-à-dire ,  la  valeur 
la  plus  générale  de  u  qui  puisse  satisfaire  à  cette! 
équation.  Par  hypotlièse,  on  a  déterminé  les  quan- 
tités arbitraires  que  cette  série  renferme ,  au  moyen 
des  autres  conditions  du  problème  qui  a  conduit  à 
cette  équation  L  =  o  ;  si  ces  conditions  ne  sont  pas 
incompatibles ,  et  que  le  problème  soit  susceptible 
d'une  solution ,  il  faut  donc  qu'après  cette  détermi- 
natiaa ,  la  série  (?)  exprime  la  valeur  de  «^  à  un 
instant  quelconque  et  en  un  point   quelconque  du 
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système;  par  conséquent,  en  faisant  t  =  o  dans 
cette  série  et  dans  celle  qu'on  en  déduit  par  la  dif- 
férentiation  relative  à  t,  elles  devront  représenter 

les  valeurs  initiales  de  u  et  ^ ,    c'est-à-dire,  les 

fonctions  /(oc,  j,  z)  et  F  (jc,j,  z),  quelles  qu'elks 
soient ,  mais  seulement  pour  les  valeurs  de  x , 
j,  z,  comprises  dans  les  limites  du  système  que 
Ton  considère. 

Dans  l'exemple  du  mouvement  longitudinal  d'une 
verge  élastique,  les  séries  (k)  représenteront,  pour 
toute  la  longueur  de  cette  verge ,  et  dans  les  diffé- 
rentes hypothèses  relatives  a  ses  extrémités,  les  deux 
fonctions  arbitraires  qu'on  a  désignées  par  (px  et  (p'a: 
dans  le  n°  49^»  ^^  ces  séries  coïncideront  avec  les 
expressions  de  <px  et  (p'x,  dont  on  a  fait  usage  dans 
ce  numéro,  et  qu'on  avait  démontrées  auparavant. 

517.  La  conclusion  de  tout  ce  qui  précède  est  que, 
pour  exprimer  dans  un  problème  relatif  aux  petites 
vibrations  des  corps,  et  dans  d'autres  questions  de 
Physique,  chaque  inconnue,  au  moyen  de  la  série  (g) 
ou  (i),  il  est  nécessaire  d'avoir  démontré,  pi^éalable- 
ment,  que  cette  série  représente  la  valeur  la  plus  gé- 
nérale de  l'inconnue  qui  puisse  satisfaire  à  l'équation 
aux  différences  partielles  dont  elle  dépend ,  et ,  en- 
suite, de  déterminer  toutes  les  quantités  arbitraires 
que  cette  série  renferme,  au  moyen  des  données  par- 
ticulières du  problème,  qui  répondent  aux  extré- 
mités du  système  et  à  son  état  initial;  ou  bien  ,  il 
faut  connaître ,  à  priori^  comme  dans  le  n«  495,  des 
expressions  en  série  de  la  valeur  initiale  et  arbitraire 
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de  chaque  inconnue,  dont  tous  les  termes,  multi- 
plies par  des  sinus  ou  cosinus  d'arcs  proportionnels 
au  temps,  ou  par  des  exponentielles,  satisfassent  iso- 
lement à  réquation  donnée  aux  différences  partielles 
et  aux  autres  équations  relatives  aux  points  extrêmes 
du  système.  On  doit  regarder  comme  incomplète  une 
solution  dans  laquelle  on  n'a  pas  démontré,  à  priori, 
la  généralité  de  la  série  (g^)  ou  {i)  dont  on  fait  usage, 
ou  dans  laquelle  on  ne  vérifie  pas,  à  posteriori,  que 
cette  série  peut  représenter  la  valeur  initiale  de  cha- 
que inconnue ,  quelle  que  soit  cette  valeur,  dans  toute 
l'étendue  du  système ,  y  compris  les  points  extrêmes. 
D'après  ce  qui  précède,  la  première  méthode  sera  tou- 
jours applicable;  la  seconde  ne  le  serait  que  dans  un 
très  petit  nombre  de  cas  particuliers. 

§  V.    Vibrations  transversales  dune  verge 
élastique. 

5i8.  Les  verges  élastiques  sont  susceptibles  de 
quatre  sortes  de  vibrations,  auxquelles  répondent  des 
tons  différens,  et  qui  peuvent  coexister  dans  une 
même  verge,  droite  ou  courbe  dans  son  état  naturel. 
Ces  vibrations  , sont  longitudinales,  transversales, 
normales,  tournantes  ou  produites  par  la  torsion. 
Les  vibrations  normales  consistent  en  des  dilatations 
et  condensations  alternatives  des  sections  de  la  verge, 
perpendiculaires  à  sa  longueur  ;  elles  n'ont  pas  encore 
été  déterminées  par  la  théorie.  Les  trois  autres  espèces 
de  vibrations  i'ont  été;  et  l'analyse  m'a  fait  connaître, 
entre  les  tons  qui  leur  correspondent,  des  rapports 
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que  Texpérience  a  confirmes,  ou  que  les  physiciens 
avaient  déjà  remarque's.  Telle  est,  par  exemple, 
l'observation  curieuse  que  Ton  doit  à  Chladni,  et 
suivant  laquelle  une  verge  encastre'e  par  un  bout  et 
libre  par  lautre,  rend  un  ton  plus  grave  d'une  quinte  ^ 
lorsqu'on  la  fait  vibrer  par  torsion ,  que  quand  elle 
vibre  longitudinalement  ;  cela  revient  à  dire  que  le 
ton  qu'elle  rend  dans  le  premier  cas  est  le  même  que 
celui  qu'elle  ferait  entendre  dans  le  second,  si  sa 
longueur  était  augmentée  dans  le  rapport  de  5  à  2  ; 
or,  j'ai  trouve  que  ce  rapport  devrait  être  celui  de 
v/io  à  2;  ce  qui  diffère  à  peine  d'un  vingtième 
du  résultat  que  Chladni  a  énoncé  en  nombre 
rond. 

Je  renverrai,  pour  les  dëveloppemens  de  cette 
partie  importante  de  la  Physique  mathématique,  au 
mémoire  sur  VEquilibre  et  le  mouvement  des  corps 
élastiques  y  que  j'ai  déjà  cité  (n*^  5o6),  et  où  je  me 
suis  aussi  occupé  des  vibrations  des  membranes  flexi- 
bles et  des  plaques  élastiques.  Il  suffira  ,  dans  ce 
Traité ,  d'avoir  considéré  les  cas  les  moins  compli- 
qués de  ce  genre  de  questions,  qui  sont  ceux  des 
cordes  vibrantes  et  des  vibrations  longitudinales  des 
verges  élastiques,  auxquels  nous  allons  encore  ajouter 
le  cas  des  vibrations  transversales. 

-5 19.  Nous  supposerons,  comme  dans  le  cas  des 
vibrations  longitudinales  (n°495),  qu'il  s'agisse  d'une 
verge  homogène,  et,  dans  son  état  naturel,  prisma- 
tique ou  cylindrique;  nous  supposerons,  de  plus, 
qu'elle  n'éprouve  aucune  torsion  sur  elle-même  ;  en 
sorte  que  tous  les  points  de  chaque  filet  longitudinal 
2.  24 
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ne  sortent  pas  d  un  même  plan  pendant  toute  la  du- 
rée du  mouvement. 

Soient  AMB  (fig.  ^q)  la  direction  rectiligne  du 
filet  moyen  dans  l'état  naturel  de  la  verge ,  l  sa  lon- 
gueur, et  oc  la  distance  AM  du  point  quelconque  M  à 
lextrémité  A.  Au  bout  du  temps  ^,  supposons  que  M 
soit  transporté  en  M';  abaissons  de  M' la  perpendicu- 
laire MT  sur  AB  ;  et  faisons 

MP  =  u,      MT  =  j. 

Si  ces  deux  variables  u  Qly  sont  supposées  constam- 
ment très  petites,  et  qu'on  néglige,  en  conséquence, 
leurs  carrés  et  leurs  produits ,  leurs  valeurs  en  fonc- 
tions de  ^  et  j:"  dépendront,  comme  dans  le  cas  des 
cordes  vibrantes  (n**  4^^)?  d'équations  linéaires  dans 
lesquelles  ces  inconnues  seront  séparées  ;  les  mouve- 
mens  très  petits ,  dans  le  sens  longitudinal  et  dans  le 
sens  transversal ,  coexisteront  donc  sans  s'influencer 
mutuellement  ;  et  comme  nous  avons  déterminé , 
d'une  manière  complète,  le  mouvement  longitudinal, 
nous  pourrons  maintenant  en  faire  abstraction.  Je 
ferai  donc  z/  =  o ,  de  sorte  que  tous  les  points  du  filet 
moyen  oscilleront  sur  des  droites  perpendiculaires  à 
sa  direction  naturelle,  et  que  a:  et^  seront,  à  un 
instant  quelconque ,  les  coordonnées  courantes  de  la 
courbe  plane  A'M'B',  formée  par  ce  filet.  Je  ferai 
aussi  abstraction  des  petits  mouvemens  de  dilatation 
ou  de  condensation  qui  pourront  avoir  lieu  dans 
chaque  section  de  la  verge ,  perpendiculaire  à  sa 
longueur  \  le  mouvement  qu'il  s'agira  de  déterminer 
sera  alors  le  même  pour  tous  les  points  d'une  même 
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section;  et  il  suffira  de  considérer  celui  du  point 
qui  appartient  au  filet  moyen* 

L'ëquation  de  ce  mouvement  transversal  se  dé- 
duira de  l'équation  {/)  du  n°  3ao ,  en  y  mettant 

Y  —  -— 9  ou  simplement  — -~^,  au  lieu  de  Y,  si 

Ton  suppose  qu'aucune  force  donnée  n'est  appli- 
quée aux  différens  points  de  la  verge.  Cette  équa- 
tion sera  donc 

d^Y     ,      j^d^r  ,   . 

^*  étant  une  constante  positive,  qui  dépendra  de  la 
matière  de  la  verge,  de  l'étendue  et  de  la  figure  de 
la  section  normale. 

Outre  cette  équation  (  i  ),  commune  à  tous  les  points 
du  filet  moyen ,  il  y  aura  des  équations  relatives  à 
ses  extrémités,  qui  seront  les  mêmes  que  dans  le  pro- 
blème de  l'équilibre.  A  cet  égard,  il  pourra  se  pré- 
senter six  cas  différens  ,  selon  qu'à  chacun  des  deux 
bouts  la  verge  sera  encastrée,  ou  seulement  appuyée, 
ou  entièrement  libre.  Mais  comme  ces  six  cas  se  trai- 
teraient de  la  même  manière ,  nous  nous  bornerons  à 
en  considérer  un  seul  en  détail ,  et  nous  supposerons 
que  la  verge  soit  entièrement  libre  à  ses  deux  bouts 
A  et  B ,  auxquels  ne  sera  d'ailleurs  appliquée  aucune 
force  particulière. 

Cela  étant ,  pour  toutes  les  valeurs  de  t ,  nous  au- 
rons (  n°  520  ) 

à  l'extrémité  A',  et 

24.. 
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à  rextrémité  B'. 

A  l'origine  du  mouvement,  la  courbe  du  filet 
moyen  et  les  vitesses  imprimées  à  tous  ses  points  se- 
ront connues;  si  donc  on  compte  le  temps  t  à  partir 
de  cette  origine,  et  qu'on  représente  par  (px  et  (p'x 
des  fonctions  données  depuis  œ  =  o  jusqu'à  x  =  Z, 
on  aura  ,  à  la  fois  , 

^  =  o  ,    j  ==  (px,     ^  =  <p^x.        (4) 

Ces  fonctions  arbitraires  (px  et  <p'x  devront ,  toute- 
fois, remplir  les  conditions  relatives  à  ^  =  o  et 
j^  =  Z,  qui  seront  exprimées  par  les  équations  (2) 
et  (3)  pour  la  fonction  ^x ,  et  par  leurs  différentielles 
relatives  à  t  pour  la  fonction  (p/x. 

Ainsi,  la  question  que  nous  aurons  à  résoudre  con- 
sistera à  trouver  la  valeur  de  j-,  en  fonction  de  t  et  x, 
qui  satisfait  aux  équations  (i),  (2),  (3),  (4),  dont  la 
première  est  la  seule  qui  ait  lieu  pour  toutes  les  va- 
leurs de  ces  deux  variables.  Mais,  auparavant,  il  est 
bon  de  comparer,  pour  une  même  verge  élastique, 
le  coefficient  b  qui  entre  dans  l'équation  de  son  mou- 
vement transversal,  et  le  coefficient  a  contenu  dans 
l'équation  de  son  mouvement  longitudinal. 

620.  En  désignant  par  g  la  gravité,  par  p  le  poids 
de  là  verge,  et  par  q  la  tension  qu'il  faudrait  em- 
ployer pour  doubler  sa  longueur  Z,  on  a  (n°  494) 
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Le  produit  de  la  densilë  de  la  verge  et  de  l'aife  de  sâ 

section  normale  sera  égal  à  ^  ;  et  d'après  l'équa- 
tion [f)  du  n°  5 20,  d'où  l'on  a  déduit  l'ëquation  (i) 
du  mouvement  transversal,  on  aura 


^"  =  Ç/_^''«'^"'       (5) 


Uy  v y  kf  k\  ayant  la  même  signification  que  dans  le 
n°  5i4j  et  la  constante  et  du  même  numéro  étant  la 
valeur  de  q,  rapportée  à  l'unité  de  surface,  de  sorte 
qu'on  a 

en  appelant  co  l'aire  de  la  section  normale  de  la  verge o 
Faisons  aussi 


/ 


7'  ' 


h  sera  une  ligne  dont  la  valeur  dépendra  de  l'éten- 
due et  de  la  forme  de  son  contour;  et  il  en  résultera 

p  ' 

d'où  l'on  conclut 

b  =  ah. 

Si  la  section  normale  de  la  verge  est  un  rectangle 
dont  la  base  soit  perpendiculaire  au  plan  de  la 
courbe  A'M'B',  et  la  hauteur  égale  à  2c,  on  aura 

ù!)z=z2ve,     ^'  =  A:=g,     cvk*  =  ^  I       u^du  =  -^i^c^'^ 
et  il  en  résultera 
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7  at 


Dans  le  cas  d'une  verge  cylindrique  ^  dont  le  rayon 
sera  représente  par  6 ,  on  aura 


O  =  TTi", 

ld=k  = 

ê,       V- 

d'où  l'on  déduira  d'abord 

coh'^  = 

\-7re, 

et, 

ensuite, 

h  — 

\m. 

i^  =  2  Vfe* W%- 


Supposons  encore  que  la  section  normale  de  la 
verge  soit  un  triangle  isoscèle ,  qui  ait  sa  base  per- 
pendiculaire au  plan  de  la  courbe  A'M^B'  ;  et ,  pour 
fixer  les  idées ,  supposons  aussi  que  ce  plan  soit  ver- 
tical ,  et  que  la  base  du  triangle  réponde  à  la  face 
supérieure  de  la  verge.  Appelons  A  cette  base,  et  se 
la  hauteur;  nous  aurons  toujours 

c?  =;  Aê  ; 

mais  la  valeur  de  h  sera  différente,  selon  que  la  face 
supérieui^e  de  la  verge  tournera  sa  convexité  par  en 
haut  ou  par  en  bas  (n°  5i5).  Dans  le  premier  cas,  on 
aura 

d'où  il  résultera 


9    ' 
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et ,  par  consëquent , 


,    at  V/ 2 


Dans  le  second  cas,  on  aura 
on  en  déduira 


cjh*  =  -^ , 


et,  ensuite, 

Z>    =    «6    y  |. 

Ces  résultats  nous  serviront,  plus  loin,  à  compa- 
rer entre  eux  les  tons  d'une  même  verge  élastique , 
lorsqu'elle  exécute  des  vibrations  longitudinales ,  ou 
des  vibrations  transversales. 

521.  Maintenant,  soient  p  ei  q  des  fonctions  de  :r, 
et  771  une  constante  par  rapport  à  ^  et  à  oc.  Pour  sa- 
tisfaire à  l'équation  (i),  prenons 

jr  =  pslnnr^bt  +  q  cos  m^bt  ; 

cette  équation  devant  subsister  pour  toutes  les  va- 
leurs de  t,  il  faudra  qu'on  ait 

et,  en  intégrant  ces  deux  équations  différentielles  du 
quatrième  ordre,  il  vient 
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/?  =  A  sin  mx  +  A'  cos  mx 

q  =  Csm/?2<r  -|-  C'cos/tzjc 

A,  A',  B,  B^,  C,  C,  D,  D',  étant  les  huit  constantes 
arbitraires,  et  e  désignant  la  base  des  logarithmes 
népériens. 

A  cause  de  la  forme  linéaire  de  Téquation  (i),  on 
y  satisfera  encore  en  prenant 

jzzzz'^p  sin  m^bt  +  1q  cos  m'^bt , 

et  étendant  les  sommes  2  à  toutes  les  valeurs  possi- 
bles, réelles  ou  imaginaires,  de  771  et  des  huit  autres 
constantes  A,  A',  etc.  De  plus  ,  cette  valeur  àej  sera 
l'intégrale  complète  de  l'équation  (i),  d'après  les 
considérations  qu'on  a  exposées  dans  le  paragraphe 
précédent. 

Si  on  la  substitue  dans  les  équations  (2)  et  (5),  qui 
ont  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  ^,  et,  par  consé- 
quent ,  pour  tous  les  termes  des  sommes  2  pris  sé- 
parément, on  aura 

.         d^P^^  ^>-0  ^~0  ^-O 

pour  X  =  o  et  pour  x  =  L  En  mettant  pour  p  et  q 
leurs  valeurs  précédentes,  il  en  résulte  d'abord 

B'  =  A',     B  =  A,    D'=:C/,    D  =  C, 

et,  en  outre, 
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A  (2sin  ml—  e"^  +  e-»"^)  =: A'(e'" V+  e"'"^—  2  cosmZ), 
A'(2sia7w/+  a'"'  —  e"""^) = A  (2  cos  772/  —  e'"^—  e"'"^), 
C  (2  sin/TzZ — e*"^  +  e-^'j  =  C'(e'"'  +  e"'"^—  2  cosml), 
C  (2 sin/72Z+  e"^  —  e"*"^)  =  C  (2  cos  ?nl  —  e'"'  —  ^"""^J. 

Or,  en  multipliant  membre  à  membre  les  deux  pre- 
mières ou  les  deux  dernières  de  ces  quatre  équations, 
et  supprimant,  dans  les  produits,  le  facteur  commun 
AA'  ou  ce,  on  a 

4  sin*  ml  —  (e"' —  e~'"^)'*+(2COS772Z — e"^ —  e~"'^y=  o, 

ou  bien,  en  réduisant, 

{^^  +  e-""^)  COS  ml  —  2  =  0;       (a) 

e'quation  qui  servira  à  déterminer  les  valeurs  de  m. 
Les  valeurs  de  A ,  A',  etc. ,  qu'on  tirera  des  équations 
pre'cëdentes,  seront  d'ailleurs 

B  =  A  =  E  (e-"^  +  e-""^  —  2  cos  772Z) , 

B'=  A'=  E(2sin277iZ — e'"^  4- 6-""% 

D  =  C  =  E'(e'"^  +  e-""'  —  2  cos  772Z) , 

D'=  C  =  E'(2sin2772Z  —  6»"^+  e-""'); 

E  et  E'  étant  deux  nouvelles  constantes  qui  resteront 
indéterminées. 

En  faisant ,  pour  abréger , 

X  =  (6"^+  e""^^  —  2 cos  772Z)  (sin  772jr  -|-  |  e'"^  —  ^  g-"^) 
+  (2  sin772Z —  6"'+  e-»"^)  (cos  77z.r  +  {e'"*  +îe~""'), 

la  valeur  précédente  de  j  deviendra 

j  =  2X  (E  sin  m'bt  +  E'  cos  772'^/)  ;       {b) 


378  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

la  somme  2  s'étendant  toujours  à  toutes  les  valeurs 
possibles  de  E  et  E',  mais  seulement  à  toutes  valeurs 
de  m  données  par  Féquation  (a).  Pour  toutes  ces  va- 
leurs, on  aura 


pour  ^  =  o  et  pour  jc?  =  Z;  et ,  quelles  que  soient  les 
quantités  m  et  ^,  on  aura  identiquement 

g  =  -^X.        (d) 

522,  Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  les  valeurs 
des  coefïiciens  E  et  E',  relatives  a  chaque  valeur  de  m, 
d'après  letat  initial  de  la  verge  ;  ce  qu'on  va  faire  ^ 
en  suivant  le  procédé  général  dont  il  a  été  parlé  dans 
len*5î5. 

Remarquons  d'abord  que  si  jn  est  une  racine  de 
l'équation  (a),  il  en  sera  de  même  à  Tégard  de  — ^7?z, 
m\^ — I, — mX/ — i;  de  plus,  les  valeurs  corres- 
pondantes de  X  ne  différeront  entre  elles  que  par  le 
signe,  ou  par  un  facteur  \/ — i  ;  d'où  il  résulte  qu'on 
pourra  réunir  en  un  seul  terme ,  dans  la  formule  (b), 
les  termes  qui  répondent  à  ces  quatre  racines,  et  n'é- 
tendre ensuite  la  somme  2  qu'à  des  valeurs  réelles  et 
positives  de  m,  ou  bien,  à  des  valeurs  composées 
d'une  partie  réelle  et  d'une  partie  imaginaire,  s'il  en 
existait ,  dont  la  partie  réelle  serait  positive.  De 
cette  manière ,  si  m  et  m'  sont  deux  racines  de  l'é- 
quation (a)  dont  on  fera  usage ,  m^  et  m'^  différeront 
de  db  m  et  zii:  m^. 
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Cela  étant  convenu,  je  multiplie  Tëquation  (i) 
par  X.dxy  puis  j'intègre  depuis  x=o  jusqu'à  x  =  l; 
ce  qui  donne 

En  inte'grant  par  partie,  on  aura 

J  o      dx^^  \     dx^       dx   dx^^dx^    dx       dx'^J 

r   d^     dX  dy    d^X  d^     d^X  r\ ,  r'  d^^ 

~  L     dx'  ""  dx  dx'^dx^  dx       dx'  -^  J  V  o  dx^  "^^  • 

Les  ternies  compris  entre  les  parenthèses  répondent  à 
X  =  1,  et  ceux  qui  sont  renfermes  entre  des  cro- 
chets, à  :r  =  o  ;  ils  se  détruisent  les  uns  et  les  autres, 
en  vertu  des  équations  (2) ,  (5) ,  (4) ,  relatives  à  ces 
limites  ;  et ,  d'après  l'équation  (d) ,  qui  a  lieu  pour 
toutes  les  valeurs  de  ^ ,  si  l'on  met  iw^X.  à  la  place  de 

d^X  ,      .  r 

-j-^  sous  le  signe  J ,  on  aura 


J  0         dx^ 

dx; 

=::m^f^Xjdx. 

Donc 

,  à  cause  de 

ri  d\,Xf 
J  0      de 

dx 

d''f%dx 

—          de         ' 

nous 

aurons 

d\fXjdx 

i_    A 

^7-m4  /     iL    'xr/^'Vt      i         1      r\ 

L'intégrale  complète  de  cette  équation  différen- 
tielle du  second  ordre  est 
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l. 


/: 


"^y-dx  =  H  Gos  m^ht  +  H'  sin  m^ht  ; 


H  et  H'  désignant  les  deux  constantes  arbitraires. 
Pour  les  déterminer,  je  fais  t==o  dans  cette  formule 
et  dans  sa  différentielle  par  rapport  à  t;  et ,  en  ayant 
égard  aux  équations  (4),  il  en  résulte 

Quel  que  soit  t,  on  aura  donc 

/Hyda:  =  /    X(pxdx,cosm^bt  ] 

+  T— 2  /    'K(p^jcdjc .sin  m^bt.   î 

Je  substitue  la  formule  (b)  à  la  place  de  j  dans  le 
premier  membre  de  cette  équation  (e)  ;  son  second 
membre  ne  contenant  que  cos  ??z*Z>;C  et  sin7?2*^^^  si 
772'  est  une  racine  de  l'équation  (a),  telle  que  77z'  et 
772'* diffèrent  de  zb 772  et  du 772*,  comme  on  la  supposé 
tout  à  rheure ,  il  faudra  que  le  terme  correspondant 
à  772'  disparaisse  du  premier  membre  ;  ce  qui  exige 
qu'on  ait 

f^XX'dx  ==  o  ;         (f) 

X'  désignant  ce  que  X  devient  quand  on  y  change  772 
en  772'.  Mais  pour  le  cas  de  772'=  772^  on  conclura  de  cette 
même  équation  (e), 

E  /    ^"dx^^j — ^  f    ^(p'xdxy 

J  o  orn   J  o 
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ce  qui  fera  connaître  les  valeurs  de  E  et  E'  en  fonc- 
tions de  lïif  au  moyen  desquelles  la  formule  {b)  de- 
viendra 


y 


=  2X 


/    Xçxdx  j    X(p^xdx 

— -^ cosm^bt-\ -—pn ^in  m'^bt 

X'dx  bm-^l    X^dx 

o  J  o 


(ê-) 


Celte  expression  de  j  et  la  valeur  de  ^-   qui   s'en 

déduit ,  ne  renfermant  plus  rien  d'inconnu ,  elles  fe- 
ront connaître ,  à  chaque  instant ,  l'ordonnée  et  la  vi- 
tesse dun  point  quelconque  M'  de  la  courbe  A'M'B'; 
ce  qui  est  la  solution  complète  du  problème.  L'inté- 
grale /  X'djc  s'obtiendra,  sous  forme  finie,  par 
les  règles  ordinaires  ;  les  valeurs  des  intégrales 
/  lL(pxdx  et  I  X.(p'xdx ,  ne  pourront,  générale- 
ment, se  calculer  que  par  la  méthode  des  quadratures, 

525.  Si  l'on  fait  t=zQ  dans  les  expressions  de  r 

dy 
et  ^  ,  on  aura ,  d'après  les  équations  (4)  et  {g)  ^ 


<^X=:2 


(     I     Xç^xdx    \  I 

Ces  deux  formules  semblables  auront  lieu  pour  des 
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fonctions  quelconques  (px  et  ^'x  continues  ou  dis- 
continues, maïs  seulement  depuis  .r  =  o  jusqu'à 
X  z=i  l,  et  en  observant  quelles  ne  conviendront 
aux  valeurs  extrêmes  de  oc  que  quand  celles  de  ces 
fonctions  rempliront  la  condition  énoncée  précé- 
demment (n°  Sjg).  Quoique  nous  ne  puissions  pas 
démontrer  ces  formules  directement,  elles  n'en  sont 
pas  moins  certaines,  ainsi  qu'on  l'a  expliqué  dans 
le  n"*  5i6* 

Dans  le  cas  particulier  où  tous  les  points  de  la 
verge  ont  reçu  primitivement  une  vitesse  commune 
et  une  vitesse  proportionnelle  à  leurs  distances  à 
son  milieu,  il  est  évident  qu'elle  doit  prendre  un 
mouvement  de  translation  et  un  mouvement  de  ro- 
tation, sans  aucune  courbure  ni  vibrations.  C'est 
aussi  ce  qu'on  peut  conclure  de  ces  équations  (Ji)  et 
de  la  formule  (g). 

En  désignant  par  c  et  y  deux  quantités  cons- 
tantes, on  a  alors 

(p^  =  o ,     <p'x  =  c  +  y(x'^^l); 

et  si  Von  différentie  la  seconde  équation  (k)^  et  qu'on 
ait  égard  à  l'équation  (d) ,  on  en  conclut 


i  étant  un  nombre  entier  et  positif.  Par  conséquent , 
le  développement  suivant  les  puissances  de  if,  de  la 
partie 
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'xdx 


To^' 


X  sin  m^bt 

~  7 


de  la  formule  {g) ,  se  réduira  à  son  premier  terme 

^  /     X^)'^  dx 


m 


L 


lequel  aura  pour  valeur  t(p'œ ,  en  vertu  de  la  seconde 
équation  [h).  Donc,  à  cause  de  Çûc  =  o  et  de  la  va- 
leur de  cp^Xy  la  formule  (g)  sera  simplement 

j  ~  [c  +  y{oc  —  il)]t, 

comme  cela  doit  être. 

524.  Au  moyen  de  Téquation  (/),.  on  peut  prou- 
ver que  l'équation  (a)  n'admet  aucune  racine  compo- 
sée d'une  partie  réelle  et  d'une  partie  imaginaire. 

En  effet ,  supposons  qu'il  existe  une  racine  telle  que 
y  +  g"  V — I  ;  il  J  en  aura  une  autre  qui  ne  différera  de 
celle-là  que  par  le  signe  de  s/ — 1,  et  sera/" — gs/ — i; 
on  pourra  donc  prendre ,  dans  l'équation  (J  )  , 


m 


=/+  §  V—  I  >    ''^'  =/—  8"  V—  I  ; 


f  et  g  désignant  des  quantités  réelles  dont  aucune 
n'est  zéro.  On  aura ,  en  même  temps , 


X  =  F  +  G\/—i,     X'  =  F  — Gv— i; 
F  et  G  étant  aussi  des  quantités  réelles.  Par  consé- 
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quent,  Fëquation  (y)  deviendra 

équation  impossible ,  puisqu*il  faudrait ,  pour  qu'elle 
eut  lieu  ,  qu'une  intégrale  dont  tous  les  élémens  sont 
positifs,  et  qui  en  exprime  la  somme  (n°  i5),  fut 
égale  à  zéro.  Donc  aussi  la  supposition  d'une  racine 
y  _j-g-  \/ —  I  est  inadmissible. 

Cette  dernière  équation  serait  encore  inadmissible 
si  y  ou  g^  était  zéro  ;  mais  alors  on  ne  pourrait  plus 
prendre  f -\- g  V—  i  et  f  —  g  v/—  i  pour  m  et  m'; 
car  l'équation  (/)  suppose  que  m^  et  m'*  diffèrent  de 
rfc  m  et  ±7?z*  ;  ce  qui  n'aurait  pas  lieu  dans  le  cas  où 
Tune  des  deux  quantités  f  et  g  serait  nulle. 

525.  Pour  la  racine  77z==o  de  l'équation  (a) ,  le 
terme  correspondant  de  la  formule  (g)  se  présente 
sous  la  forme  ^,  ;  on  obtiendra  sa  véritable  valeur  en 
supposant  que  m  soit  seulement  une  quantité  infini- 
ment petite.  On  aura  alors 

X=4772^/'(x — ^l) ,    cosiri'bt  =1,   sin  m^bt  —  in'bty 

et  le  terme  dont  il  s'agit  sera 

11  répond  à  des  mouvemens  de  translation  et  de  rota- 
tion communs  à  tous  les  points  de  la  verge;  nous  en 
ferons  abstraction  ;  et  en  n'ayant  point  égard  à  la  ra- 
cine m  =  o,  tous  les  termes  de  la  série  (g)  seront  pé- 
riodiques. 


DYNAMIQUE,  SECONDE  PARTIE.  385 

Mais  si  Ton  fait  attention  que  les  différentes  va- 
leurs de  m  sont  incommensurables,  on  voit  qu'il  n'ar- 
rivera pas,  en  général ^  que  tous  les  points  de  la  verge 
reviennent,  en  même  temps,  à  leur  état  primitif, 
ou,  autrement  dit,  une  verge  élastique  n'exécutera 
pas  dans  tous  les  cas ,  comme  une  corde  tendue ,  des 
vibrations  transversales  isochrones.  Pour  que  l'iso- 
chronisme  ait  lieu,  et  pour  que  la  verge  fasse  en- 
tendre un  son  unique  et  appréciable ,  il  faudra  que , 
d'après  sa  courbure  et  les  vitesses  de  ses  points  à  l'o- 
rigine du  mouvement ,  tous  les  termes  de  la  for- 
mule {g)  disparaissent,  excepté  un  seul,  et  qu'elle  se 
réduise  à  la  forme 

j/  =  X  (E  sin  m'^bt  +  E'  ces  m^'bt) ,       {i) 

où  l'on  a  remis,  pour  abréger,  les  constantes  E  et  E' 
à  la  place  de  leurs  valeurs  trouvées  plus  haut.  Lors- 
que la  formule  {g)  se  réduira  à  un  petit  nombre  de 
termes,  la  verge  fera  entendre  à  la  fois  plusieurs  sons 
distincts,  dont  les  tons  ne. pourront  pas  être  comparée 
entre  eux  exactement. 

S2Q,  Désignons  par  A  une  valeur  numérique  de 
ml  tirée  de  l'équation  [a),  de  sorte  qu^on  ait  mz=.  j. 

Soit  T  la  durée  d'une  vibration  entière  de  la  verge , 
correspondante  à  cette  racine  m,  et  n  le  nombre  de 
vibrations  dans  l'unité  de  temps.  D'après  l'équa- 
tion (f  ) ,  on  aura 

2.  25 
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en  sorte  que  les  difTérens  toîis  que  peut  faire  entendre 
une  verge  pKëe  dans  le  même  sens,  vibrant  transver- 
salement et  libre  par  ses  deux^bouts,  dépendront  des 
valeurs  de  A,  et  le  plus  grave,  ou  le  ton  fondamen- 
tal, répondra  à  la  plus  petite  de  ces  valeurs. 

Il  est  e'vident  que  la  quantité  ^%  donnée  par  la 
formule  (5) ,  ne  dépend  pas  de  la  longueur  l  de  la 
ver^e;  s'il  s'agit  d'une  verge  cylindrique  ou  circu- 
laire ,  on  voit  aussi  que  cette  quantité  est  propor- 
tionnelle au  carré  du  diamètre.  Pour  deux  verges 
cylindriques  et  formées  de  la  môme  matière ,  et 
pour  le  même  ordre  de  vibrations,  c'est-à-dire,  pour 
la  même  valeur  de  À ,  le  nombre  n  sera  donc  en 
raison  directe  de  l'épaisseur  et  inverse  du  carré  de 
la  longueur. 

S'ir  s'agit  d'une  verge  prismatique ,  elle  fera  en  - 
tendre ,  en  général ,  deux  sons  différens ,  selon 
qu'elk  vibrera  transversalement  dans  un  sens  ou 
dans  un  autre.  Ainsi,  en  supposant,  par  exemple, 
que  la  section  normale  soit  un  rectangle,  et  qu'on 
fasse  vibrer  successivement  la  verge ,  de  manière 
que  la  base  ou  la  hauteur  du  rectangle  soit  perpen- 
diculaire au  plan  de  la  courbe  A'M'B',  les  valeurs 
successives  de  n  seront  entre  elles  comme  cette  hau- 
teur et  cette  base ,  pour  le  même  ordre  de  vibra- 
tions. Lorsque  la  section  normale  sera  triangulaire, 
comme  dans  le  troisième  exemple  du  n°  520 ,  la 
valeur  de  Z>*  ne  sera  pas  la  même  pendant  deux  demi- 
vibrations  successives  ;  leurs  durées  seront  donc  iné- 
gales; ce  qui  n'empêchera  pas  les  vibrations  entières 
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d'être  isochrones,  en  supposant  toujours  que  la  for- 
mule (g)  se  réduise  à  un  seul  terme. 

En  égalant  à  zéro  le  facteur  X  de  la  formule  (i), 
on  déterminera  les  valeurs  de  oc  qui  répondent  aux 
nœuds  de  vibrations,  c'est-à-dire,  aux  points  im- 
mobiles sur  la  droite  AB ,  pour  chaque  valeur  de  m , 
ou  pour  chaque  ton  que  la  verge  peut  faire  en- 
tendre. 

527.  Lorsque  la  verge  élastique  que  nous  consi- 
dérons sera  encastrée  à  son  extrémité  A  et  libre  à 
son  autre  bout,  le  filet  moyen  demeurera  tangent 
en  A,  à  la  droite  AB,  pendant  toute  la  durée  du 
mouvement  ;  de  sorte  que  les  équations  (2)  du  pro- 
blème précédent  devront  être  remplacées  par 

a.  =  o,     j  =  o,     1=0. 

On  modifiera,  en  conséquence  et  sans  aucune  dif- 
ficulté ,  l'analyse  précédente  ;  et  l'on  trouvera  que 
la  valeur  générale  de  j  sera  encore  exprimée  par 
la  formule  {g) ,  mais  les  valeurs  de  in ,  qu'on  j 
devra  employer,  devront  être  tirées  de  l'équation 

(e'-î  +  e-"'^)  cos  mZ  -[-  2  =  o  ,       {a') 

qui  ne  diffère  de  l'équation  (a)  que  par  le  signe  du 
dernier  terme  :  la  valeur  qu'on  prendra  pour  X  sera, 
en  même  temps, 

X=  (e'"^4-  e— "'+  2  cos  ml)  (sin  inœ  —  ^e"^+  {  e^'"^) 
-4-  (2  sin  ml  -f-  e"^  —  e-»"^)  (cos  mx  —  ie"^—  ^e-"'^) . 

Pour  que  la  verge ^  vibrant  ainsi  transversalement, 

25.. 
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ne  fasse  entendre  qu'un  seul  son ,  il  faudra  que , 
d'après  son  état  initial,  la  formule  (g)  se  réduise  à 
un  seul  terme  ou  à  la  formule  (i) ,  comme  dans  le 
cas  précédent.  Si  Ton  désigne  par  A'  une  valeur  po- 
sitive de  mlf  tirée  de  l'équation  (a^);  par  T' la  du- 
rée d'une  vibration  correspondante  à  m  =  ^  ,  et  par 

n'  le  nombre  de  vibrations  dans  l'unité  de  temps, 
on  aura 


et  tout  ce  que  Ton  a  dit ,  dans  le  numéro  précé- 
dent, sur  la  comparaison  des  tons  des  verges  libres 
à  leurs  deux  bouts,  s'appliquera  également  au  cas  des 
verges  encastrées  à  l'une  de  leurs  extrémités  :  on  dé- 
terminera aussi  les  nœuds  de  vibrations  qui  accom- 
pagneront chaque  ton  rendu  par  une  même  verge , 
en  égalant  à  zéro  la  valeur  précédente  de  X. 

^:i^.  Pour  résoudre,  par  approximation,  les  équa- 
tions {a)  et  {a!) y  je  désigne  par  i  un  nombre  entier 
positif  ou  zéro,  et  je  fais 

ml  ■=.  X  z=.  ^(2^  +  i)7r  qp  cT, 

dans  l'équation  («),  et 

ml  =  A'  =  i {ii  +  i)7r  d=  cT', 

dans  l'équation  {a!)-,  cT  et  cT'  étant  des  quantités  po- 
sitives et  qui  ne  peuvent  pas  surpasser  ^tt.  Je  prends 
les  signes  supérieurs  ou  inférieurs  devant  ces  nou- 
velles inconnues,  selon  que  i  est  pair  ou  impair; 
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et,  de  cette  manière,  les  équations  (à)  et  («')  de- 
viennent 


^*      r\^. —  2 

D'après  les  limites  de  j^  et  J^^^  il  est  aise  de  voir 
que  chacune  de  ces  inconnues  n'aura  qu'une  seule  va- 
leur pour  chaque  valeur  de  i;  celle  de  é^,  pour  ï  =  o, 
sera  cT  =  Itt*  ;  et  comme  elle  repond  à  m  =10,  il  en 
faudra  faire  abstraction.  Pour  i  =  i,  on  a  £^=0,01797, 
en  négligeant  ^  dans  le  second  membre  de  la  pre- 
mière équation  (^);  et  si  Tony  substitue  cette  première 
valeur  approchée  de  S,  on  aura,  plus  exactement, 

cT  =  0,01765. 

Les  valeurs  de  (S"  relatives  à  i=^2,  ^  /=  5  ,  etc. ,  se- 
ront encore  plus  petites  que  celle-ci  \  les  valeurs  de  A 
dififéreront  donc  très  peu  des  multiples  impairs  de 
1 7T  ;  et ,  d'après  l'expression  du  nombre  n ,  les  tons 
de  la  verge  libre  par  les  deux  bouts  formeront,  à 
très  peu  près ,  une  série  croissante  comme  les  carrés 
des  nombres  3,  5,  7,  etc.  La  plus  petite  valeur  de  A.^ 
correspondante  au  son  le  plus  grave,  est 

X  =  Ç  +  cT  =  4,745o3, 

Dans  le  cas  de  i=ro,  après  quelques  essais,  ort 
trouve,  à  un  degré  suffisant  d'approximation, 

J^'  =  o,5o43i. 


390  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

La  plas  petite  valeur  de  A'  sera  donc 

y  =  iTT  +  r  =  1,87011. 

En  comparant  donc  son  carré  à  celui  de  la  valeur  pré- 
cédente de  A ,  et  observant  que  ces  carrés  sont  entre 
eux  comme  les  nombres  n'  et  n  des  vibrations,  on 
aura 

~  =  o,i57i5, 

pour  le  rapport  du  ton  le  plus  grave  de  la  verge  en- 
castrée par  un  de  ses  bouts,  à  celui  de  la  même  verge 
libre  à  ses  deux  extrémités.  Les  autres  valeurs  de  cT' 
sont  très  petites;  les  valeurs  correspondantes  de  X' 
seront  donc ,  à  très  peu  près ,  les  multiples  5,5, 
7,  etc.,  de  ^TT},  et  les  tons  de  la  verge  encastrée, 
le  ton  le  plus  grave  excepté ,  formeront  une  sé- 
rie croissante  comme  les  carrés  de  ces  nombres  im- 
pairs. 

L'expérience  a  confirmé  depuis  long-temps  tout  ce 
que  la  théorie  a  fait  connaître  relativement  aux  sé- 
ries de  tons  que  font  entendre  les  verges  élastiques , 
libres  ou  gênées  par  leurs  extrémités,  à  la  position 
des  nœuds  qui  accompagnent  ces  diiFérens  modes  de 
vibrations,  et  aux  rapports  des  tons,  suivant  les  lon- 
gueurs et  les  épaisseurs.  Nous  allons  maintenant  com- 
parer entre  eux  les  tons,  ou  les  nombres  de  vibrations 
transversales  et  longitudinales  d'une  même  verge 
élastique.  L'observation  a  aussi  confirmé,  sur  ce 
point,  les  résultats  du  calcul. 

529.  Je  supposerai,  pour  fixer  les  idées,  que  la 
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verge  soit  libre  à  ses  deux  bouts  dans  ces  deux  sortes 
de  vibrations,  et  je  me  bornerai  à  considérer  le  ton 
le  plus  grave  pour  les  unes  et  pour  les  autres. 

En  employant  la  plus  petite  valeur  de  A  trouvée 
dans  le  numéro  précédent,  on  aura 


n  =  ^       7a        =  (  3j56o82 


pour  le  nombre  de  vibrations  transversales  dans 
l'unité  de  temps.  Si  Ton  désigne  par  n^  le  nombre  de 
vibrations  longitudinales  dans  le  même  temps ,  on 
aura,  d après  le  troisième  cas  du  n**  49^  > 


a 


et  comme  on  a  Z?  =  «^  (n"  52o),  il  en  résultera. 

n  =  (7,12164)  y; 

formule  indépendante  de  la  matière  de  la  verge ,  au 
moyen  de  laquelle  on  conclura  le  ton  transversal  du 
ton  longitudinal ,  ou  réciproquement. 

La  grandeur  de  la  ligne  h  qu'elle  renferme  dépen- 
dra de  la  figure  de  la  section  normale,  et  sera  pro- 
portionnelle, toutes  choses  d'ailleurs  égales,  à  l'é- 
paisseur. Cette  dimension  étant  très  petite  relativement 
à  la  longueur  /,  il  s'ensuit  que  le  ton  des  vibrations 
transversales  sera  très  grave  par  rapport  à  l'autre  ;  ce 
qui  est  conforme  aux  observations  qu'on  fait  le  plus 
communément.  D'après  le  n°  620,  si  la  verge  est  un 
cylindre  dont  le  rayon  soit  e,  on  a  72=:=  ^ g;  et  si  elle 
est  un  parallélépipède,  et  que  g  soit  aussi  la  demi- 
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épaisseur,  « 
deux  cas , 


épaisseur,  on  a  ^  =  —z.  ;    on  aura  donc ,   dans  ces 


n  =  (7,12164)^,      n  =  (7,12164)— I 


Comme  le  nombre  Uj  est  indépendant  de  la  figure  et 
des  dimensions  de  la  section  normale,  il  s'ensuit  que 
pour  les  mêmes  grandeurs  de  6  et  de  Z,  le  nombre  de 
vibrations  transversales  est  plus  petit  dans  le  premier 
cas   que  dans  le  second,  dans  le  rapport  de  \/5 

à  2  {*). 


{*)  Pour  la  comparaison  de  ces  formules  à  Tobservation, 
voj-ez  les  Annales  de  Chimie  et  de  Physique ,  tome  XXXVI , 
page  86. 
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CHAPITRE  IX. 

ÉQUATIONS   ET    PROPRIETES    GENERALES    DU 
MOUVEMENT  D'UN  SYSTEME  DE  CORPS. 


§  P''.  Equations  générales  de  ce  inous>einent. 

55o.  Puisque  les  forces  perdues  par  lous  les  points 
du  système  pendant  la  durée  de  chaque  instant  doi- 
vent se  faire  continuellement  e'quilibre  (n"  55o),  si 
l'on  applique  à  ces  forces  le  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles, on  obtiendra  une  formule  générale,  de  la- 
quelle on  pourra  déduire ;,  dans  chaque  cas,  toutes 
les  équations  du  mouvement,  de  même  que  l'on  dé- 
duit toutes  celles  de  l'équilibre,  de  l'équation  géné- 
rale des  vitesses  virtuelles.  Quelque  naturelle  que 
paraisse  cette  combinaison  du  principe  général  de  la 
Dynamique  avec  celai  de  l'équilibre,  on  ne  Fa  pas 
faite  cependant  à  Tépoque  où  le  premier  de  ces  deux 
principes  a  été  connu ,  et  quoique  le  second  eût  été 
donné  auparavant  dans  toute  sa  généralité.  Ce  rap- 
prochement des  deux  principes  est  dû  à  Lagrange , 
qui  a  réduit,  par  là,  à  un  procédé  uniforme  les  so- 
lutions de  tous  les  problèmes  de  Mécanique ,  ou  du 
moins  la  formation  des  équations  difféx^entielles  dont 
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ils  dépendent.  C'est  ce  procède  gênerai  que  nous  al- 
lons maintenant  exposer,  en  observant,  toutefois, 
que  l'ordre  qui  a  ëtë  suivi  dans  ce  Traité,  où  l'on  a 
résolu  directement  les  problèmes  relatifs  aux  corps 
solides  et  aux  corps  flexibles,  en  allant  du  plus  sim- 
ple au  plus  composé,  a  paru  plus  propre  à  une 
étude  approfondie  de  la  Mécanique  et  à  l'enseigne- 
ment de  cette  science,  que  l'on  ne  doit  pas  consi- 
dérer seulement  sous  un  point  de  vue  abstrait  et  in- 
dépendant des  circonstances  physiques. 

55 1.  Soient  m,  m',  in!',  etc.,  les  masses  des  points 
du  système  dont  nous  allons  nous  occuper.  Au  bout 
du  temps  t ,  compté  depuis  l'origine  du  mouvement, 
désignons  par  x ,  j,  z,  les  trois  coordonnées  rectan- 
gulaires de  m  y  et  par  X,  Y,  Z,  les  composantes  de  la 
force  accélératrice  appliquée  à  ce  point  matériel ,  di- 
rigées suivant  les  proîongemens  àe  œ ,  y,  z,  dans  le 
sens  positif.  Convenons  aussi  de  représenter  par  les 
mêmes  lettres,  avec  des  accens,  les  quantités  homo- 
logues qui  répondent  aux  autres  points  m,  m!',  etc. 
Les  composantes  suivant  les  directions  de  X,  Y,  Z , 
de  la  force  perdue  par  ce  point  quelconque  m  pendant 
l'instant  <i^ ,  seront 

<^-'-if)-  <•'-¥)■  "{^-'i> 

par  conséquent,  l'équilibre  aura  lieu  dans  le  système, 
en  supposant  le  point  m  sollicité  par  ces  forces,  et 
chacuû  des  autres  points  m',  ut!',  etc. ,  par  des  forces 
semblables.  Or,  on  formera  l'équation  générale  de 
cet  équilibre,  en  mettant  dans  lequation  (e)  du  n°  ^Ai.^, 
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les  trois  composantes  précédentes  à  la  place  de  X , 
Y,  Z;  ce  qui  donne 

les  sommes  2  s'ëtendant  à  tous  les  points  m,  m\ 
rd' y  etc. ,  du  système ,  et  se  composant ,  par  consé- 
quent, d'un  nombre  de  parties  égal  au  nombre  de  ces 
points. 

Nous  supposerons,  comme  dans  le  numéro  cité, 
que  les  liaisons  de  ces  points  matériels  sont  expri- 
mées par  les  équations 

L  r=  o ,     L'  =  o ,     L"  =  o ,     etc. ,       (2) 

dans  lesquelles  L ,  \i ,  L",  etc. ,  sont  des  fonctions 
données  des  variables  x,  y,  z,  x' ,  etc.,  ou  d'une 
partie  d'entre  elles,  qui  peuvent  aussi  renfermer  le 
temps  t  explicitement.  Si,  par  exemple,  le  point  m 
est  assujetti  à  demeurer  sur  une  surface  qui  change 
de  forme  graduellement,  ou  qui  soit  en  mouvement 
dans  l'espace  ,  et  que  L  =  o  représente  l'équation  de 
cette  surface,  L  sera  alors  un€  fonction  donnée  de 

Quoique  les  forces  dont  l'équation  (i)  exprime  l'é- 
quilibre répondent  à  des  quantités  de  mouvement 
perdues  pendant  la  durée  du  temps  dt  ^  et  que  pen- 
dant cet  instant  les  positions  des  points  m,  m\ 
m^',  etc.,  cbangent  infiniment  peu,  on  peut,  néan- 
moins, supposer  que  cet  équilibre  a  lieu  dans  les  po- 
sitions que  ces  points  occupent  au  bout  du  temps  t , 
c'est-à-dire,  que  l'on  peut  faire  abstraction  de  leur 
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changement  de  position  pendant  l'instant  dt,  qui  ne 
saurait  altérer  les  quantités  de  mouvement  perdues 
pendant  qu'il  s'effectue,  que  d'un  infiniment  petit  du 
second  ordre,  et  les  forces  motrices  correspondantes, 
que  d'un  infiniment  petit  du  premier  ordre.  Les  dé- 
placemens  infiniment  petits  que  suppose  le  principe 
des  vitesses  virtuelles,  et  qui  sont  exprimés,  suivant 
les  directions  des  coordonnées,  par  cTj?,  Sy^  S'z ,  pour 
le  point  772,  par  cTx',  S'y' y  S'z' ,  pour  le  point  m',  etc., 
doivent  donc  satisfaire  aux  conditions  du  système, 
telles  qu'elles  sont  à  la  fin  du  temps  t  ;  par  consé- 
quent, il  faudra  que  les  équations  (2)  aient  encore 
lieu  quand  on  y  mettra  oc  +  S'a: ,  j-  +  jy,  2;  +  cTjs  , 
x'+  cTx',  etc. ,  à  la  place  de  x,  ^,  Zy  oc%  etc. ,  sans 
faire  varier  le  temps  t  qu'elles  pourraient  contemï" 
explicitement  ;  d'où  l'on  conclut ,  comme  dans  1@ 
n^  341 , 

È/-^py  +f  «T.  +§,.r.'+etc.=o, 

etc. 

Au  moyen  de  ces  équations ,  on  éliminera  dans  le 
premier  membre  de  Téquation  (i)  une  partie  des 
quantités  cTx,  jy,  etc.,  puis  on  égalera  à  zéro  les 
coefficiens  de  chacune  des  quantités  restantes.  En  em- 
ployant, comme  dans  le  n°  342,  la  méthode  des 
facteurs  indéterminés ,  on   sera  conduit ,  de  cette 
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manière,  aux  équations 


m 


l^  =  nzX+^^  +  A'^+X"^+etc.,  ] 


(4) 


-f=-Y+xf  +  A'f+A"f  +  etc., 

.g=,«ZH-Af^  +  A'f +X"f  +  etc., 
fd-x'  /v/    ,    ^  dL         ^idU  fi  dL" 

etc. , 

dans  lesquelles  A,  A',  A'',  etc.,  sont  des  facteurs  dont 
les  valeurs  feront  connaître  les  forces  provenant  de  la 
liaison  des  points  du  système ,  et  de  la  résistance  des 
surfaces  ou  des  courbes  sur  lesquelles  ils  peuvent  être 
astreints  à  se  mouvoir  (n°  545). 

Les  équations  (2)  et  (4)  seront  toujours  en  même 
nombre  que  toutes  les  inconnues  du  problème,  sa- 
voir :  les  quantités  A ,  A',  A'',  etc. ,  en  nombre  égal  à 
celui  des  équations  (2) ,  et  les  coordonnées  des  points 
772,  iTÏ^  m",  etc.,  en  nombre  triple  de  celui  de  ces 
mobiles,  et  égal  au  nombre  des  équations  (4)  ;  elles 
suffiront  donc  pour  déterminer,  dans  tous  les  cas,  les 
valeurs  de  toutes  ces  inconnues  en  fonctions  du 
temps. 

553.  Supposons  que  les  forces  données  qui  agissent 
sur  tous  les  points  du  système  se  partagent  en  deux 
groupes ,  de  sorte  qu'on  ait 

X  =  P  +  U,     Y  =  Q  +  V,     Z  =  R  +  W, 

X  =  F  +  US  Y'  =  Q'  +  T,  Z^  =  R'  +  W, 
etc.,- 
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supposons  aussi  qu'on  soit  parvenu  à  intégrer  les 
équations  différentielles  du  problème,  en  ayant  seu- 
lement égard  aux  forces P,  Q,  R,  P^,  Q',  R',  etc.-  et 
soient  a,  h,  c,  etc.,  les  constantes  arbitraires  que 
renfermeront  ces  intégrales.  On  étendra  cette  solu- 
tion aux  forces  complètes  X ,  Y,  Z ,  X',  Y',  Z',  etc. , 
au  moyen  de  la  méthode  fondée  sur  la  variation  des 
constantes  arbiti^aires ,  dont  le  principe  a  été  exposé 
dans  le  n°  229.  Les  différentielles  des  quantités  a , 
b,  c  f  etc.,  devenues  variables,  seront  linéaires  par 
rapport  à  U,  V,  W,  U',  V,  W,  etc.,  et  de  la 
forme  : 

^a  =  AU  -f-  BV  +  CW  +  A'U'  +  etc., 
db  =  A,U+  B,V-|-  C,W+  A/U'+  etc., 
de  =  A,U  +  B,V+  C,W+  A/U^+  etc., 
etc.  ; 

A,  B,  etc.,  étant  des  fonctions  des  mêmes  incon- 
nues a,  b,  c,  etc.  Par  là,  les  équations  différen- 
tielles secondes  du  problème  se  trouveront  changées 
en  un  nombre  double  d'équations  différentielles  du 
premier  ordre  ;  mais  cette  transformation  sera  prin- 
cipalement utile ,  lorsque  les  forces  secondaires  U,  V, 
W,  U^  etc.,  seront  très  petites  par  rapport  aux 
forces  primitives  P,  Q ,  R ,  P',  etc.  ;  ce  qui  per- 
mettra, dans  une  première  approximation,  de  con- 
sidérer comme  constantes  les  quantités  a,b ,  c,  etc. , 
que  renferment  les  coefïiciens  A,  B,  etc.,  et,  con- 
séquemment ,  de  déduire  des  formules  précédentes, 
par  l'intégration  immédiate  ou  par  la  méthode  des 
quadratures,  les  parties  variables  de  ces  inconnues. 
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C'est  Lagraiige  qui  a  ainsi  étendu  à  tous  les  pro- 
blèmes de  la  Mécanique  la  méthode  de  la  variation 
des  constantes  arbitraires,  à  laquelle  il  avait  ramené, 
autrefois ,  la  théorie  des  solutions  particulières  des 
équations  diffère ntielies,  et  dont  il  avait  aussi  fait 
d'autres  applications  moins  générales.  Mais  il  s'était 
borné  à  donner  les  expressions  générales  des  quan- 
tités U,  V,  W,  U',  V^  W,  etc.  ,  en  fonctions  li- 
néaires des  différentielles  da^  db,  de,  etc.  ;  et  il  res- 
tait à  trouver  les  formules  inverses  qui  donnent 
directement ,  dans  le  cas  général ,  les  différentielles 
des  inconnues  a,  b,  c ,  etc.,  en  fonctions  linéaires 
des  forces  U,  V,  W,  etc.  ,  et  à  démontrer,  d'une 
manière  directe  et  générale,  les  propriétés  im- 
portantes dont  jouissent  leurs  coefFiciens  A,  B, 
C ,  etc.  C'est  ce  qui  a  été  fait  dans  les  mémoires 
que  j'ai  insérés,  sur  ce  sujet,  dans  le  i5®  cahier  du 
Journal  de  V Ecole  Polytechnique,  et  dans  le  tome  \" 
des  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences ^  et  aux- 
quels je  me  contente  de  renvoyer  le  lecteur,  curieux 
de  connaître  cette  théorie  dans  tous  ses  détails  et 
les  conséquences  qu'on  en  a  déduites.  En  appliquant 
successivement  les  expressions  générales  de  da,  db 
de,  etc. ,  au  problème  du  mouvement  d'un  point 
matériel  attiré  vers  un  centre  fixe  suivant  une  fonc- 
tion quelconque,  et  au  problème  du  mouvement 
d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe,  on  ob- 
tient les  mêmes  expressions  pour  les  différentielles 
des  constantes  homologues  dans  ces  deux  problèmes, 
si  différéns  Fun  de  l'autre  ;  et  par  là  les  deux  ques- 
tions principales  de  l'Astronomie,  savoir,  la  déter- 
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mination  du  mouvement  des  corps  célestes,  coiiside'rës 
comme  des  points  matériels  isoles,  et  la  détermination 
du  mouvement  de  ces  corps  autour  de  leurs  centres  de 
gravité  respectifs,  se  trouvent  ramenées  aux  mêmes 
formules  et  dépendre  de  la  même  analyse. 

555.  Il  est  évident  que  si  l'une  des  équations  (2) 
est  une  suite  des  autres,  l'une  des  quantités  A,  A', 
a'',  etc. ,  devra  rester  indéterminée ,  puisque  alors  on 
pourra  supprimer  ou  conserver  arbitrairement  cette 
équation  superflue.  Si  a  et  b  sont  des  constantes 
données ,  et  qu'on  ait ,  par  exemple , 

L''  =  «L  +  bU, 

chacune  des  trois  premières  équations  (2)  n'ajou- 
tera rien  aux  conditions  exprimées  par  les  deux  au- 
tres, et,  conséquemment,  l'une  des  trois  inconnues 
A ,  A^,  A'',  devra  rester  indéterminée.  C'est  effecti- 
vement ce  qui  aura  lieu;  car  si  l'on  fait 

A  -+•  aX'  =  /^ ,     A'  +  b>^'  =:  fx\ 

ces  trois  inconnues  se  réduiront,  dans  les  équa- 
tions (4)>  ^^x  deux  quantités  f/.  et  jjtf,  qui  pour- 
ront seules  être  déterminées  au  moyen  de  ces  équa- 
tions, et  dont  on  pourra  seulement  déduire  les  valeurs 
de  deux  des  trois  quantités  A,  A',  A". 

Si  le  point  matériel  m  est  assujetti  à  rester  à  des 
distances  constantes  et  données  de  trois  points  fixes 
A,  A',  A''  {^g,  28),  sa  position  sera  complètement 
déterminée  ;  ses  coordonnées  auront  donc  des  va- 
leurs constantes  ;  et  les  trois  premières  équations  (4) 
se  réduiront  à  des  équations  d'équilibre ,  qui  déter- 
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mineront  les  tensions  des  fils  Am ,  A'm,  A'^ttz,  par 
lesquels  le  mobile  m  sera  attache  aux  trois  points 
fixes.  Si  ce  point  matériel  est  assujetti  à  demeurer  à 
une  distance  constante  d'un  quatrième  point  fixe  A% 
l'une  des  quatre  distances  Am,  A'/tz,  A"jny  A"hn,  sera 
de'terminëe  d'après  les  trois  autres  ;  l'une  des  quatre 
conditions  données  étant  ainsi  une  suite  de  trois 
d'entre  elles ,  la  tension  de  l'un  des  quatre  fils  Ain , 
A'/?z,  M'm,  A"'my  demeurera  indéterminée,  d'après 
ce  qu'on  vient  de  dire,  et  conformément  à  ce  qu'on 
avait  dit  déjà  dans  le  n°  292.  Appelons,  en  effet,  Z, 
/',  1!',  l"\  les  quatre  distances  données;  désignons  par 
a,  b ,  c,  les  trois  coordonnées  de  A,  par  a%  b\  c'^ 
celles  de  A^,  etc.  ;  nous  aurons 


L  =\/{x—  ay  +  {j—by  +  {z-'cY—l  =0, 


L'  =  VV  —  a'T  +  {j—  ^74-(2-»  c'Y-^V  =0, 


1;'=  \/{x  —  a!'y'\'{j—hy-\-(z—d';-^r=o , 

L^''=  s/ [oc  —o!^y+  (j  —  b'J-\-{z^^:^*'^  l'>"=o , 

pour  les  équations  (2)  ;  et  si  l'on  représente  par  a , 
C,  y,  des  valeurs  constantes  de  x,  j-,  z,  qui  satisfont 
à  ces  quatre  équations,  on  aura 

A+— ^— +  — y— H j, 1 j^, =  0, 

mlj^ _ 1 -^ j _^_- j —  o, 

pour  les  équations  (4),  qui  laisseront  indéterminée 

2,  26 


m 


m 
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lune  des  quatre  quantités  A,  A',  A",  X"%  lesquelles 
sont ,  comme  on  l'a  dit  dans  le  n*  345 ,  les  tensions 
des  fds  A/72,  Mm,  M'm,  A'"m,  Mais,  quelque  peu  ex- 
tensibles que  soient  ces  fils ,  si  l'on  a  égard  à  cette 
circonstance  physique ,  le  point  matériel  m  fera  de 
petites  vibrations,  qui  seront  complètement  déter- 
minées, ainsi  que  les  tensions  des  quatre  fils,  à  cha- 
que instant. 

554.  Pour  le  faire  voir,  supposons,  pour  fixer  les 
idées,  que  la  force  qui  agit  sur  le  point  m  soit  la  pe- 
santeur,  que  nous  représenterons  par  g.  En  prenant 
l'axe  des  z  vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  cette  force, 
ses  trois  composantes  seront X  =  o,  Y  =  o,  Z=g. 
Appelons  g,  fe',  e",  e'",  les  extensions  que  les  quatre 
fils  l,  /',  Z",  P,  éprouveraient  si  le  poids  mg  était  sus- 
pendu verticalement  a  leur  extrémité  inférieure  ; 
soient  ^^  ^',  ^",  Ç'",  les  extensions  de  ces  mêmes  fils 
au  bout  du  temps  t ,  pendant  le  mouvement  ;  leurs 
tensions  au  même  instant  auront  pour  valeurs  (n*  288) 

^mÇ         g'mÇ'        gmt,"         gmt,"' 

—^>  -7-,  ^o        ,  .       ' 

Le  mobile  m  n'étant  plus  assujetti  à  demeurer  à  des 
distances  constantes  de  A,  A',  A'',  A!"^  on  devra  sup- 
primer les  termes  des  équations  (4) ,  qni  ont  A ,  A', 
a'',  a'",  pour  facteurs,  et  qui  provenaient  de  ces  con- 
ditions; mais,  d'un  autre  côté,  il  faudra  joindre  au 
poids  de  ce  point  matériel  les  quatre  forces  précé- 
dentes, dirigées  de  m  vers  A,  de  zw  vers  A',  de  m  vers 
A",  de  m  vers  A'''  ;  ce  qui  revient  à  substituer ,  dans 
les  équations  (4) ,  les  valeurs  précédentes  de  L ,  L', 
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L",  h'",  en  y  faisant ,  en  même  temps, 


-^ — >    ^ — -f 9    A  —       j, — ,    A    = 5 — . 


Au  bout  du  temps  t^  soient  aussi 

a,  S  y  y  y  e'tant  les  mêmes  constantes  que  précédem- 
ment, et  u,  ^> ,  w,  des  variables  très  petites,  dont 
nous  négligerons  les  carrés  et  les  produits  ;  il  en  ré- 
sultera 

Ç  =  I  [(*  _  «)«  +  (g  _  Z.)  ^  +  (3.  _  c)w], 

C  =  T  [(«  ~a')u+{e  -  b') v  +  {y-  c')w], 

r=  p[(*  -«")«  +  (S  -  6")''  +  (>-  -c>], 

et,  relativement  à  ces  inconnues  w,  v ,  Wy  les  équa- 
tions (4)  seront  linéaires ,  et  se  réduiront  à 

ji^"^^L  i^  "^  ^'ê'  "^  /"é"  "*"  /v  J~°' 
ji=»  "^^L    ^6     '     l't'    "*"    /v    "^     z'v   J"^  ' 

dH^       r(y-c):      (y-c-)g^      (y-cO;^^  ,  (y-Orn_ 

Leurs  intégrales  s'obtiendront  par  les  règles  ordi- 
naires ;  elles  renfermeront  six  constantes  arbitraires , 
que  l'on  déterminera  de  manière  qu'à  l'origine  du 
mouvement  les  fîls  A  772,  A^m,  A''m,  A^"?n,  aient  leurs 

26.. 
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longueurs  naturelles  Z,  Z',  l",  V",  et  que  la  vitesse 

initiale  de  m  soit  zéro,  c'est-à-dire,  de  manière  que 

,         .  .    ,  du     dv     dw  .       .         11 

les  SIX  quantités  ^^^  ^  •> '^  ^  "T  >  li  y  ~j:^  soient  nulles 

quand  ^  =  o.  Cela  fait,  ces  intégrales  feront  connaî- 
tre, à  un  instant  quelconque,  les  valeurs  de  UyS>yW, 
ou  la  position  du  point  m  ;  et  les  extensions  Ç , 
Ç'?  C''?  Ç'^î  ^^^  quatre  fils,  ainsi  que  leurs  tensions 
au  même  instant,  seront  aussi  déterminées.  La  même 
analyse  peut  facilement  s'étendre  au  cas  où  le  point 
m  serait  ret«enu  par  cinq  ou  un  plus  grand  nombre 
de  fils  attachés  à  des  points  fixes. 

Si  l'on  suppose  nulles  les  quantités  u ,  v  ^  w ,  et 
qu'on  supprimes,  en  conséquence,  les  premiers  termes 
des  trois  dernières  des  sept  équations  précédentes^ 
les  valeurs  de  Uy  v ,  w ,  ^,  Ç",  f'',  l^'",  qu'on  déduira 
de  ces  sept  équations ,  répondront  à  l'état  d'équilibre 
du  poids  de  m  et  des  quatre  fils  de  suspension. 

555.  JNous  avons  expliqué,  dans  le  n*  355 ,  com- 
ment le  principe  de  D'Alembert  a  aussi  lieu  dans  le 
cas  d'un  changement  brusque  de  vitesse ,  résultant  de 
ce  que  des  forces  qu'on  nomme  impulsions  ou  per- 
cussions ^  agissent  sur  les  mobiles  avec  de  grandes 
intensités,  pendant  des  intervalles  de  temps  extrê- 
mement petits,  et  leur  impriment  des  vitesses  qui 
peuvent  être  très  grandes,  sans  que  les  points  de  ces 
corps  soient  déplacés  sensiblement.  L'équation  four- 
nie par  la  combinaison  de  ce  principe  avec  celui  des 
vitesses  virtuelles ,  s'appliquera  donc  également  à  ces 
sortes  de  cas.  Ainsi ,  supposons  que  des  forces  de  ce 
genre  soient  appliquées  simultanément  aux  points 
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matériels  m,  m',  rri' y  etc.,  du  système  que  nous  con- 
sidérons. Désignons  par  A  ,  B,  C,  les  vitesses  données 
et  parallèles  aux  axes  des  coordonnées,  que  ces  forces 
imprimeraient  au  point  m  s'il  était  libre,  et  par  a, 
Z>,  c  y  les  vitesses  inconnues  qu'il  prendra  réellement, 
suivant  ces  mêmes  directions.  Appelons  A' ,  B',  C, 
a  y  y ,  c' ,  les  quantités  homologues  relativement  au 
.point  m'  '^  A",  B'',  C'^,  a'',  b^',  c",  celles  qui  répondent 
au  point  m!'  ;  etc.  Les  quantités  de  riiouvemetit  per- 
dues suivant  les  directions  des  coordonnées  seront 

772  (A  —  a),     77Z  (B  —  b)  y     7n(C  —  c), 

pour  le  point  77z,  et  de  même  pour  tous  les  autres; 
par  conséquent ,  si  l'on  applique  à  ce  système  de 
forces  l'équation  (e)  du  n^  541,  on  aura 

2;7^^[(A— ^)cr^  +  (B— Z^)jy4-(C  — c)crz]  =  o;   (5) 

la  somme  2  s'étendant  à  tous  les  points  du  système , 
et  S'x ,  S^jf  é^z,  étant  les  accroissemens  qu'on  attribue 
aux  coordonnées  du  point  quelconque  m. 

Si  les  liaisons  des  points  du  système  sont  toujours 
exprimées  par  les  équations  (2) ,  il  faudra  que  S'jc , 
<^Jf  cTz,  et  les  accroissemens  Sx,  Sf ,  Sz' ^  Sx^' ,  etc., 
des  coordonnées  des  autres  points  77z',  wl' ,  etc. ,  satis- 
fassent aux  équations  (5)  ;  au  moyen  de  ces  équations, 
on  éliminera  donc  de  la  formule  (5)  une  partie  des 
quantités  Sx  y  Jj,  etc.;  puis  on  égalera  à  zéro  les 
coefficiens  des  quantités  restantes.  En  employant , 
comme  plus  haut,  la  méthode  des  facteurs  indéter- 
minés, leurs  valeurs  feront  connaître  les  percussions 
cju'éprouveront  les  liens  matériels  des  points  do  sys» 
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terne ,  par  Tefifet  d'un  changement  brusque  de  vitesse, 

et   les  percussions   normales   aux  surfaces  ou  aux 

courbes  sur  lesquelles  ces  points  sont  astreints  à  se 

mouvoir. 

536.  Lorsqu'on  voudra  appliquer  Tëquation  (5)  à 
un  changement  brusque  de  vitesse  produit  par  le 
choc  des  corps  du  système  entre  eux ,  ou  contre  des 
obstacles  fixes,  il  y  aura  plusieurs  observations  im- 
portantes à  faire. 

Soient  M  et  M'(fîg.  29)  deux  de  ces  corps  solides, 
K  leur  point  de  contact,  HKH'  la  normale  com- 
mune à  leurs  surfaces  en  ce  point.  Les  de'placemens 
des  diffërens  points  de  ces  mobiles  pendant  toute  la 
durée  du  choc,  étant  regardés  comme  insensibles, 
l'équilibre  des  quantités  de  mouvement  perdues  peut 
se  rapporter  à  tel  instant  qu'on  voudra  de  cette  du- 
rée (n**  355);  en  sorte  qu'ayant  pris  pour  A  ,  B ,  C, 
les  composantes  de  la  vitesse  d'un  point  quelconque 
au  commencement  du  choc,  on  peut  prendre,  en 
même  temps,  pour  a,  ô ,  c ,  les  composantes  de  sa 
vitesse  à  un  instant  quelconque  de  ce  phénomène; 
et  les  vitesses  de  tous  les  points  du  système,  qui  va- 
rient très  rapidement  pendant  cette  durée ,  devront 
toujours  satisfaire  aux  conditions  de  cet  équilibre. 
Mais  pour  que  ces  conditions  soient  exprimées  par 
l'équation  des  vitesses  virtuelles ,  il  faut  que  les  dé- 
placemens  infiniment  petits  qu'on  attribue  aux  points 
du  système ,  soient  compatibles  avec  sa  nature  et  avec 
la  disposition  relative  de  ses  parties  à  l'instant  que  l'on 
considère;  et,- de  plus,  il  est  nécessaire  que  la  même 
chose  ait  lieu  à  l'égard  des  dépîacemens  directement 
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contraires  (n°  55 1).  Ainsi,  par  exemple,  si  un  point 
matériel  en  équilibre  est  posé  sur  ia  surface  d'un 
corps  solide,  contre  lequel  il  s'appuie,  ce  point  peut 
se  mouvoir  en  tous  sens  sur  le  plan  tangent  à  cette 
surface,  et  dans  un  sens  seulement  sur  la  normale. 
Cela  étant,  l'équation  des  vitesses  virtuelles  a  lieu 
pour  tous  les  déplacemens  tangentiels ,  parce  que  les 
déplacemens  opposés  sont  également  possibles;  mais 
elle  ne  subsiste  pas  pour  le  déplacement  normal  ,  à 
cause  de  l'impossibilité  du  déplacement  contraire. 

Il  résulte  de  cette  observation  que  si  l'on  veut  ap- 
pliquer l'équation  (5)  à  une  époque  déterminée  de  la 
durée  du  choc,  et  que  //,  et  fji!  soient,  à  cet  instant, 
les  points  matériels  de  M  et  M'  qui  répondent  au 
point  de  contact  K ,  ou  pourra  attribuer  à  ^  et  />t'  des 
déplacemens  infiniment  petits,  tout-à-fait  arbitraires 
et  indépendans  l'un  de  l'autre,  suivant  le  plan  tan- 
gent en  K;  mais  les  déplacemens  de  />t  et  }ju  suivant  la 
normale,  devront  être  égaux  et  dirigés  suivant  la 
même  partie  KH  ou  KH'  de  cette  droite  ;  car  s'ils 
étaient  inégaux ,  ou  qu'ils  n'eussent  pas  lieu  dans  un 
même  sens,  ces  déplacemens  ou  les  déplacemens 
contraires  des  points  ^  et  [jt! ^  seraient  impossibles,  et 
l'équation  (5)  ne  leur  serait  point  applicable.  C'est 
faute  d'avoir  fait  attention  à  cette  condition  essen^. 
tielle ,  que  quelques  auteurs  ont  mal  interprété  l'é- 
quation dont  il  s'agit. 

Si  un  troisième  corps  solide  M"  touche  M' au  point 
K',  où  la  normale  commune  à  leurs  surfaces  est  la 
droite  LK/L',  et  que  iv!  et  ni'  soient  les  points  maté^ 
liels  de  W  et  M"  qui  répondront  à  K';  à  l'instant  que 
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l'on  considère  pendant  la  durée  du  choc ,  il  faudra 
aussi  que  les  de'placemens  infiniment  petits,  attribues 
à  zTz'et  772"  suivant  cette  normale,  soient  égaux  et  de 
même  sens  dans  i'e'quation  (5)  ;  et  de  même  pour  tous 
les  points  de  contact  des  corps  du  système  ,  lorsque 
plusieurs  d'entre  eux  viennent  se  choquer  simultané- 
ment. Dans  le  cas  du  choc  d'un  de  ces  corps  contre 
lin  obstacle  fixe,  le  déplacement  normal  du  point  de 
contact  devra  être  supposé  nul,  puisqu'il  ne  serait  pas 
possible  dans  le  sens  opposé. 

557.  Quand  les  deux  mobiles  M  et  M' glisseront 
l'un  sur  l'autre  pendant  la  durée  du  choc,  il  faudra 
avoir  égard,  dans  l'équation  (5),  au  frottement  qui 
en  résultera ,  et  qui  pourra  être  très  considérable , 
comme  on  l'a  dit  dans  le  n°  555. 

La  quantité  de  mouvement  infiniment  petite  que 
cette  force  enlèvera,  pendant  chaque  instant,  aux 
deux  mobiles  M  et  M',  en  sens  contraire  des  vitesses 
des  points  matériels  jW  et  fx'  qui  répondent  au  point 
de  contact  K ,  sera  proportionnelle  à  celle  que  M  aura 
communiquée  à  M'  suivant  KH^,  ou  M'  à  M  suivant 
KH  ,  pendant  le  même  instant.  Donc ,  en  supposant 
que  le  frottement  conserve  la  même  direction ,  pour 
chaque  mobile ,  pendant  toute  la  durée  du  choc ,  et 
qu'on  représente  par  U  la  quantité  finie  de  mou- 
vement communiquée  par  un  mobile  à  l'autre,  sui- 
vant les  parties  KH  ou  KH'  de  la  normale,  pendant 
cette  même  durée,  le  frottement  total  pourra  être 
représenté  par  f\]  ;  f  étant  un  coefficient  qui  ne  dé- 
pendra que  de  la  nature  des  deux  corps  près  de  leur 
point  de  contact.  Cette  force  devra  être  appliquée  à  M 
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en  sens  contraire  du  glissement  de  u  ,  et  a  W  en 
sens  contraire  du  glissement  de  f.t'.  En  supposant 
donc  que  ces  mouveraens  aient  lieu  suivant  les  deux 
parties  KF  et  KF'  d'une  tangente  FKF'  aux  deux 
mobiles  ,  et  qu'on  représente  par  p  et  p'  les  pro- 
jections sur  cette  droite  ,  des  dëplacemens  infiniment 
petits  attribués ,  dans  l'équation  (5) ,  aux  points  /a 
et  juff,  on  aura 

-fv(p  +  p'), 

pour  le  terme  qu'il  faudra  ajouter  au  premier  mem^ 
bre  de  cette  équation,  à  raison  du  frottement  que 
nous  considérons  :  la  quantité  p  est  positive  ou 
négative  ,  selon  que  cette  projection  tombera  sur 
la  direction  KF  du  mouvement  de  /Lt  ou  sur  son 
prolongement  KF',  et  de  même  la  projection  p'  sera 
positive  ou  négative,  suivant  qu'elle  tombera  sur 
KF'ousurKF/ 

On  introduira  de  semblables  termes  dans  l'équa- 
tion (5),  pour  tous  les  points  dans  lesquels  deux  des 
corps  du  système  viendront  se  choquer.  La  considé- 
ration de  ces  termes  est  nécessaire  dans  la  pratique  ; 
l'exemple  du  n°  477  suffit  pour  montrer  l'influence 
que  ces  termes,  ou  les  frottemens  dont  ils  provien- 
nent ,  peuvent  avoir  sur  les  percussions  ;  mais  on 
en  fait  abstraction  lorsqu'il  s'agit  des  théorèmes  gé- 
néraux sur  le  choc  des  corps  ;  et ,  dans  la  suite , 
nous  les  supposerons  nuls  ou  insensibles. 

On  néglige  aussi  les  quantités  de  mouvement  pro- 
duites par  le  poids  des  mobiles  pendant  la  durée  du 
choc,   attendu  que  ces  quantités  sont  propqï*tion« 


4io  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

nellesà  cette  durée,  et,  conséquemment ,  insensibles. 
Quant  aux  quantités  de  mouvement  produites  par  les 
attractions  moléculaires  qui  se  développent  pendant 
le  choc ,  soit  d^un  corps  à  un  autre,  quand  la  distance 
de  leur  surface  est  devenue  insensible ,  soit  dans  l'in- 
térieur de  chaque  corps ,  à  raison  des  compressions 
ou  dilatations  qu'il  éprouve  ,  on  en  a  déjà  tenu 
compte  dans  l'équation  (5) ,  et  leurs  composantes  to- 
tales sont  précisément  les  quantités  qui  ont  été  re- 
présentées par  mk ,  ztzB  ,  mQ ,  pour  le  point  quel- 
conque m, 

538.  Lorsqu'un  système  de  points  matériels  est 
entièrement  libre  dans  l'espace,  de  sorte  que  les 
équations  (2)  qui  expriment  leur  liaison,  ne  contien- 
nent que  les  distances  mutuelles  de  ces  points ,  dont 
aucun  n'est  supposé  fîxe^  ou  assujetti  à  demeurer  sur 
une  surface  ou  sur  une  courbe  donnée ,  on  peut  dé- 
composer le  mouvement  d'un  tel  système  dans  l'es- 
pace, comme  nous  l'avons  fait  précédemment  pour  un 
corps  solide  entièrement  libre  (n°  45^)>  ^^  deux  mou- 
vemens  plus  simples  :  l'un  de  translation,  commun  à 
tous  les  points  du  système,  et  qui  sera  celui  de  son 
centre  de  gravité  ;  l'autre  de  rotation  autour  de  ce 
centre.  Nous  allons  déduire  successivement  de  la 
formule  (1)  les  équations  différentielles  de  ces  deux 
mouvemens. 

D'après  la  nature  du  système ,  il  est  évident  qu'on 
peut  déplacer  à  la  fois  tous  ses  points  d'une  même 
quantité ,  suivant  une  même  direction  quelconque. 
Supposons  que  et,  €,  y^  expriment  les  projections  de 
ce  déplacement  commun  sur  les  trois  axes  des  coor~ 
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données  ;  on  aura  alors 

a  =  «Ar  =  ^x'  =  Sx'\     etc., 

^=  jy  =  jy'  =  cTy,   etc., 

y  x=z  S'z  =  S'z'  z=::  J'jz",     etc.  ; 
Fëquation  (i)  deviendra  donc 

«2.(x_^f)+C2,«(Y-S:)+,2.(Z-g)=o; 

et  comme  les  trois  quantités  a,  ê,  y  y  sont  indépen- 
dantes entre  elles,  cette  équation  se  décomposera  en 
celles-ci  : 

2 m~  =2/7zX,  277Z ^  =  2mY,  ^m ^  =  S/wZ.  (6) 

Or,  si  Ton  appelle  x^,  j*, ,  J3, ,  les  trois  coordon-» 
nées  du  centre  de  gravité  du  système ,  on  aura 

x^'2mz=z1inxy  ^,2/72=:=  2 /?2/,  z^1m:=:1mz; 

d'où  Ton  déduit 

-ri  2/72  =  2/7Z  — -~  , 
rf'z,  _  _.       d'z 

^2«  =  2,«^j 


par  conséquent,  on  aura 

^2m=2mX,Ç'2m=2mY,  g.'277z=2,«Z,  (7) 
pour  les  équations  différentielles  du  mouvement  du 
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centre  de  gravité,  qui  sera  le  mouvement  de  trans- 
lation du  système.  Elles  montrent  que  le  centre  de 
gravité  de  fout  système  entièrement  libre,  est  le 
même  que  si  les  masses  de  tous  les  mobiles  y  étaient 
réunies,  et  que  leurs  forces  motrices  y  fussent  trans- 
portées parallèlement  à  leurs  directions,  comme  dans 
le  cas  d'un  seul  corps  solide  (  n°  438  ). 
,,  Si,  parmi  les  points  m,  m',  m^'^  etc.  ,  il  yen  avait 
qui  fussent  assujettis  à  se  mouvoir  sur  des  surfaces 
données,  les  équations  (6)  et  (7)  pourraient  encore 
subsister,  en  joignant  aux  forces  données  ,  d'autres 
forces  inconnues  en  grandeur,  perpendiculaires  à  ces 
surfaces,  et  qui  exprimeraient  leurs  résistances;  ce  qui 
permettrait  ensuite  de  faire  abstraction  des  surfaces 
données,  et  de  considérer  les  points  m,  ni\  in!',  etc., 
comme  appartenant  à  un  système  entièrement  libre. 
559.  La  nature  d'un  tel  système  permet  aussi  de 
faire  tourner  à  la  fois  tous  ses  points  autour,  d'un 
même  axe,  et  d'une  même  quantité  angulaire,  de 
manière  que  leurs  distances  mutuelles  ne  varient  pas. 
Supposons  que  cette  droite  passe  par  l'origine  des 
coordonnées.  Soient  A,  //-,  y,  les  angles  que  fait  sa 
direction  arbitraire  avec  les  axes  des  oc^  j,  z;  si  nous 
faisons  pour  un  moment 

J^x»  +  S'Y''  +  h''  =  h\ 

les  cosinus  des  angles  que  fait  la  direction  du  dépla- 
cement de  m,  avec  des  parallèles  aux  trois  axes,  me- 

,  ,  -  .  ^'x    ^r    ^z 

nées  par  ce  point,  seront  t-  »  -r- ,  y;  et  comme  cette 

direction  est  comprise  dans  un  plan  perpendiculaire 
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à  l'axe  de  ix)tation ,  il  faudra  qu'on  ait 

-j-  cos  ^  -h  -j  cos  f^-  -h-  -j  cos  V  ^=o. 

De  plus ,  l'axe  de  rotation  passant  par  l'origine  des 
coordonnées ,  la  quantité  ^*  +  j**  +  z*  ne  variera  pas 
pendant  le  déplacement  de  m  ;  on  aura  donc  aussi 

xé'jc  +  jj'j  +  zj'z  =  o; 

el  l'on  tire  sans   difficulté ,  de  ces  deux  dernières 
équations , 

^z   =  (j  cos  A  —  oc  cos  ^  )  g ,    ) 

jy  =  (jc  cos  j^  —  2-  cos  à)  e,    ?  (8) 

J^oc  =  (  jz.  cos  /w  —  j  cos  V  )  é  ;    ) 

e  étant  un  facteur  indéterminé.  On  aura  de  même 

cTz'  =  (j  cos  A  —  x'  cos  fji  )  é', 
jy  /  ::::^  Ç^'  COS  J^  —  z'  COS  A  )  é', 
J^x'  ==  (  2'  coSjW  —  7'  cos  j^  )  é'; 

e'  étant  aussi  un  facteur  indéterminé  qui  devra  être 
égal  à  fc,  pour  que  le  mouvement  de  rotation  soit  le 
même  pour  m  et  pour  7n\  et  que  la  distance  de  ces 
deux  points  ne  varie  pas.  En  effet,  le  carré  de  cette 
distance  étant  {x  —  ^'Y  -hij  — j'  /  +  (  z  —  z'  )% 
et  les  formules  précédentes  rendant  déjà  constantes 
les  deux  parties  x''-^j*-\'Z''  et  .r'*+j-'"+z'*  de  cette 
quantité  ,  il  faut  que  la  variation  de  œœ'  +Jj'  +  zz^ 
soit  aussi  nulle  ;  d'oii  il  résulte 

xSx  4-  f^r  "f  z'^z  4-  xSx'  +jS:y  +  zS't!  =  o; 
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ou  bien,  en  mettant  pour  cTx,  S'x^  etc.,  leurs  va- 
leurs, 

[(^y  —  j'x)  COS  V  +  (z/x X'z)  COS  /A 

+  (  j'^  —  Z>*  )  COS  A  ]  (  6  —  6'  )  =  O  ; 

équation  qui  ne  peut  subsister  pour  tous  les  points 
du  système ,  qu'autant  qu'on  aura  e'  =  e. 

Je  substitue  les  formules  (8)  à  la  place  de  cTx,  S'jj 
^z  f  dans  l'équation  (i).  En  observant  que  6,  cos  A, 
COS  fJi ,  cos  V ,  sont  des  quantités  communes  à  tous  les 
points  du  système,  il  vient 

.cos.2.[.(ï-Y)-^(|-X)] 
+ÉCOS  i^^m  [_z  (g  -  X)  ^  x(g  -  Z)] 

et  à  cause  que  les  coefficiens  des  sommes  2  sont  trois 
quantités  indépendantes  entre  elles,  cette  équation  se 
décomposera  en  trois  autres,  savoir  : 

2m(^^-^g)=2m(^X-a.Z),(     (9) 

lesquelles  équations  seront  celles  du  mouvement  de 
rotation  d'un  système  entièrement  libre,  autour  d'un 
point  fixe  qu'on  peut  prendre  arbitrairement,  et  où 
l'on  placera  l'origine  des  coordonnées.  Ces  équations 
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subsisteront  encore ,  lorsque  tous  les  points  m ,  m\ 
iïil',  etc.,  ou  une  partie  d'entre  eux,  seront  assujettis 
à  rester  à  des  distances  données  de  cette  origine , 
puisque  les  valeurs  de  S'cc ,  ^x\  etc. ,  dont  on  a  fait 
usage,  satisfont  à  cette  condition. 

Si  le  système  se  réduit  à  un  seul  point,  le  mouve- 
ment de  rotation  ne  se  distinguera  pas  du  mouvement 
de  translation  ;  les  équations  (9)  ne  seront  effective- 
ment qu'une  combinaison  des  équations  (6)  ;  et  l'on 
voit,  de  plus  ,  que  chacune  d'elles  sera  une  suite  des 
deux  autres;  car  en  supposant  que  le  système  se  ré- 
duise au  point  m ,  et  ajoutant  les  équations  (9)  après 
les  avoir  multipliées  par  2; ,  ^,  x ,  il  en  résultera  une 
équation  identique. 

Au  lieu  de  faire  tourner  le  système  autour  d  un 
axe  quelconque ,  pour  obtenir  à  la  fois  les  trois  équa- 
tions (9),  on  obtiendrait  plus  simplement  chacune 
d'elles,  en  faisant  coïncider  cette  droite ,  comme  dans 
le  n®  540,  avec  Fun  des  axes  des  coordonnées;  mais 
le  calcul  précédent  a  l'avantage  de  montrer  que  la 
considération  d'un  mouvement  autour  d'un  axe  quel- 
conque ne  peut  donner  que  les  trois  équations  (9) , 
de  même  que  la  considération  d'un  mouvement  pa- 
rallèle à  un  axe  quelconque  ne  peut  donner  que  \q^ 
trois  équations  (6). 

S'il  y  a,  dans  le  système ,  un  axe  fixe ,  et  qu'on  le 
prenne  pour  celui  des  z,  par  exemple,  la  première 
équation  (9)  subsistera  seule ,  et  sera  celle  du  mou- 
vement de  rotation  autour  d'un  axe  ûxe ,  comme 
dans  le  cas  d'un  corps  solide  (  n°  591  ). 

540.  Dans  le  cas  d'un  système  entièrement  libre,  où 
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les  équations  (6)  et  (9)  ont  lieu  simultanément ,  trans- 
portons 1  origine  des  coordonnées  au  point  du  sys- 
tème dont  les  coordonnées  variables  seront  repré- 
sentées par  X, ,  J,y  z,,  relativement  à  la  première 
origine;  et  faisons ,  pour  cela, 

jc'  =  x,-\'x/,    y^jr.-hy/,     z'  =  z,'jrz/, 
etc.; 

en  sorte  que  x^,  j,,  z.,  x^,  j^,  zl ,  etc.  ^  soient 
les  coordonnées  de  m,  m\  etc.,  rapportées  à  la  nou- 
velle origine.  La  première  équation  (9)  pourra  d'a- 
bord s'écrire  ainsi  : 

les  termes  multipliés  par  x^  et  jr,  se  détruisent,  en 
vertu  des  deux  premières  équations  (6);  et  en  ache- 
vant la  substitution  des  valeurs  précédentes  de  x, 
x^  etc. ,  dans  la  partie  restante  du  premier  membre , 


on  aura 


-^^^mx-  -^ ^mj,  +  ^m{x,-^-j,-^) 

quelle  que  soit  l'origine  mobile  des  coordonnées.  Mais 
si  ce  point  est  le  centre  de  gravité  du  système ,  les 
sommes  "^mx^  et  Sztzj"^  seront  nulles  ;  par  conséquent, 

d  ''OC         d^  y  1' 

les  termes  multipliés  par  -—-  ^^dF  *    disparaîtront 
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encore  comme  ceux  qui  avaient  jr»  et  ;^,  pour  facteurs; 
ce  qui  simplifiera  Tëquation  précédente.  En  faisant 
des  réductions  semblables  sur  les  deux  autres  équa- 
tions (9) ,  nous  aurons 

pour  les  trois  équations  du  mouvement  de  rotation 
du  système  autour  de  son  centre  de  gravité.  En  les 
comparant  aux  équations  (9) ,  on  voit  que  ce  mouve- 
ment sera  le  même  que  si  le  centre  de  gravité  était 
un  point  iixe ,  et  que  les  forces  données,  qui  agissent 
sur  tous  les  points  du  système,  ne  fussent  pas  chan- 
gées; propriété  qui  n'appartient  qu'eau  centre  de  gra- 
vité, et  que  nous  avions  déjà  trouvée  (n*  4^^)  àain^ 
le  cas  d'un  corps  solide  entièrement  libre. 

54 T .  Si  l'on  donne  aux  quantités  ^x,  jy,  etc.,  que 
renferme  l'équation  (5),  les  mêmes  valeurs  que  dans 
le  n°  538,  on  en  déduira 

1ina-=i1mA,  2,mb  =  XmB,  S/tzc  =  2772C  ;     (11) 

ce  qui  montre  que  dans  les  changemens  brusques  de 
vitesse,  la  somme  des  quantités  de  mouvement  de 
tous  les  points  d  un  système  entièrement  libre  de- 
meure la  même  ,  parallèlement  à  chaque  axe  desr 
coordonnées,  et,  par  conséquent,  suivant  une  di- 
rection quelconque.  Il  en  résulte  aussi  que  la  gran- 
deur et  la  direction  de  la  vitesse  du  centre  de  gra- 
2.  .  ^7      , 


4i8  TKAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

vite  ne  changent  pas  non  plus  ;  car  les  composantes 
de  cette  vitesse,  avant  et  après  le  changement  brus- 
que, sont  les  deux  membres  de  chacune  des  équa- 
tions (il),  divises  par  la  masse  totale  Sztz.  Ainsi, 
dans  le  choc  de  deux  ou  d'un  plus  grand  nombre 
de  corps,  de  nature  et  de  forme  quelconques,  la 
vitesse  de  leur  centre  de  gravité  et  la  quantité  to- 
tale de  mouvement  suivant  chaque  direction,  n'é- 
prouvent jamais  aucun  changement,  comme  nous 
l'avons  déjà  vu  dans  un  cas  particulier  (n^*  364). 

Si  a,  b,  c ,  a',  b\  c%  etc.,  sont  les  composantes 
des  vitesses  initiales  de  77z,  m',  etc.  ,  et  A,  B,  C, 
A',  B',  C,  etc.,  les  composantes  des  vitesses  qui 
kur  seraient  imprimées  d'une  manière  quelconque  à 
l'origine  du  mouvement,  si  ces  points  matériels 
étaient  isolés,  on  aura 

^  1m  =  Ima ,       ^Imz^i'Zmb ,    ~  1m  =,  Imc  ^ 

et,  par  conséquent, 

^  1m  =  Imk ,     ^'  2^^  =  2:7wB,    ^'  1m  =  2mC  , 

pour  tz=-0',  équations  qui  feront  connaître  les  com- 
posantes de  la  vitesse  initiale  du  centre  de  gravité , 
d'après  les  vitesses  données  A ,  A',  etc. ,  ou  seulement 
d'après  la  somme  totale  des  quantités  de  mouvement 
communiquées  au  système  parallèlement  aux  trois 
axes  des  coordonnées. 

Je  mets  encore  dans  l'équation  (5)  les  formules  {fi\ 
à  la  place  de  cT.a^,  Sj,  Szy  et  j'en  conclus 
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2m  [xb  — ja)  =  2m  {œh  —  j-A) ,    ) 

1m  {za  —  œc)  =  1m  {zk  —  xC) ,    >    (i ^  ) 

1m  {je  —  zb)  =  1m  {jC  —  zB)  ;    ; 

ce  qui  fait  voir  que ,  dans  les  changemens  brusques 
de  vitesse,  les  momens  des  quantités  de  mouvement 
de  tous  les  points  d'un  système  entièrement  libre 
restent  les  mêmes,  par  rapport  à  un  axe  quelconque; 
théorème  qui  subsiste  encore^  lorsque  le  système  ren- 
ferme un  ou  plusieurs  points  fixes,  pourvu  que  ces 
points  appartiennent  à  Taxe  des  momens. 

En  supposant  que  ces  équations  (12)  répondent  à 
Forigine  du  mouvement,  de  sorte  qu'on  ait 

dx  __^  dy j  dz 

—      a  y      2j  —^    >      ^       c  ^ 

pour  t=zo,  et  en  transportant,  comme  dans  le  nu- 
méro précédent ,  l'origine  des  coordonnées  au  centre 
de  gravité  du  système,  qu'on  suppose  entièrement 
libre,  on  changera  ces  équations  en  celle-ci  : 

dans  lesquelles  x^,'jr^,  z^,  sont  les  coordonnées  du 
point  quelconque  m ,  relativement  à  la  nouvelle  ori- 
gine. Ces  équations  seront  celles  du  mouvement  ini- 
tial du  système  autour  de  son  centre  de  gravité  ;  et, 
comme  elles  ne  renferment  pas  les  composantes  dé  la 

27.. 


4^0  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

vitesse  de  ce  point ,  il  s'ensuit  que  ce  mouvement  de 
rotation  sera  le  même  que  si  le  centre  de  gravité 
était  un  point  fixe,  et  que  les  vitesses  données  A, 
A',  etc. ,  qui  sont  comprises  dans  les  seconds  mem- 
bres, ne  fussent  pas  changées;  résultat  conforme  à  ce- 
lui que  nous  avons  déjà  trouvé ,  d'une  autre  manière, 
pour  le  cas  d'un  corps  solide  (n®  4^0) • 

542.  Nous  ferons  remarquer  que  les  équations  (11) 
et  (12)  peuvent  se  déduire  des  équations  (6)  et  (9), 
en  supposant,  dans  celles-ci,  que  77zX,  mY,  mZ  , 
/Tz'X',  772'Y',  77z'Z',  ctc. ,  soiGut  Ics  composautcs  de 
forces  motrices  agissant  sur  les  points  m,  m\  etc., 
avec  une  grande  intensité ,  et  susceptibles  de  produire 
pendant  un  très  court  intervalle  de  temps,  que  nous 
représenterons  par  fl,  des  quantités  de  mouvement 
données  772A,  ttzB,  ttzC,  m'Pi! ,  jnfB',  7n'C\  etc. 

En  effets  d'après  cela ,  on  aura 

j^^xdt=x,  fydt=B,  fydt=:C; 

et  si  les  points  du  système  sont  en  repos  au  commen- 
cement du  temps  fi ,  et  que  a,  b ,  c ,  a\  b' ,  c\  etc.  , 
soient  les  composantes  de  leurs  vitesses  à  la  fin  de  cet 
intervalle  de  temps ,  on  aura  aussi 

pour  le  point  quelconque  772. 

Or,  en  multipliait  la  première  équation  (6)  par  dt^ 
et  intégrant  ensuite  ses  deux  membres  depuis  ^  =  o 
jusqua  iÇ  =  fl,  on  a 
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ce  qui  coïncide,  diaprés  ce  qui  précède >  avec  la  pre- 
mière équation  (11);  et  de  même  pour  les  deux  au- 
tres équations  (6)  et  (11). 

De  plus,  si  Ton  fait  abstraction  des  déplacemens 
des  points  m,  m',  m!',  etc.,  pendant  le  temps  6,  et 
que  Ton  considère ,  en  conséquence ,  leurs  coordon- 
nées comme  constantes  pendant  l'action  des  forces, 
données ,  on  déduira  de  la  première  équation  (9) 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  la  première  équa- 
tion (12),  en  vertu  des  suppositions  précédentes;  et 
Ton  conclura  de  même  les  deux  autres  équations  (12) 
des  deux  dernières  équations  (9). 

545.  Les  accroissemens  des  coordonnées  dont  on  a 
fait  usage  dans  le  n°  559,  supposent  que  les  distances 
des  points  du  système  entre  eux  et  à  Torigine  des 
coordonnées,  sont  invariables;  leurs  expressions, 
divisées  par  dt,  doivent  donc  coïncider  avec  les  com- 
posantes de  la  vitesse,  relatives  aux  éîémens  d'un  corps 
solide,  tournant  autour  d'un  point  ûxe;  ce  qu'il  ne 
sera  pas  inutile  de  vérifier. 

Pour  cela,  soient  0^,  O7,  Oz  (fîg.  3o),  les  axes  des 
coordonnées,  et  01  l'axe  qui  répond  aux  angles  A, 
/A,  V,  du  n°  559,  autour  duquel  on  fait  tourner  le 
système   d'une  quantité  infiniment  petite.  Dans  ee^ 
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mouvement,  les  points  du  système  décrivent  des  arcs 
de  cercle  semblables ,  et  ont  tous  la  même  vitesse  an- 
gulaire; pour  la  connaître,  il  suffira  de  déterminer 
celle  d'un  point  K,  qui  se  trouvait,  par  exemple, 
sur  l'axe  Oz  au  commencement  de  l'instant  dt.  Or, 
pour  ce  point ,  on  a  x  =  o  et  jr  =  o  ;  ce  qui  réduit 
les  formules  (8)  à 

cTx  =  Zé  COS  fJL  ,      jy  = Zë  cos  A ,      cTz  =  o  ; 

la  vitesse  absolue  du  point  K  sera  donc 


v' 


>a:"+^jr*  +  <^^  Zèsmy 


dt''  "^        dt     ' 

h  cause  de  cos"  A  H-  cos*  /^  +  cos*  j^  =  i .  Sa  distance  à 

l'axe  01  est  zsinv  ;  par  conséquent ,  on  aura  j  pour 

sa  vitesse  angulaire,  qui  sera  celle  de  tout  le  sys- 
tème. 

En  la  représentant  par  &),  on  aura  donc  e  =  ù)dt; 
et  si  l'on  fait 

ftîcosA=2=p,     of  cos  fJi>  :=:  q ,     g?  cos  v  =  r , 

les  formules  (8)  deviendront 


^z 
'dt 


résultats  qui  coïncident  avec  ceux  du  n®  4^S,  en  pre- 
nant ,  dans  ceux-ci ,  les  directions  des  axes  mobiles 
Ojc  ,  Ojj,  Os^,  à  l'instant  que  l'on  considère,  pour 
celles  des  axes  fixes  et  arbitraires  Ox ,  0/,  Oz, 

On  peut  remarquer  que  si  le  plan  mOz  décrit  d'a- 
bord un  angle  J^dt  autour  de  l'axe  Oz,  et  que  le  mou- 
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vement  ait  lieu  de  Ox  vers  0^,  ou  dans  le  sens  indi- 
qué par  la  flèche  s,  on  aura  les  accroissemens  des 
coordonnées  œ ,  j,  z,  au  point  m^  en  faisant  p  =  o  et 
q  =  o  dans  les  valeurs  de  J'oc ,  J^j,  j'z  ;  par  consé- 
quent, ses  trois  coordonnées  deviendront 

œ  —  jrdt ,    y  +  xrdt ,     z. 

Après  ce  premier  mouvement ,  si  le  plan  mOj  décrit 
un  angle  qdt  autour  de  l'axe  Ojr,  et  en  allant  de  l'axe 
Oz  vers  l'axe  Ox ,  les  accroissemens  des  coordonnées 
de  772  s'obtiendront  en  faisant  p  =  o  et  r  =  o  dans  les 
valeurs  de  J'x,  S'y,  cTjz,  et  y  mettant  ensuite  les 
trois  coordonnées  précédentes  à  la  place  à^  x ,  y,  z; 
d'où  il  résulte  quaprès  ce  second  mouvement  les 
coordonnées  du  point  77z  seront 

X  — jrdt  -î-  zqdt ,  j  +  xrdt ,    z  —  (x  — jrdt)  qdt  ; 

et  la  troisième  se  réduira  h  z  —  xqdt ,  en  négligeant 
l'infiniment  petit  du  second  ordre.  Enfin  p  après  le 
second  mouvement,  si  le  plan  jnOx  décrit  un  angle 
pdt  autour  de  l'axe  Ox,  et  en  allant  de  Taxe  0/  vers 
l'axe  Oz,  on  trouvera,  en  négligeant  les  infiniment 
petits  du  second  ordre , 

^+izq—jr)dt,  j^(xr—zp)dt ,  Z'fr{jp—xq)dt , 

pour  les  trois  coordonnées  du  point  m^  à  la  fin  du 
troisième   mouvement;,   qui   étaient   primitivement 

X  ,  J,   Z. 

On  conclut  de  là  que  si  un  point  m  tourne  successi- 
vement autour  de  trois  axes  r^tangulaires ,  avec  des 
vitesses  angulaires  p ,  q,  r,  et  pendant  des  instans 
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égaux,  son  déplacement  final  sera  le  même  que  s'iî 
eût  tourné  pendant  un  de  ces  instans,  avec  une  vi- 
tesse angulaire  ù)  /autour  d'un  seul  axe,  faisant  avec 
les  trois  premiers  des  angles  dont  les  cosinus  sont 

-,  -,  -.  Cette  remarque ,  relative  aux  trois  vitesses  de 

rotation  p,  q,  r,  qu'on  appelle  les  composantes  de  la 
vitesse  a  {n"  4^7),  s'applique  également  aux  compo-- 
santés  d'une  vitesse  de  translation, 

La  composition  des  vitesses  de  rotation  suit  les 
mêmes  lois,  et  est  comprise  dans  les  mêmes  formules 
que  celle  des  vitesses  de  translation;  en  partant  de  cette 
analogie  de  ces  deux  sortes  de  mouvement,  on  en 
peut  déduire  l'identité  de  la  composition  des  momens 
et  de  la  composition  des  forces,  que  nous  avons  con- 
clue (  n"  281  )  d'une  semblable  analogie  entre  les 
projections  des  lignes  droites  et  les  projections  des 
surfaces. 

§  IL  Lois  générales  des  petites  oscillations. 

544..  Indépendamment  des  mouvemens  de  trans- 
lation et  de  rotation  communs  à  tous  les  points  d^un 
système  quelconque,  et  dans  lesquels  leurs  distances 
ne  varient  pas,  il  y  a  d'autres  mouvemens  où  les 
mobiles  s'éloignent  et  se  rapprochent  les  uns  des  au- 
tres. Or,  si  leurs  déplacemens  sont  constamment  très 
petits,  on  peut  réduire  le  problème  à  des  équations 
linéaires,  et  déterminer,  par  approximation,  les  coor- 
données des  mobiles  en  fonctions  du  temps.  Des  phé- 
nomènes très   nombreux   et  très   variés  dépendent 
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de  ces  petits  mouvemens  oscillatoires ,  dont  nous  al- 
lons maintenant  faire  connaître  les  lois  générales. 

Soient  i  îe  nombre  des  mobiles  m^  m' ,  iri\  etc.,  et 
V  le  nombre  des  équations  (2)  du  n**  55i,  qui  expri- 
ment les  conditions  du  système.  Le  nombre  des  coor- 
données de  ces  points  matériels  sera  5/ ,  et  si  Ton  fait 
5i  —  V  =  n,  les  équations  (2)  détermineront  un 
nombre  v  de  coordonnées  en  fonctions  des  n  autres , 
ou ,  plus  généralement ,  toutes  les  coordonnées  pour- 
ront être  déterminées  au  moyen  de  ces  équations, 
en  fonctions  de  n  variables  indépendantes.  Je  re- 
présenterai par  û6,  ê,  y,  etc.,  les  valeurs  initiales 
de  ces  n  variables,  et  par  a  +  w,  Q'\-  Vpy  +  w,  etc., 
leurs  valeurs  au  bout  du  temps  t;  et  je  supposerai 
que  les  inconnues  Uy  ^ ,  w ,  etc. ,  soient  de  très 
petites  quantités  pendant  toute  la  durée  du  mou- 
vement. Chacune  des  coordonnées  des  mobiles  sera 
une  fonction  donnée  de  a-\-  u,  S  +  (^,  y  +  w^  etc., 
qui  pourrait,  en  outre,  renfermer  le  temps  t,  si 
cette  yariable  entrait  explicitement  dans  les  équa- 
tions (2).  Ces  fonctions  pourront  se  développer  en 
séries  très  convergentes,  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances et  les  produits  de  u,  i^,  w ,  etc.  Je  représen- 
terai ces  développemens  par 


.r  =  p  -h  û^M  H-  ^(^  4-  <:Ti^  -f-  etc. 

-f-^ew='-|-i/(^*-i-  ~gt^'*+  hui^  -I-  kuw  +  M^+  etc., 
y  =Pi  +  ^i^  +  b,^-+-c,w-\-  etc. 

+ïe»w'^~}-|/,^*+ig-,w=+^,  wp-fA:,?w-f-/,  w-f- etc. , 

=Pa  +  ci^u-+-  h^v  -|-  c^w  +  etc. 

+ i^aW'+ jyl^*+ig'a^v*+7?aMP-f-A-^«ï:v+/^  w  +  etc .  ^ 


J 
+ 
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^'=  p'  +  a'u  +  Z>  V  +  c'w  +  etc. 

+  Â:'ww  4-  ZVw  +  etc. , 
j-=:zp\  4-  a\u  -\-  b\\>  +  c'jW  +  etc. 

+  A'iWî^  +  Z'.i^'vv  +  etc. , 
js'  ==  p\  +  a'aW  +  h\^>  +  ^'a^^  +  etc. 

+  k\uw  +  Z'at^w  +  etc.  ;. 
etc.  ; 

et  je  supposerai  que  les  équations  (2)  ne  contien- 
nent pas  le  terme  t  explicitement,  auquel  cas  tous 
les  coefïiciens  des  puissances  et  des  produits  de  u^ 
p,  w,  etc. ,  dans  ces  séries,  seront  des  constantes 
données.  Si  le  système  avait  un  mouvement  de 
translation  ou  de  rotation  commun  à  tous  ses  points, 
il  faudrait  comprendre  les  parties  variables  de  leurs 
coordonnées ,  qui  en  résulteraient ,  dans  les  pre- 
miers termes  p ,  Pt,  etc.;  mais,  pour  plus  de  sim- 
plicité, je  supposerai  que  cette  circonstance  n'a  pas 
lieu  ;  et  ces  premiers  termes  seront  aussi  des  cons- 
tantes données. 

Les  composantes  des  forces  qui  agissent  sur  les  points 
m^  m',  ht!',  etc. ,  étant  des  fonctions  données  de  leurs 
coordonnées ,  si  l'on  substitue  dans  leurs  expressions 
les  valeurs  de  ^,  j;^,  etc. ,  on  pourra  ensuite  les  déve- 
lopper suivant  les  puissances  et  les  produits  de  u^  f^,, 
w,  etc.  De  celte  manière,  on  aura  donc 
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X  =  P  +  Aw  +  B(^  -f  Cw  +  etc. , 
Y  =  P,  +  A,?^+  B.(^  +  C,w  +  etc., 
Z  =  P,  +  A,w+  B,P  +  C,w  +  etc., 
X'  =  F  +  ^'u  +  BV  +  £!w  +  etc., 
Y'  =  F, 4-  A^^^+  B\(^+  C\w+  etc., 
Z'  =r  P^,+  A',w+  B^(^+  C',w+  etc., 
etc.  3 

les  premiers  termes  P,  P^ ,  etc. ,  et  tous  les  coeffi- 
ciens  A ,  A, ,  etc. ,  étant  des  fonctions  données  de  p , 
p,,  etc.,  a,  by  etc.,  qui  pourraient,  en  outre,  ren- 
fermer le  temps  t,  si  cette  variable  entrait  explicite- 
ment dans  les  expressions  des  forces  données.  Nous 
supposerons  que  cela  n'a  pas  lieu  ;  et  nous  regarde- 
rons les  quantités  P,  P, ,  etc.,  A,  A,,  etc.,  comme 
des  constantes  données. 

545.  Cela  posé,  pour  appliquer  l'équation  (i)  du 
n°  55 1  au  mouvement  que  nous  considérons,  il  fau- 
dra attribuer  aux  variables  indépendantes  w,  (^, 
w,  etc. ,  des  accroissemens  infiniment  petits ,  qu'on 
représentera  par  Su,  cTp,  cTw,  etc.;  puis  substituer, 
dans  cette  équation  (i),  les  valeurs  correspondantes 
de  Sx  y  jy,  (Sz,  qui  seront,  en  négligeant  les  infini- 
ment  petits  du  second  ordre , 

Sx  :=!  {a  +  eu  +  hv  -{-  kw  +  etc,)Su 

+  (^  +>   +  hu  +  Iw  +  etc.)/i^ 

+  {^  +  S^+  ^u  +  Iv  -(-  etc.)  cTi^ 
+  etc., 
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jy  =  (a,+  e,u+  Aj^+  ^,w-f-  etc.)cf«^ 

+  etc., 
cTz  =  (aa+  6^^+  h^v-}-  k^w-i-  etc.)  (Pu 

+    (^a+  /^  +    ^aM+    L^y  +    etc.)  J'P 

+  {c^+g^w-h  k^uAr  4^  +  etc.)crw 
+  etc.; 

formules  d'où  Ton  déduira  les  valeurs  de  <Px\  S^j^ 
Sz\  en  ajoutant  un  trait  supérieur  à  toutes  les  cons- 
tantes; celles  de  cTx'',  ^y,  ^^',  en  en  ajoutant 
deux;  etc.  La  substitution  de  ces  valeurs  de  S'oc , 
S'j,  etc.,  étant  effectuée,  on  égalera  à  zéro,  dans  le 
premier  membre  de  Féquation  (i),  le  coefficient  de 
chacune  des  quantités  cTw,  cTi^,  ^w ,  etc.^  qui  sont 
arbitraires  et  indépendantes.  De  cette  manière,  on 
aura 

2/72 1  (~ — Xj(<2  +  eu  +  hv  -\~  kw  -H  etc.) 

+  (S-"^)('''+  ^'"-^  ^*^+  ^«"^^  ^*^-> 

+  {-^  —  7^{a^+  e^u+  h^v+  k^w+  etc.)J  =  o, 

2/72  [[(^—X)(^  +>  +  ^w+  Zw  +  etc.) 
+  (^-Y)(^,  +  >+  Ku+  l,w+  etc.) 
+  (5-Z)(è;+>4-  Ku-^-  hw+  etc.)]  =  o. 
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Sm  [^(^-.X)(^  -^gw  ^  ku  +  li^     +  etc.) 

+  (ê-Y)(c,+g:.w+  M+  l.^   +  etc.) 

4-(-^  — z)(^,+g,w+  ^,M+  Z,p   +etc.)J  =  o, 
etc.  ; 

les  sommes  2  s'ëtendant  toujours  à  tous  les  points 
m,  m',  m",  etc.,  du  système. 

Il  restera  encore  à  substituer  dans  ces  e'quations,  à 
la  place  de  oc ,  j,  etc. ,  X,  Y,  etc. ,  leurs  valeurs  pré- 
cédentes. La  substitution  faite,  on  négligera,  dans 
une  première  approximation,  les  carrés  et  les  pro- 
duits de  Uy  ^ ,  w ,  etc. ,  ainsi  que  les  produits  de 
ces  inconnues   et  de    leurs    coefficiens   différentiels 

'd^^  1^'    IF  ^  '   ^^'   ^^^*  ^"^^^  ^^^  quantités 

constamment  très  petites  ;  il  en  résultera  alors  un 
nombre  n  d'équations  linéaires  à  coefïiciens  cons- 
tans,  que  nous  indiquerons  par  {a),  et  dont  cha- 
cune sera  de  la  forme  : 

»S+Eg  +  F^:  +  etc.  )      ^^^ 

+Ow  +  H(^  +  Kw  +  etc.  =  Q;) 

les  coefficiens  D,  E,  F,  etc.,  G,  H,  K,  etc.,  ainsi  que 
la  quantité  Q ,  désignant  des  fonctions  données  des 
constantes  qui  entrent  dans  les  valeurs  précédentes 
de  .r,  j,  etc.,  X,  Y,  etc.  ' 

Après  avoir  déterminé  les  valeurs  approchées  de 
u,  ^,  w,  etc. ,  au  moyen  de  ces  n  équations,  on  les 
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substituera  dans  les  termes  des  équations  rigoureuses^ 
qu'on  a  négligés  dans  cette  première  approximation  5 
les  nouvelles  équations  qui  en  résulteront  différeront 
des  premières  en  ce  que  leurs  seconds  membres ,  au 
lieu  detre  constans,  seront  des  fonctions  connues 
de  ^;  on  en  déduira  d'autres  valeurs  de  u,  v,  w,  etc., 
plus  approchées  que  les  premières  ;  et  ainsi  de  suite , 
par  la  méthode  des  approximations  successives.  Nous 
nous  bornerons  à  la  première  approximation ,  suivant 
l'usage  ordinaire   dans  les  questions  de    ce   genre. 
Quand  les  points  matériels  m,  inf,  m"^  etc.,  seront  en 
nombre  infini,  les  équations  (a)  se  changeront  en 
équations  aux    différences  partielles,   communes  à 
tous  les  points  du  système ,  et  dont  le  nombre  sera 
toujours  égal  à  celui  des  inconnues  w,   v,  w,  etc. 
C'est  ce  que  l'on  a  vu ,  par  exemple,  dans  le  problème 
des   cordes   vibrantes    (n°  4^5),   où  ces    inconnues 
sont  au  nombre  de  trois ,  qui  expriment  les  déplace- 
tnens  d'un  point  quelconque  de  la  corde  suivant  trois 
•directions  rectangulaires,  et  dont  les  valeurs  dépen- 
dent de  trois  équations  aux  différences  partielles,  du 
second  ordre  par  rapport  ht, 

546.  Les  seconds  membres  des  équations  Ça)  et  les 
coefficiens  qui  entrent  dans  les  premiers ,  étant  des 
quantités  constantes,  on  pourra  toujours  faire  dispa- 
raître ces  seconds  membres,  en  augmentant  chacune 
des  inconnues  u,  c,  w,  etc.,  d'une  quantité  cons- 
tante ,  qu'on  déterminera  facilement.  Sans  restreindre 
la  généralité  de  la  question  ,  nous  pouvons  donc 
supposer  qu'on  a  Q  =  o  dans  chacune  des  équa- 
tions (a)  ;  ce  qui  revient  à  dire  que  les  valeurs  ini- 
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tiàles  Ci,  ë,  y^  etc. ,  des  71  variables  indépendantes, 
répondent  à  un  état  d'équilibre  du  système,  dont 
on  la  écarté  en  déplaçant  un  tant  soit  peu  les  points 
m ,  m',  m" y  etc. ,  et  leur  imprimant  de  très  petites 
vitesses.  Ces  déplacemens  et  ces  vitesses  devant  être 
compatibles  avec  les  liaisons  des  points  du  système, 
ce  ne  sont  pas  les  valeurs  initiales  des  coordonnées 
a:yy,  etc.,  et  de  leurs  premiers  coefficiens  difFéren- 

cl'V     d'y 
tiels   -^f-^y  e*c.,  qui  sont  données  arbitrairement 

dans  chaque  cas ,  mais  seulement  les  valeurs  initiales 
des  inconnues  indépendantes  u^  p,  w,  etc.,  et  de 

leurs  coefficiens  différentiels  -7-,  -7-,  -r-,  etc. 

at  '  dt  '    dt  ' 

On  satisfera  aux  équations  {a)  sans  seconds  mem- 
bres, en  prenant 

«  =  RN  sin  [t\/~^  —  r),    j 

^  =  RN'sin(^N/p  -  r),   I 

w  =  RN''sin(^  Vp  —  r)A 
etc. ;  ) 

R  et  r  étant  des  constantes  arbitraires,  dont  la  se- 
conde pourra  être  supposée  positive  et  moindre  que 
TT,  et  p,  N,  JN',  W,  etc.,  désignant  des  constantes 
qu'il  s'agira  de  déterminer.  La  substitution  de  ces 
valeurs  de  w,  v,  w,  etc.,  dans  les  équations  (à), 
donnera  évidemment  un  nombre  n  d'équations  de 
cette  forme  : 

(DNH-EN'+FNM-etc.)p  =  GN+HN'+KN'^+ etc. 

En  éliminant  entre  elles  un  nombre  n  — i  des  quan- 
tités N  ,  N',  N'',  etc.,  la  n''"''  s'en  ira  en  même  temps^ 
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et  Ton  aura ,  pour  déterminer  p ,  mie  équation  du  de- 
gré n,  que  je  représenterai  par 

A  =  o. 

De  plus ,  les  valeurs  de  n  —  i  des  quantités  N ,  N', 
N'',  etc.,  par  exemple ,  de  N',  N'',  etc. ,  qu'on  tirera 
de  ces  mêmes  équations,  seront  des  fractions  ration- 
nelles du  degré  n,  par  rapport  à  p,  ayant  un  déno- 
minateur commun ,  et  multipliées  toutes  par  la 
quantité  N,  qui  restera  indéterminée.  En  faisant 
celle-ci  égale  au  dénominateur  commun ,  les  n  quan- 
tités N,  N',  N'^,  etc.,  seront  exprimées  symétrique- 
ment par  des  polynômes  du  degré  n  relativement 
à  p.  Or,  à  cause  de  la  forme  linéaire  des  équa- 
tions (a)f  on  y  satisfera  non-seulement  par  les  va- 
leurs précédentes  àe  u,  ^,Wf  etc.,  relatives  à  telle 
racine  qu'on  voudra  de  l'équation  A  =  o ,  mais 
aussi  en  prenant  pour  u,  s> ,  w,  etc.,  les  sommes  de 
toutes  ces  valeurs  particulières,  dans  lesquelles  on 
pourra  changer  les  constantes  R  et  r  en  même  temps 
que  la  racine  de  A  =  o.  Si  donc  on  appelle  f  y 
Pi 7  Fa>  ^^C' >  les  racines  de  cette  équation,  et  qu'on 
représente  par  N,  N, ,  N^,  etc.,  les  valeurs  cor- 
respondantes de  N;  par  N',  N',,  N',,  etc.,  celles 
de  N';  etc.,  on  satisfera  aux  équations  (a)  au 
moyen  de 

w=RN  sin(^v''p— O+î^.^t  sm{ts/p[—r,)+^ic,,^ 
V  =RN'sin(Vp— ^)+I^.N'.sin(Vp^— r,)+etc.,^  ^^^ 
w=R]N''sin(VF— 0+ï^«^'»si"(Vj^— ^0+etc.,l 
etc. ;  1 
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R,  R,,  Ra,  etc.,  r,  r, ,  r^,  etc.,  étant  des  cons- 
tantes arbitraires;  et  comme  elles  sont  au  nombre  de 
271,  il  s'ensuit  que  ces  formules  (c)  seront  les  n  inté- 
grales complètes  des  équations  (a),  dont  chacune  est 
du  second  ordre. 

Dans  chaque  cas,  on  déterminera  les  valeurs  de 
R  cos  r ,  R,  cos  r, ,  etc. ,  R  sin  r ,  R,  sin  r, ,  etc. ,  au 
moyen  des  valeurs  données  pour  t  =  o ,  des  2n  quan- 

,  du     dv     dw       ^       m       X 

tites  u,  ^,  Wy  etc.,  Ji  y  ji>  -^y  etc.  Toutes  ces  va- 
leurs étant  supposées  très  petites,  celles  de  R,  R, , 
Ra,  etc.,  le  seront  aussi;  par  conséquent,  si  toutes 
les  racines  p ,  p, ,  p^,  etc. ,  de  l'équation  A  =  o,  sont 
réelles  et  positives,  les  valeurs  de  w,  v ,  w ,  etc.,  eu 
fonctions  de  ^,  seront  périodiques  et  demeureront 
très  petites,  comme  on  l'a  supposé  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement.  Mais  si  une  ou  plusieurs  de 
ces  racines  sont  imaginaires  ou  négatives,  les  termes 
qui  leur  correspondront  dans  les  équations  (8)  se 
changeront,  par  les  formules  connues,  en  exponen- 
tielles, et  croîtront  indéfiniment;  par  conséquent, 
les  valeurs  de  u,i^,  w,  etc.,  quelque  petites  qu'elles 
aient  été  à  l'origine  du  mouvement,  finiront  par  ces- 
ser de  l'être  ;  et  les  formules  {c)  ne  pourront  plus  re- 
présenter les  valeurs  approchées  de  ces  inconnues,  que 
pendant  un  temps  peu  considérable.  Dans  le  premier 
cas,  que  nous  allons  examiner  spécialement,  l'état  d'é- 
quilibre, d'où  le  système  a  été  un  peu  écarté,  est  un 
état  stable  ;  dans  le  second  cas,  cet  équilibre  est  non 
stable ,  du  moins  relativement  aux  dérangemens 
primitifs,  pour  lesquels  les  coefficiens  R,  R, ,  R»;  etc., 
2,  28 
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des  termes  non  périodiques,  ne  sont  pas  égaux  à 

zéro. 

547.  Lorsque  tous  les  coefFiciens  R,  R,,  R^,  etc., 
sont  nuls,  excepté  le  premier,  par  exemple,  les  for- 
mules (c)  se  réduisent  aux  formules  (b).  En  négli- 
geant toujours  les  carrés  et  les  produits  de  ^,  u, 
w,  etc.,  on  aura  donc  simplement  (n°  544) 

a:=p  -H(^N  +  ^N'+  eN'^-|-etc.)Rsin(Vp— 0^ 

z  =:p.  +  KN  +  ^aN^+^aN''+etc.)Rsin(Vp— ^), 
/r^=/  -h  (^'N  +  b'N^+  cW-H etc.)Rsin(Vp— 0. 
y=p\+  (a\N+^\N'4-c\N''H-etc.)Rsin  (  Vf— ^) , 
z'  —p\+  (a^N+^'aN'+c^N^-f-etc.jRsin  {t\/p-^r) , 
etc. 

Les  premiers  termes  p,  pt,  etc.,  étant  constans , 
ainsi  que  les  coefficiens  des  seconds  termes ,  il 
s'ensuit  que,  dans  ce  cas,  tous  les  points  du  système 
feront,  suivant  la  direction  de  chacune  de  leurs  coor- 
données, des  oscillations  isochrones  et  d'une  ampli- 
tude constante ,  dont  la  durée  sera  la  même  et  égale 

à  -^ ,  pour  tous  ces  mobiles,  et  dans  toutes  les 

directions.  Les  rapports  des  amplitudes  pour  deux 
points  ou  deux  directions  différentes,  seront  détermi- 
nés ,  et  dépendront  de  la  nature  du  système  et  de  la 
racine  p  de  Téquation  A  =  o.  Leur  grandeur  ab- 
solue, dépendante  du  facteur  R,  sera  arbitraire,  et 
n'influera  pas  sur  la  durée  d.es  oscillations.  Tous 
les  mobiles  reviendront  à  la  fois  à   leur  position 
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d'équilibre ,  qui  répondent ,  par  hypothèse  (n°  546) , 
à  «=o,  ^  =  0,  w=o,  etc. ,  ou  à  x  z=z  p  ^ 
j  =/>! ,  etc.  ;  le  premier  retour  aura  lieu  au  bout 

d  un  temps  t  =  — ^ ,  qui  dépendra  ,  ainsi  que  R  , 

de  leur  dérangement  primitif. 

Un  système  de  points  matériels,  dans  lequel  la 
liaison  de  ces  points  laisse  un  nombre  n  de  varia- 
bles indépendantes,  et  qu'on  dérangera  un  tant  soit 
peu  d'un  état  d'équilibre,  pourra  prendre  un  nom- 
bre n  de  mouyemens  semblables  au  précédent,  qui 
répondront  aux  n  racines  de  l'équation  A  =  o.  De 
plus,  en  vertu  des  formules  (c)  et  des  valeurs  cor- 
respondantes des  coordonnées  œ ,  j-,  etc. ,  tous  ces 
petits  mouvemens,  ou  seulement  quelques  uns  d'en- 
tre eux,  pourront  avoir  lieu  en  même  temps  dans  ce 
système;  et  réciproquement,  quel  que  soit  son  dé- 
rangement initial,  on  pourra  toujours  décomposer 
le  mouvement  de  chacun  de  ces  points,  parallèle- 
ment à  chaque  axe  des  coordonnées,  en  un  nombre  n, 
ou  moindre  que  «,  d'oscillations  simples,  comme 
celles  qui  répondent  aux  équations  (d) ,  dont  les 
durées  indépendantes  du  dérangement  initial  seront 

—r^ ,  -^ ,  -y- ,  etc.  Quand  ces  durées  seront  toutes 
Vp      V?i      vp^ 

commensurables ,  le  système  entier  reviendra  au 
même  état  au  bout  de  chaque  intervalle  de  temps 
égal  à  la  plus  longue;  c'est  ce  qui  a  lieu,  par  exem- 
ple, dans  le  mouvement  des  cordes  vibrantes,  et  n'a 
pas  lieu  dans  le  mouvement  transversal  des  verges 
élastiques  (n°'  49^  ^t  525), 

28.. 
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C'est  dans  ce  théorème  général  que  consiste  le  prin" 
cipe  de  la  coexistence  des  petites  oscillations.  Il  a 
encore  lieu  lorsque  le  nombre  des  points  m,  m'^ 
ni!\  etc.,  du  système  est  infini;  le  nombre  des  oscil- 
lations simples ,  qui  sont  alors  possibles ,  peut  être 
aussi  infini  ;  mais  leurs  durées  et  les  rapports  de  leurs 
amplitudes  n'en  sont  pas  moins  des  quantités  déter- 
minées. Ainsi,  dans  le  mouvement  transversal  d'une 
corde  tendue,  dont  la  longueur,  le  poids  et  la  ten- 
sion sont  Z,  p  et  <sr,  et  en  désignant  par  g  la  gravité, 
les  durées  des  oscillations  simples  ne  peuvent  être 

que  la  quantité  2  v/—  et  ses  sous-multiples;  et, 

d'après  la  formule  (d)  du  n°  4^9 ,  les  amplitudes  de 
l'oscillation  qui  répond  au  sous- multiple  quelcon- 
que /,  sont  entre  elles  dans  le  rapport  de  sin  -^  à 

sin  —j- y  pour  des  points  de  la  corde,  dont  x  et  x' 

sont  les  distances  à  l'une  de  ses  extrémités. 

548.  Lorsque  les  points  m  ^  in\  m" ,  etc. ,  oscille- 
ront dans  un  milieu  résistant ,  les  composantes  X , 
Y,  etc.,  des  forces  qui  les  sollicitent,  renfermeront  dans 
leurs  expressions  les  composantes  -y-  >  -j-  7  etc. ,  des 

vitesses  de  ces  mobiles.  Si  la  résistance  du  milieu  est 
proportionnelle  au  carré  ou  à  une  puissance  supé- 
rieure de  la  vitesse,  elle  n'influera  pas  sur  le  mouve- 
ment du  système ,  au  degré  d'approximation  où  nous 

nous  sommes  arrête ,  parce  que  les  termes  i-^,  i— ^ 
-p^ ,  etc. ,  qui  en  résulteraient  dans  les  expressions 


DYNAMIQUE,  SECONDE  PARTIE.  43^ 

de  X  ,  Y,  etc.,  sont  du  même  ordre  de  petitesse  que 
les  quantite's  qui  ont  été  négligées.  Mais  si  les  mou- 
veraens  des  points  m  ,  m',  iri'^  etc. ,  sont  peu  rapides, 
il  faudra ,  comme  dans  le  cas  des  très  petites  oscilla- 
tions d'un  pendule  simple  (n''  187  ),  supposer  la  ré- 
sistance proportionnelle  à  la  première  puissance  de 
la  vitesse  ;  supposition  qui  introduira  dans  les  ex- 
pressions X,  Y,  etc.,  et  par  suite  dans  les  équa- 
tions (a),  des  termes  multipliés  par  -j  >  -1-  y  -j-,  etc., 
qu'on  ne  devra  pas  négliger. 

Ces  équations,  que  j'indiquerai  par  (e),  seront  alors 
de  la  forme 

D  ^  -f-  E  —  4-  F  —  ^  etc 
+  Gw  4-  H(^  4-  Kw  +  etc.  ^  (e) 

dt  ^  ^Tt   ^  ^    ~Tl 


=  D'^  +  E'^  +  F^+etc.; 


D',  E',  F',  etc.,  étant  aussi  des  coefficiens  constans, 
qui  seront  proportionnels  à  la  densité  du  milieu ,  et 
généralement  très  petits  par  rapport  à  ceux  qui  en- 
trent dans  le  premier  membre.  Or,  on  satisfera  à  ce 
système  d'équations  au  moyen  des  formules  {b)  mul- 
tipliées par  des  exponentielles,  c est-à-dire,  en  pre- 
nant 

u   3=  RN  sin  {t  V^p  -^  r)e^"'\    j 

i>    =  RN^sin  (t  Vp  —  r>""*'',   >  (/) 

w  =  RN'^sin  (t  \/}  —   r)e'~""\\ 
etc.  : 
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e  désignant  la  base  des  logarithmes  népériens,  et  &),  cû, 
û)",  etc.,  étant  des  quantités  constantes  et  très  petites. 
Je  négligerai  leurs  carrés  et  les  produits  de  ces  incon- 
nues et  des  coefïiciens  D^,  E',  F',  etc.  Les  valeurs  de  m, 
V ,  w ,  etc.  ,  satisfaisant  déjà  aux  équations  (e)  sans 
seconds  membres,  lorsque  l'on  fait  abstraction  des 
exponentielles  ,  leur  substitution  dans  les  équa- 
tions {e)  donnera  un  nombre  n  d'équations  de  la  forme , 

:2DN«4-2EN'a)'+2FNW+etc.=D'N+E'N'+etc., 

d'où  l'on  tirera  les  valeurs  des  n  inconnues  cù,  &>\ 
&)",  etc. 

Ces  valeurs  seront  positives ,  parce  que  l'effet  de 
la  résistance  d'un  milieu  est  de  diminuer  graduelle- 
ment les  amplitudes  des  oscillations.  Cette  diminu- 
tion sera  plus  ou  moins  rapide  pour  les  diverses  va- 
riables indépendantes  u,  v,  w ,  etc.  ;  elle  dépendra 
aussi  de  la  racine  p  de  l'équation  A=  o,  qui  entre 
dans  les  valeurs  de  N ,  N',  N'',  etc.  ;  en  sorte  que  les 
amplitudes  des  oscillations  simples  dont  le  système 
est  susceptible,  ne  décroîtront  pas  toutes  avec  une 
même  rapidité.  La  résistance  du  milieu  n'aura  d'ail- 
leurs aucune  influence  sur  la  durée  de  chaque  sorte 

d'oscillation  ,   qui  sera   toujours  -^-  pour  celle  qui 

répond  à  la  racine  p.  En  prenant  les  sommes  des  for- 
mules (/) ,  relatives  à  toutes  les  racines  de  l'équation 
A  =  o,  on  aura,  comme  précédemment,  les  va-? 
leurs  les  plus  générales  de  w ,  v ,  w ,  etc. 

549.  Il  résulte  du  principe  du  n**  547,  ^^^  ^^  ^^^ 
points  d'un  système  sont  tellement  liés  entre  eux , 
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qu'il  ne  reste  qu'une  seule  variable  indépendante  ,  ils 
ne  pouiTont  faire  qu'une  seule  espèce  d'oscillations , 
pour  lesquelles  la  durée  et  les  rapports  des  amplitudes 
relatives  aux  diffërens  mobiles  ,  dépendront  des 
forces  qui  les  sollicitent,  et  de  la  nature  du  système. 
Ce  cas  aura  lieu,  par  exemple ,  dans  le  mouvement 
de  deux  points  matériels  m  et  ni  ,  attachés  l'un  à 
l'autre  par  un  fil  d'une  longueur  constante ,  et  obli- 
gés de  se  mouvoir  sur  des  courbes  données. 

Si,  au  contraire,  les  points  m,  m',  m",  etc.,  ne 
sont  pas  liés  entre  eux  ni  assujettis  à  demeurer  sur 
des  surfaces  ou  sur  des  courbes  données  ,  ce  qui 
n'empêche  pas  qu'ils  ne  soient  soumis  à  leurs  attrac- 
tions ou  répulsions  mutuelles  et  à  d'autres  forces 
semblables  dirigées  vers  des  points  fixes ,  toutes  leurs 
coordonnées  seront  des  variables  indépendantes  ;  et , 
dans  ce  cas ,  inverse  du  précédent ,  le  nombre  des 
oscillations  simples  qui  pourront  avoir  lieu,  sera 
triple  de  celui  de  ces  points  matériels.  C'est  ce  qui 
arrive  effectivement  dans  le  problème  du  n*  554  ; 
relatif  au  mouvement  très  petit  d'un  point  m ,  consi- 
déré comme  entièrement  libre ,  et  soumis  à  des  forces 
dirigées  vers  quatre  points  fixes. 

Pour  donner  encore  un  exemple  de  l'application 
du  principe  précédent,  considérons  les  petites  oscilla- 
tions d'un  point  matériel  pesant  772,  sur  la  surface  d'un 
ellipsoïde  dont  l'un  des  axes  est  vertical.  Soient  2cla 
longueur  de  cet  axe ,  na  et  2b  celles  des  deux  axes 
horizontaux,  et  conséquemment 

^  ^  -^^  ^   ^^    -, 
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l'ëquation  de  la  surface ,  quand  l'origine  des  coordon- 
nées est  à  son  centre.  Si  l'on  transporte  cette  origine 
au  point  le  plus  bas ,  et  que  les  z>  positives  soient 
dirigées  de  bas  en  haut ,  il  faudra  mettre  c  —  z ,  au 
lieu  de  z,  dans  cette  équation.  Les  oscillations  du 
mobile  étant  supposées  très  petites,  de  part  et  d'autre 
de  ce  point  inférieur,  les  abscisses  horizontales  x  ç.ly 
de  m  le  seront  aussi,  et  son  ordonnée  verticale  z  sera 
très  petite  par  rapport  à  x  et  j^.  En  négligeant  le 
carré  de  z ,  après  la  substitution  de  c  —  z  à  la  place 
de  2  >  on  aura  alors 

^  -^  ^^  "^  ^^' 

et  si  Ton  appelle  ^  et  â:  les  rayons  de  courbure  des 
deux  sections  principales  de  la  surface ,  relatifs  à 
son  point  le  plus  bas ,  ou  à  jc  =  o  et  j^  =  o  ,  on  en 
déduira 

c  '  c 

Cela  posé,  dans  cette  question,  les  variables  indé- 
pendantes sont  au  nombre  de  deux ,  savoir  x  et  y; 
le  mobile  ne  peut  donc  exécuter  que  deux  sortes  d'os- 
cillations simples  ;  et  son  mouvement  le  plus  général, 
résultera  de  la  coexistence  de  ces  deux  mouvemens 
particuliers.  Or,  si  l'on  écartait  le  mobile  du  point  le 
plus  bas  de  l'ellipsoïde ,  dans  la  section  dont  l'axe 
horizontal  est  2a,  et  qu'on  lui  imprimât  une  vitesse 
dirigée  dans  le  plan  de  cette  section ,  il  est  évident 
qu'il  n'en  sortirait  pas  pendant  tout  son  mouvement. 
En  désignant  par  g  la  gravité,  la  durée  de  ces  pe- 
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tites  oscillations  serait  alors  27r\j  -  ,  comme  celle  du 

pendule  simple  dont  la  longueur  est  h  (n°  i85)  ;  et, 
à  un  instant  quelconque ,  on  aurait 

X  —  Rsin^^y^l  —  r),    JT  =  o; 

R  et  r  étant,  comme  précédemment,  deux  constantes 
arbitraires.  Dans  le  cas  où  les  petites  oscillations  au- 
raient lieu  dans  le  plan  de  la  section  dont  Taxe  hori- 
zontal est  2b  y  leur  durée  serait  sTf t/-  ,  et  l'on  au- 
rait,  à  un  instant  quelconque  , 

x  =  o,    jr  =  R'sin(  t  y/f  —  r')  ; 

R'et  r' étant  aussi  deux  constantes  arbitraires.  Donc, 
les  valeurs  les  plus  générales  de  x  g\j  seront  les 
sommes  de  ces  valeurs  particulières,  c'est-à-dire 

X  =  Rsin(  t\/l  —  r),j  =  R^sin(^^f  —  /). 

Pour  déterminer  les  quatre  constantes  arbitraires 
R ,  R' ,  r ,  7^ ,  supposons  qu'on  a ,  à  l'origine  du 
mouvement , 

dx  ,      dr         , 

t=o,     X  =  p,    J=q,     ■^=P>     ^=^i 

il  en  résultera 

Rsinr=  —  p,     R'sînr'  =  —  q, 

R  cos  r  =  p'  y/^ ,     R'  cos  /  =  q'  y-  ; 
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par  conséquent,  en  ayant  égard  aux  valeurs  de  h  et  ky 

nous  aurons ,  à  un  instant  quelconque. 


X  z=:  p  cos  ^  -î— ^ h  -^-7=  sin  ^ 


J  =  qcost-f-  +  ^Arxt    ^ 


Dans  le  cas  de  a:=-h  ■=.  c ,  ces  formules  doivent 
coïncider  avec  celles  du  n°  207 ,  en  faisant ,  comme 
dans  celles-ci , 

^  =  a  8  cos  4/ ,    j"  =  aô  sin  4* 
En  effet ,  elles  deviennent  alors 

a  8  cos  4.  =  ;?  cos  ^  y^l  +  /  \J-^  sin  ^  ^f  , 
aôsin^  =  q^o^i\l\  +  ^'  y/%ia^y|j 
mais  dans  ce  numéro  on  a  supposé 

6=  a,     4  =  0,     §  =  0,     a^-f=Ç>\/^a, 
quand  if  =  o  ;  ce  qui  exige  qu  on  prenne 

p  =  act,    p'  =  o,     q  =  Oy     q'=eVg^T 
il  en  résultera  donc 

8  cos4  ==ûtcosi  i/-,     8sin4  =  ^  sin  ^i/-; 
d'où  Ton  tire 
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g._l(a*+  f-)  +  1  (a«  _  ê-)cos  2t  sj\ , 
a  tang  4  =  ^  tang  t  \J-  , 

comme  dans  le  numéro  cité. 

55o.  Supposons  généralen^ent  qu'on  ait 

M==U,     (^  =  V,     w=W,     etc., 

pour  les  valeurs  des  variables  indépendantes  à  un  ins- 
tant quelconque,  quand  on  a 

M  =  w, ,       ç;  =  (^j ,     wr=zw^y      etc. , 
du  di>  dw 

Â=""  71=""   rfr="'"  «**=•' 

à   l'origine  du    mouvement  ;   supposons   qu'on   ait 
aussi,  à  un  instant  quelconque, 

M  =  U',     s^  =  y',     W  —  -W,     etc., 

lorsqu'on  a 

u=:u^  ,        (^  =  (<'/,       w  =  w/,      etc., 

du  ,  dv  ,  dw  , 

pour  t  =  o;  et  ainsi  de  suite.  Je  dis  qu'on  aura,  au 
bout  du  temps  t  quelconque , 

z^  =  U  +  U'  +  U^'  +  etc.,  ^ 

^:^  V  +  V'  +  r'  +  etc.,  j 

w  =  W  +  W  +  W'+  etc.,   f    ^^^ 

etc. ,  ^ 

lorsqu'on  suppose,  à  l'origine  du  mouvement, 
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M  s=  w,  +  "t'  +  ^\    +  etc., 

(^  ==  ^,  +  ^/  +  s>"  +  etc. , 

w=:  w,+  w/+  ^/+  etc., 
etc., 

^  =  «/  +  «y'  +  «/  +  etc. , 

J^  =  ^/  +  ^/  +  ^;  +  etc., 

-^=  W/+  w/  +  w^/  4-  etc., 
etc. 

En  effet,  d'après  les  premières  suppositions  qu'on 
a  faites  sur  les  valeurs  initiales  de  u,  (^,  w,  etc., 

■j- ,  -j-  >  "Âly  ^^^'  9  ^^^  formules  (g)  satisferont  évi- 
demment pour  ^  ==  o  à  ces  dernières  équations  \  de 
plus,  les  valeurs  particulières  de  u,  (^,  w,  etc.,  sa- 
tisfaisant, par  hypothèse,  aux  équations  différen- 
tielles du  mouvement,  leurs  sommes  ou  les  for- 
mules {g)  y  satisferont  aussi,  puisque  ces  équations 
sont  linéaires,  et  ne  renferment  pas  de  termes  indé- 
pendans  des  inconnues  u,  ^,  w,  etc.  (n**  546);  les 
formules  (g)  rempliront  donc  toutes  les  conditions 
de  la  question,  et  seront ,  par  conséquent,  les  valeurs 
des  inconnues  à  un  instant  quelconque. 

55 1.  Ce  théorème  général  peut  être  appelé  le 
principe  de  la  superposition  des  petits  mouvemens. 
On  ne  doit  pas  le  confondre  avec  celui  de  la  coexis- 
tence des  petites  oscillations  :  il  est  indépendant  des 
lois  particulières  des  petits  mouvemens  que  l'on  con- 
sidère ,^  et  résulte  seulement  de  ce  que  les  déplace— 
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mens  et  les  vitesses  des  mobiles  sont  traites  comme 
des  infiniment  petits,  puisqu'on  néglige  leurs  pro- 
duits et  leurs  puissances  supérieures  à  la  première. 

En  vertu  de  ce  principe,  les  ondes  sonores  qui 
partent  de  différens  points ,  se  propagent  et  se  super- 
posent dans  l'air  sans  se  modifier  3  en  sorte  qu'à 
chaque  instant  le  déplacement  et  la  vitesse  d'une  mo- 
lécule d'air,  suivant  une  direction  quelconque,  sont 
les  sommes  des  déplacemens  et  des  vitesses  qui  ré- 
pondraient à  toutes  ces  ondes  considérées  isolément; 
ce  qui  nous  permet  d'entendre  distinctement  et  sans 
confusion  plusieurs  sons  à  la  fois,  produits  par  diffé- 
rens corps  sonores.  Les  sons  simultanés  peuvent  aussi 
résulter  de  la  coexistence  des  petites  oscillations  dans 
un  même  corps  sonore.  Ainsi,  par  exemple,  lors- 
qu'une corde  tendue  exécute,  en  même  temps,  les 
oscillations  isochrones  qui  répondent  à  sa  longueur 
entière ,  et  celles  dont  la  durée  correspond  au  tiers 
de  cette  longueur,  le  mouvement  de  l'air  est  le 
même  que  si  deux  cordes,  dont  les  longueurs  seraient 
entre  elles  comme  un  est  à  trois  ,  exécutaient  simul- 
tanément les  vibrations  les  plus  lentes  dont  elles  sont 
susceptibles;  et  Ton  entend,  en  même  temps,  le  ton 
fondamental  de  la  corde  donnée,  et  un  autre  ton  plus 
élevé ,  qui  est  la  quinte  de  Yocta^e  supérieure.  C'est 
aussi  pour  cela  que  l'on  entend  distinctement  les 
sons  produits  par  les  vibrations  longitudinales  et  par 
les  vibrations  transversales,  qui  ont  lieu  à  la  fois  dans 
une  même  corde  tendue,  ou  dans  une  même  verge 
élastique. 

D'après  le  même  principe ,  les  ondes  produites  en 
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plusieurs  points  de  la  surface  de  l'eau ,  se  propagent 
simultanément  autour  de  ces  centres  diffe'rens,  et 
peuvent  se  croiser  en  tous  sens  à  cette  surface,  sans 
se  modifier  mutuellement  ;  de  manière  qu'à  un  ins- 
tant quelconque  Fëlëvation  de  l'eau  ^  en  tel  point 
qu'on  voudra ,  est  la  somme  des  élévations  positives 
ou  négatives  qui  auraient  lieu  en  vertu  de  toutes  ces 
ondes  considérées  isolément. 

L'explication  qu'on  donne  du  phénomène  des  in- 
terférenceSy  dans  la  théorie  des  ondulations  lumi- 
neuses ,  est  aussi  fondée  sur  le  principe  de  la  super- 
position des  petits  mouvemens,  qui  est,  comme  on 
voit,  susceptible  de  nombreuses  applications. 

Pour  le  compléter ,  nous  ajouterons  que  si  des 
forces  émanées  de  centres  mobiles  agissent  sur  les 
points  du  système,  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (a)  de  leurs  petits  mouvemens  (n°  545)  ,  seront 
des  fonctions  linéaires  des  composantes  de  ces  forces 
données.  Il  en  sera  de  même  à  l'égard  des  intégrales 
complètes  de  ces  mêmes  équations  différentielles  ; 
d'oii  l'on  conclut  que  les  parties  de  z/,  p,  w,  etc. ,  in- 
dépendantes de  l'état  initial  du  système ,  et ,  par 
suite ,  les  parties  semblables  des  coordonnées  des 
mobiles ,  seront  les  sommes  des  valeurs  qu'elles  au- 
raient si  les  forces  données  agissaient  séparément. 
Ainsi ^  par  exemple,  dans  le  phénomène  des  ma- 
rées ,  l'élévation  totale  de  la  mer  en  chaque  point 
et  à  chaque  instant  est  la  somme  des  élévations  , 
prises  avec  leurs  signes,  qui  seraient  causées  par 
les  actions  isolées  du  soleil  et  de  la  lune;  et  c'est 
pour  cela  que,   toutes  choses  égales  d'ailleurs,  les 
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Jbautes   mers   sont   les   plus   considérables  dans  les 
sjzjgies^  et  les  moindres  dans  les  quadratures, 

§  IL  Principes  de  la  conservation  du   mouvement 
du  centre  de  gravité^  et  de  la  conservation  des  aires, 

552.  Puisque  le  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité d'un  système  entièrement  libre  est  le  même 
que  si  les  masses  de  tous  les  mobiles  y  étaient  réu- 
nies ,  et  que  leurs  forces  motrices  y  fussent  trans- 
portées parallèlement  à  leurs  directions,  il  s'ensuit 
que  les  forces  données  dont  les  composantes  paral- 
lèles à  chaque  coordonnée  seront  égales  et  contraires, 
n'entreront  pas  dans  les  équations  différentielles  de 
ce  mouvement.  Or,  ce  cas  est  celui  des  forces  mo- 
trices provenant  des  actions  mutuelles  des  points 
du  système ,  en  vertu  de  la  loi  générale  de  \ action 
égale  à  la  réaction ^  qui  s'observe  toujours  dans  la 
nature,  ainsi  qu'on  va  l'expliquer. 

Si  un  point  matériel  situé  en  M  agit  sur  un  autre 
point  situé  en  M',  et  lui  imprime  ou  tend  à  lui  im- 
primer, dans  un  instant,  une  quantité  de  mouvement 
infiniment  petite,  que  je  représenterai  par  />&,  on  ob- 
serve toujours  : 

I*.  Que  cette  action  est  dirigée  suivant  la  droite 
menée  du  point  M^  vers  le  point  M,  ou  suivant 
son  prolongement  au-delà  de  M'; 

2'.  Qu'en  même  temps  le  point  situé  en  M' réagît 
sur  le  point  situé  en  M,  suivant  la  droite  qui  va 
de  M  vers  M',  ou  suivant  son  prolongement  au-delà 
de  M, 
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3*.  Que  cette  réaction  communique  ou  tend  à  com- 
muniquer au  point  situé  en  M  une  quantité  de  mou- 
vement précisément  égale  à  ^. 

On  dit  qu'il  y  a  attraction  ou  répulsion  entre  ces 
deux  points  matériels,  selon  que  leur  action  mutuelle 
tend  à  augmenter  ou  à  diminuer  la  distance  MM'; 
s'ils  sont  entièrement  libres,  et  que  leurs  masses 
soient  représentées  par  m  et   m%  les  vitesses  qu'ils 

prendront  seront  —  et  —, ,  c'est-à  -dire ,  en  raison 

inverse  de  leur^  masses,  et  les  quantités  dont  ils  se 
rappi'ocheront  ou  s'écarteront,  pendant  un  temps 
infiniment  petit,  seront  égales  à  ces  vitesses  mul- 
tipliées par  la  moitié  de  ce  temps  (n°  1 14)  •*  d'ailleurs, 
la  quantité  yW  pourra  dépendre  de  la  nature  des  corps 
auxquels  m  et  m'  appartiennent,  ou  en  être  indépen- 
dante et  proportionnelle  au  produit  mm'  de  ces 
masses  (n°  24x),  comme  dans  le  cas  de  l'attraction 
universelle. 

La  première  des  trois  propositions  qu'on  vient 
d'énoncer  peut  être  regardée  comme  évidente  en 
elle-même;  car  des  quantités  de  matière  m  et  m'^ 
étant  réduites  à  des  dimensions  infiniment  petites, 
et  placées  à  une  distance  finie  l'une  de  l'autre,  il  n'y 
aurait  aucune  raison  pour  que  l'action  d'un  de  ces 
points  sur  l'autre  s'exerçât  d'un  côté  déterminé  de  la 
droite  qui  les  joint,  et  autour  de  laquelle  tout  est 
semblable  ;  mais  les  deux  autres  propositions  ne 
peuvent  être  pour  nous  que  les  résultats  de  l'expé- 
rienee ,  généralisés  par  induction  et  confirmés  par 
toutes  les  conséquences  qui  s'en  déduisent.  En  effet , 
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nous  ne  pouvons  regarder  comme  impossible  ,  à 
priorij  qu'un  point  matériel  m  agisse  sur  un  autre  m' , 
sans  que  celui-ci  re'agisse  sur  le  premier,  en  sens 
contraire  et  avec  une  égale  intensité.  Ainsi ,  nous  ad- 
mettrons le  principe  de  la  réaction  égale  et  contraire 
l\  l'action  comme  une  loi  générale  de  la  nature,  qui 
nous  est  donnée  par  l'observation,  de  même  que  la  loi 
de  l'attraction  universelle,  en  raison  inverse  du  carré 
de  la  distance. 

555.  Cela  posé,  si  tous  les  points  matériels  d'un 
système  entièrement  libre  ne  sont  soumis  qu'à  leurs 
actions  mutuelles,  ces  forces  motrices,  transportées 
au  centre  de  gravité  du  système,  s'y  détruiront  deux  à 
deux;  le  mouvement  de  ce  centre  sera  donc  rectiligne 
et  uniforme,  et  conservera  constamment  sa  vitesse  et 
sa  direction  initiales  ;  ce  qui  a  fait  donner  à  ce  théo- 
rème le  nom  de  principe  de  la  conservation  du  mou-^ 
veinent  du  centre  de  gravité. 

Ce  mouvement  n'est  pas  altéré  par  le  choc  des  corps, 
quel  que  soit  leur  degré  d'élasticité  (n°  54 1);  et,  en 
effet,  le  phénomène  du  choc  est  produit ,  comme 
nous  l'avons  déjà  dit  (n°499),  par  les  actions  mu- 
tuelles des  molécules  du  corps  choquant  et  du  corps 
choqué,  qui  s'exercent  à  des  distances  insensibles, 
mais  de  grandeur  finie,  et  pour  lesquelles  la  loi  de  la 
réaction ,  égale  et  contraire  à  l'action ,  ne  peut  man- 
quer d'avoir  lieu.  Par  la  même  raison,  si  un  corps 
solide  est  en  mouvement,  et  qu'il  soit  brisé  par  une 
explosion  intérieure,  la  direction  et  la  vitesse  du 
centre  de  gravité  de  toutes  ses  parties,  après  cette 
explosion,  seront  les  mêmes  que  la  direction  et  la  vi-^ 
2.  _  29 
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tesse  du  centre  de  gravité  qui  avaient  lieu  aupara- 
vant. En  général,  les  changemens  brusques  de  vitesse 
qui  accompagnent  les  chocs  ou  les  explosions ,  sont 
les  effets  des  actions  mutuelles  des  molécules  ;  ces 
forces  varient  dans  de  très  grands  rapports,  quand  les 
xnolécules  se  rapprochent  ou  s'éloignent  les  unes  des 
autres;  et,  par  suite,  elles  font  varier  de  même 
les  vitesses  des  corps  pendant  de  très  courts  intervalles 
de  temps. 

Le  principe  dont  il  s'agit  est  indépendant  de  la 
liaison  des  points  du  système ,  pourvu  qu'aucun  d'eux 
lie  soit  lié  à  d'autres  points  étrangers  au  système  que 
Ton  considère ,  et  ne  soit  pas  assujetti  à  se  mouvoir 
sur  une  surface  ou  sur  une  courbe  fixe  ou  mobile. 
Des  conditions  de  cette  espèce ,  s'il  en  existait ,  don- 
neraient naissance  à  des  forces  qu'il  faudrait  trans- 
porter au  centre  de  gravité,  et  qui  pourraient  faire 
varier  sa  vitesse.  Il  en  sera  de  même,  lorsqu'il  y  aura 
des  forces  appliquées  aux  points  du  système  qui  ne 
proviendront  pas  de  leurs  actions  mutuelles;  et,  dans 
ce  cas,  les  actions  mutuelles  pourront  influer  indirec- 
tement sur  le  mouvenient  du  centre  de  gravité,  en  di- 
minuant ou  augmentant  les  distances  des  points  du 
système  aux  points  fixes  ou  mobiles  d'où  émanent  les 
forces  étrangères^  et  changeant ,  par  conséquent,  leurs 
intensités. 

L'inertie  d'un  point  matériel  consiste  en  ce  qu'il 
ne  peut  se  mettre  de  lui-même  en  mouvement,  ni 
modifier  aucunement  le  mouvement  qu'il  a  reçu, 
sans  le  secours  de  forces  émanant  d'autres  points; 
l'inertie  d'un  système  de  corps  consiste,  de  même. 
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en  ce  que  Taction  mutuelle  de  ses  parties  ne  peut 
produire  ni  modifier  le  mouvement  de  son  centre  de 
gravité ,  sans  le  secours  de  points  d'appui  ou  de  forces 
étrangères.  Ainsi ,  le  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité du  soleil,  des  planètes,  des  satellites  et  des  co- 
mètes, doit  être  rectiligne  et  uniforme  dans  l'espace, 
abstraction  faite  de  l'action  exercée  par  les  étoiles 
sur  tous  ces  corps ,  et  de  la  résistance  du  milieu ,  si 
elle  existe. 

La  manière  dont  les  différentes  parties  d'un  muscle 
agissent  l'une  sur  l'autre,  pour  produire  ses  mouve- 
mens,  nous  est  inconnue;  nous  ignorerons  peut-être 
toujours  par  quel  moyen  la  volonté  met  ces  parties 
de  nature  diverse  dans  la  disposition  respective ,  né- 
cessaire pour  qu'elles  exercent  actuellement  leurs  at- 
tractions ou  répulsions  mutuelles  :  quoi  qu'il  en  soit, 
nous  ne  pouvons  pas  douter  que  ces  actions  ne  soient 
soumises  à  la  loi  de  réciprocité,  comme  toutes  les 
autres  forces  naturelles;  d'où  il  résulte  qu'un  animal, 
de  quelque  manière  qu'il  s  y  prenne,  ne  peut  jamais 
déplacer  son  centre  de  gravité  par  sa  seule  volonté , 
et  sans  le  secours  d'un  point  d'appui  extérieur. 
L'homme  et  les  animaux  peuvent  élever  ou  abaisser 
verticalement  leur  centre  de  gravité,  en  s  appuyant 
sur  la  terre  ;  ils  peuvent  aussi  s  avancer  horizontale- 
ment, à  l'aide  du  frottement  contre  sa  surface;  mais  la 
locomotion  leur  serait  impossible  sur  un  plan  parfaite- 
ment poli ,  où  cette  résistance  serait  tout-à-fait  insen- 
sible. Dans  le  vol  des  oiseaux,  c'est  le  centre  de  gra- 
vité de  l'animal  et  de  toute  la  masse  d'air  qu'il  met 
en  mouvement,  qui  demeure  constamment  en  repos; 

29.. 
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et,  dans  le  vide,  il  ne  pourrait  parvenir  à  déplacer 
son  propre  centre  de  gravité,  quelle  que  fut  la  rapi- 
dité du  mouvement  de  ses  ailes. 

Il  n'y  a  pas  de  doute,  non  plus,  que  les  fluides 
impondérables  ne  soient  soumis  à  la  loi  de  réaction 
égak  et  contraire  à  l'action,  et  que  le  principe  de 
la  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité , 
qui  en  est  la  conséquence,  ne  doive  aussi  s'observer 
dans  leurs  mouvemens,  comme  dans  celui  de  toutes 
les  autres  substances,  dont  ils  ne  diffèrent  que  par 
leur  extrême  ténuité.  Ainsi,  lorsque  l'électricité,  la 
chaleur,  la  lumière^  s'échappent  d'un  mobile  par  un 
seul  coté,  ce  corps  doit  reculer  en  sens  contraire, 
afin  que  le  centre  de  gravité  du  système  entier  de- 
meure en  repos;  mais  la  quantité  de  mouvement 
qu'il  prendra  ne  sera  sensible,  qu'autant  que  celle 
du  fluide  impondérable  le  sera  également,  malgré 
la  petitesse  de  sa  masse,  et  à  raison  de  la  grandeur  de 
sa  vitesse.  Cest  ce  qui  ne  peut-être  décidé  que  par  des 
expériences  très  délicates. 

554.  Non-seulement  les  forces  provenant  de  l'ac- 
tion mutuelle  des  points  m,  m' ,  n^' ,  etc.  ,  d'un  sys- 
tème entièrement  libre,  n'entrent  pas  dans  les  équa- 
tions (7)  de  leur  mouvement  de  translation ,  mais 
elles  disparaissent  aussi  des  équations  (9)  de  son 
mouvement  de  rotation  autour  de  l'origine  des 
coordonnées  (n°^  558  et  SSg). 

En  effet, 'soit  F  la  force  provenant  de  l'action 
mutuelle  de  m  et  m' ,  qui  est  la  même  pour  ces 
deux  points  matériels ,  et  dirigée ,  si  on  la  suppose 
attractive,  de  m  vers  //i' pour  le  point  772,  et  de  m' 
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Ters  m  pour  le  point  m'.  En  appelant  p  la  distance 
de  ces  deux  points,  les  cosinus  des  angles  que  fait 
la  droite  mm' ,  avec  des  parallèles  aux  axes  des  x^ 
jy  Zy  menées  parle  point  /w,  seront 

X  —  X         y  —  y         z  ' —  z 


P  P  P 


relativement  à  la  force  F ,  on  aura  donc 


P  P 


pour  les  composantes  de  la  force  motrice  du  point  m;, 
et  Ton  trouvera  de  même 


m' 


p  p  p 


pour  les  composantes  de  la  force  motrice  de  m' ^  pro- 
venant de  cette  force  F.  Or,  d'après  ces  valeurs  ,  nous 
aurons 

m  (œ\  —  fL)  +  m'  {.x'Y  —  j'^')  ^  o ,  ' 
m(zX  —  xZ)  +  m'  {z'X'  —  x'T)  —  o, 
m{jZ  —  zY)  +  m^ÇyZ'   —  z'Y)  =  o; 

par  conséquent,  les  termes  provenant  de  l'action^ 
miutuelle  des  points  du  système ,  se  détruisent  deux 
à  deux  dans  les  seconds  membres  des  équations  (9) 
du  n°  559. 

Si  donc    il  n'y  a  pas  d  autres  forces  motrices  qui" 
agissent  sur  les  points  m ,  m' ,  ml' ,  etc. ,  le  mou- 
vement de  rotation  du  système  autour  de  l'origine 
des  coordonnées,  sera   uniquement  dû  aux  vitesses 
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iaitiales  qui  ont  été  imprimées  à  ces  points;  en 
sorte  que  sans  le  secours  de  forces  étrangères  ou  de 
points  d'appui  pris  au  dehors,  c'est-à-dire,  par  la 
seule  action  mutuelle  de  ses  parties,  un  système 
quelconque  de  corps  ne  peut  produire  aucun  mou- 
vement de  translation  ou  de  rotation  commun  à 
tous  ses  points ,  ni  modifier ,  en  aucune  manière , 
celui  qu'il  a  reçu  primitivement. 

555.  Les  seconds  membres  des  équations  (g)  se- 
ront encore  zéro,  lorsque  les  points  du  système,  in- 
dépendamment de  leurs  actions  mutuelles,  seront  aussi 
sollicités  par  des  forces  dirigées  vers  l'origine  des 
coordonnées  ;  car  pour  une  semblable  force ,  ap- 
pliquée au  point  m,  les  composantes  /tîX,  wY,  /wZ, 
sont  entre  elles  comme  les  coordonnées  ^,/,  z,  de 
ce  point  ;  on  a  donc 

^Y  =, jrX,    zX  =  xZ,    jrZ  =  zY; 

et  le  terme  qui  en  provient  disparaît  de    chacune 
des  équations  (9). 

Ainsi ,  dans  tout  système  entièrement  libre ,  ou  qui 
ne  renferme  qu'un  seul  point  fixe,  et  dont  les  points 
in,  m,  irf ,  etc.,  sont  soumis  à  leurs  actions  mu- 
tuelles et  à  des  forces  dirigées  vers  ce  point  fixe, 
en  le  prenant  pour  origine  des  coordonnées ,  on  aura 

_       /     d'Y  d^x\ 

^      /      d^z  dy-\ 
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S'il  n'y  a  aucun  point  fixe  dans  le  système  ,  et  que 
les  mobiles  soient  uniquement  soumis  à  leurs  actions 
mutuelles,  on  pourra  prendre  tel  point  qu'on  vou- 
dra pour  origine  des  coordonnées;  et  comme  dans 
ce  même  cas,  les  équations  (7)  du  n°  538,  se  ré- 
duiront à 

^m-^  =  o,  2m -^  =  0,  2/72-^=0,     ih), 

il  s'ensuit  qu'on  pourra  aussi  prendre  pour  cette 
origine,  un  point  qui  ait  un  mouvement  rectiligne 
et  uniforme  dans  l'espace. 

En  effet,  en  désignant  par  a,  ^,  5/ ,  les  coordon- 
nées de  ce  point  mobile ,  on  aura 

d^ct.  dC  d'y 

^  =  ^'     d?  =  ''>     IF^''^ 

pour  y  transporter  Torigine  des  coordonnées,  il  fau- 
dra faire 

relativement  au  point  quelconques;  or,  en  substi- 
tuant ces  valeurs,  dans  la  première  équation  (a),  on 
peut  la  mettre  sous  la  forme 


2m 


/     dW  d-'x  \    ,    d'^Q  ^  d'à  ^ 

^      d'^x        ^^      d^Y 
+  ût27w -^  —  G2772 -^  =  0  ; 


au  moyen  des  équatioiûs  précédentes ,  elle  se  réduira 

donc  à 

dy^  d^x^ 


^-(-/i^-//ll^)=o 


456  TBAITÉ  BE  MÉCANIQUE. 

et  l'on  trouvera  de  même  que  les  deux  autres  e'qua- 

lions  (^)  ne  changent  pas  de  forme,  et  deviennent 

quand  on  transporte  l'origine  des  coordonnées  au 
point  dont  le  mouvement  est  rectiligne  et  uniforme» 

Dans  le  cas  dont  il  s'agit,  le  mouvement  du  centre 
de  gravité  du  système  étant  rectiligne  et  uniforme 
(n°  55^),  il  en  résulte  que  les  équations  (a)  devront 
subsister  en  prenant  ce  centre  pour  origine  des 
coordonnées. 

556.  En  multipliant  les  équations  (a)  par  dt^  et 
observant  qu'on  a 

d^r  d^^  jf     dr  dx\ 

d'x  d^z  I  /     djc  dz\ 

d'z  d^r  ,  / 


d'^  ^    __  ^f     d^  _        dj;\  , 


intégrant  et  désignant  par  c,  c^ ,  c" ,  les  constantes 
arbitraires,  il  vient 
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équations  qui  montrent  que  dans  le  mouvement 
d'un  système  entièrement  libre ,  où  les  mobiles  ne 
sont  soumis  qu'à  leurs  actions  mutuelles,  ou  à  des 
forces  dirigées  vers  un  centre  fixe ,  les  momens  des 
quantités  de  mouvement  de  tous  les  points  du  sys- 
tème, par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  qai  se 
coupent  en  ce  point,  et  par  conséquent,  par  rapport 
à  toute  autre  droite  menée  par  ce  même  point,  sont 
des  quantités  constantes.  Ces  momens  ne  changeront 
pas  de  valeur,  dans  le  choc  des  corps  du  système ^ 
ou  dans  l'explosion  d'un  ou  de  plusieurs  d'entre  eux, 
puisque  les  forces  qui  produisent  ces  phénomènes , 
sont  des  actions  mutuelles  de  leurs  molécules;  ce  qui 
s'accorde  avec  le  résultat  du  n°  54 1- 

S'il  n'y  a  pas  de  forces  dirigées  vers  un  point  fixe, 
il  résulte  du  numéro  précédent,  que  ce  théorème  aura 
encore  lieu,  par  rapport  à  un  axe  quelconque  qui 
se  meut  parallèlement  à  lui-même ,  en  passant  cons- 
tamment par  le  centre  de  gravité  du  système,  ou, 
plus  généralement,  par  un  point  dont  le  mouvement 
est  rectiligne  et  uniforme.  Dans  ce  même  cas,  on 
conclut  des  équations  (b),  que  les  sommes  des  quan- 
tités de  mouvement  de  tous  les  points  du  système,  sui- 
vant trois  directions  rectangulaires,  et  conséquemment 
suivant  une  direction  quelconque,  sont  également  des 
quantités  constantes;  théorème  qu'on  peut  aussi  re- 
garder comme  renfermé  dans  celui  qui  répond  aux 
momens  de  ces  forces,  en  éloignant  à  Finfîni  le  centre 
des  momens  et  l'origine  des  coordonnées. 

557.  Les  valeurs  des  constantes  c,  c' ,  c" ,  dé- 
pendront de  la  direction    des  axes   rectangulaires  9 
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qu'on  prendra  pour  ceux  des  coordonnées  ;  mais  si 

l'on  fait 

c-  +  c'^  +  c''^  —  y\ 

la  quantité  y  sera  non-seulement  indépendante  de  t^ 
mais  aussi  de  cette  direction  ;  car  elle  exprime  le 
moment  principal  d'un  système  de  forces  (n°  281) , 
dont  la  valeur  ne  peut  pas  dépendre  de  la  direction 
arbitraire  des  droites  suivant  lesquelles  ces  forces 
sont  décomposées.  Lorsqu'il  n'existe  pas  de  point 
fixe  dans  le  système ,  on  trouvera  donc  une  même 
valeur  àe  y ,  en  la  calculant  à  deux  époques  diffé- 
rentes du  mouvement,  et  prenant  Je  centre  de  gra- 
vité pour  origine  des  coordonnées ,  quelle  que  soit 
d'ailleurs  leur  direction,  différente  ou  la  même,  à 
ces  deux  époques.  Dans  ces  calculs ,  on  n'emploiera 
que  des  positions  et  des  vitesses  relatives  des  mobiles 
aux  époques  données,  savoir,  les  perpendiculaires 
oc,  j,  j3,  abaissées  de  chaque  point  m  sur  trois  plans 
rectangulaires,  menés  arbitrairement  par  le  centre  de 

•j,  /       .  ,  ^     dx      dy      dz        ■» 

gravite ,  et  les  excès  -5-  ,  -~  ,  -r  ,   des    composantes 

de  la  vitesse  de  m ,  parallèles  à  leurs  intersections  ^ 
sur  les  composantes  de  la  vitesse  du  centre  de  gra- 
vité suivant  les  mêmes  directions.  Lors  même  qu'il 
serait  survenu  entre  les  deux  époques  pour  lesquelles 
on  aura  ainsi  calculé  la  valeur  de  }/,  un  ou  plu- 
sieurs chocs  ou  explosions  des  corps  du  système , 
cette  valeur  ne  serait  pas  changée ,  pourvu  que ,  dans 
le  cas  d'une  explosion ,  on  comprit  dans  le  calcul  de 
la  seconde  époque  toutes  les  parties  du  corps  brisé. 
Si  donc  on  la  trouvait  dijférente  à  la  seconde  époque 
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de  ce  qu'elle  était  à  la  première ,  on  en  pourrait  con- 
clure que  des  forces  étrangères  ont  agi,  dans  l'inter- 
Yalle,  sur  les  mobiles,  ou  bien  qu'ils  ont  choqué 
d'autres  corps  qui  ne  font  pas  partie  du  système. 

Si  Ton  appelle  a,  cl\  a!\  les  angles  que  fait 
l'axe  du  moment  principal  avec  les  axes  des  z , 
y ,  oc ,  dont  l'origine  est  au  centre  de  gravité,  on 
aura  (n**  281  ) 

cos  a  =  -  ,     cos  a'  =  -  ,     cos  at  '  =  —  ; 

y  y  y 

en  supposant  donc  que  ces  axes  soient  constamment 
parallèles  à  eux-mêmes,  les  quantités  c,  c\  d\  ne 
changeront  pas,  et  la  direction  de  l'axe  du  moment 
principal  sera  aussi  invariable,  comme  la  grandeur 
du  moment  qui  s'y  rapporte.  La  même  chose  a  lieu  par 
rapport  à  un  point  fixe,  lorsqu'il  y  en  a  un  dans  le 
système,  et  qu'on  le  prend  pour  origine  des  coor- 
données 3  ce  qu'on  a  déjà  vu  dans  le  n°  l\i^ ,  rela- 
tivement à  un  corps  solide. 

^^^,  Il  est  important  d'observer  que  les  termes  pro- 
venant de  l'action  mutuelle  du  système  disparaissent 
dans  les  seconds  membres  des  équations  (9)  du  n°55g, 
lors  même  que  l'intensité  de  cette  action  varie  avec  le 
temps ,  indépendamment  de  la  distance ,  c'est-à-dire , 
lorsque  les  composantes  de  cette  force  renferment  le 
temps  t  explicitement.  Les  équations  (c) ,  et,  par 
conséquent,  l'invariabilité  du  moment  principal  et 
de  la  direction  de  son  axe,  ont  donc  encore  lieu  dans 
ce  cas,  qui  se  présente,  par  exemple,  quand  les 
points  du  système  perdent,  sous  forme  rayonnante, 
une  partie  de  leur  chaleur  propre  :  ce  qui  dimi- 


46o  TRAITÉ  DE  MÉGANIQUE. 

nue,   à  distance    égale,   l'intensité    de  leur  action 

mutuelle. 

Aiosi ,  en  faisant  abstraction  de  l'action  du  soleil 
et  de  la  lune  sur  la  masse  de  la  terre,  et  supposant 
que  notre  planète ,  autrefois  à  letat  gazeux ,  s'est  soli- 
difiée par  le  refroidissement,  sans  perdre  aucune  par- 
tie de  sa  matière  pondérable,  on  peut  assurer  que, 
dans  cette  transformation ,  le  moment  principal  des 
quantités  de  mouvement  de  tous  ses  points  n'a  pas 
changé  de  grandeur,  ni  son  axe  de  direction.  Cette 
droite  est  devenue  l'axe  de  figure  de  la  terre,  autour 
duquel  elle  tourne  maintenant;  et,  dans  ce  mouve- 
ment 5  il  est  aisé  de  voir  (n°  386)  que  l'on  a 

y  =  6:}Mk% 

pour  la  valeur  du  moment  principal  ;  a?  étant  la  vi- 
tesse angulaire  de  rotation ,  M  la  masse ,  et  M^**  le 
moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  de  figura.  Si  le 
refroidissement  et  la  rotation  de  la  terre  continuent 
encore  actuellement ,  et  que  son  rayon  diminue  en 
conséquence ,  la  valeur  de  k  diminuera  dans  le  même 
rapport  ;  à  cause  que  la  quantité  y  est  constante ,  la 
valeur  de  g?  augmentera  donc  en  raison  inverse  du 
carré  de  ^,  et  la  durée  du  jour  décroîtra  proportion- 
nellement au  carré  du  rayon.  Une  diminution  ,  due  à 
cette  cause,  d'un  dix-millionième  sur  la  durée  du 
jour,  supposerait  un  décroissement  d'un  vingt-mil- 
lionième sur  la  longueur  du  rayon  ;  et  comme  on  est 
certain  que  le  jour  n'a  pas  éprouvé  cette  diminution 
depuis  25oo  ans  (n**  44^;  >  i^  ^i>  résulte  que  le  rayon 
moyen  de  la  terre  n'a  pas  varié  d'un  vingt-miilio- 
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nième,  ou  d'à  peu  près  5  mètres,  dans  ce  long  in- 
tervalle de  temps,  par  l'effet  du  refroidissement,  si 
la  température  moyenne  de  la  terre  n'est  pas  encore 
parvenue  à  un  état  permanent. 

Les  tremblemens  de  terre ,  les  explosions  volcani- 
ques, le  souffle  des  vents  contre  les  côtes,  les  frotte- 
mens  et  les  pressions  de  la  mer  sur  la  partie  solide  du 
sphéroïde  terrestre ,  répondant  à  des  actions  mutuelles 
des  parties  du  système,  il  n'en  peut  résulter  aucune 
variation  de  la  quantité  y  ;  et  les  déplacemens  de  ces 
parties  qui  ont  lieu  dans  toutes  ces  circonstances,  n'é- 
tant pas  assez  considérables  pour  produire  des  chan- 
gemens  sensibles  dans  la  valeur  de  k,  ces  causes  di- 
verses ne  produiront  aucune  altération  appréciable 
dans  la  rapidité  de  la  vitesse  o? ,  ni  dans  la  durée  du 
jûur. 

559.  Les  théorèmes  qui  se  déduisent  des  équa- 
tions (c)  peuvent  encore  s'énoncer  d'une  autre  ma- 
nière. 

Observons,  pour  cela ,  que  la  formule  ^(xdj — -jda:) 
est  l'aire  décrite  pendant  l'instant  dt,  ou  la  différen- 
tielle de  l'aire  décrite  pendant  le  temps  t,  par  le 
rayon  vecteur  de  la  projection  du  point  7n  sur  le 
plan  des  jc  et  j,  en  allant  de  l'axe  des  oc  positives 
vers  l'axe  des  j  positives  (  n°  i54).  La  formule 
•i  (zdœ  —  jcdz)  est  de  même  la  différentielle  de  l'aire 
décrite  par  le  rayon  vecteur  de  la  projection  du 
même  point  m,  sur  le  plan  des  z  et  oc ,  en  allant  de 
Taxe  des  z  vers  l'axe  des  œ;  et  ^(jdz—  zdy)  ex- 
prime la  différentielle  de  l'aire  décrite  par  le  rayon 
vecteur  de  la   projection    de   ce   point   sur  le   plan 
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des  j*  et  Zf  en  allant   de  Faxe  des  y  vers   Taxe 

des  z. 

Cela  pose ,  considérons  les  aires  comme  des  quan- 
tités positives  ou  négatives ,  selon  qu'elles  sont  dé- 
crites sur  chaque  plan ,  dans  le  sens  qu'on  vient  d'in- 
diquer, ou  dans  le  sens  opposé.  Soit  7  A  la  somme 
des  aires  décrites,  pendant  le  temps  t ,  par  les  rayons 
vecteurs  des  projections  de  tous  les  points  du  sys- 
tème ,  et  multipliées  respectivement  par  leurs  masses 
771,  m'y  m",  m'",  etc.  Appelons  ^A'  la  somme  des  aires  dé- 
crites sur  le  plan  des  zet  x ,  pendant  le  même  temps, 
par  les  rayons  vecteurs  des  projections  de  ces  points 
matériels,  et  multipliée  aussi  par  leurs  masses.  Soit  en- 
fin ^A"  la  somme  des  aires  décrites  sur  le  plan  des  j' 
et  Zf  pendant  ce  temps  t,  parles  rayons  vecteurs  des 
projections  de  ces  mêmes  points,  multipliées  de 
même  par  leurs  masses.  Ces  trois  sommes  seront  des 
fonctions  de  ty  dont  les  valeurs  s'évanouiront  avec 
cette  variable ,  et  qui  auront  pour  différentielles 

\dA  "=2  \  ^m  (xdj  —  jdx) , 
\  dh'  =  1 277Z  [zdx  —  œdz) , 
^  d?^'=  i  1m  Cjdz  —  zdj). 

En  vertu  des  équations  (c) ,  on  aura  donc 

dkz=:cdt,     dÀ.'z=c'dt,     d\"=c"dt; 
et,  en  intégrant,  on  en  déduit 

A  =  cty     K'z=c't ,     a''  =  c"t. 
Donc ,  dans  le  mouvement  d'un  système  entièrement 
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libre ,  dont  les  points  ne  sont  soumis  qu'à  leurs  ac- 
tions mutuelles,  les  sommes  des  aires  représentées 
par  I  A ,  I  a',  ^  >!%  sont  proportionnelles  au  temps 
employé  à  les  décrire,  et  les  sommes  des  aires  dé- 
crites pendant  l'unité  de  temps,  conservent  leurs  va- 
leurs initiales  pendant  toute  la  durée  du  mouvement; 
le  centre  des  aires  étant  un  point  ^^e ,  le  centre  de 
gravité  du  système,  ou  tout  autre  point  dont  le 
mouvement  est  rectiligne  et  uniforme. 

C'est  en  cela  que  consiste  le  principe  de  la  conser- 
vation des  aires.  Il  a  encore  lieu  lorsqu'il  existe  dans 
le  système  un  point  Gi\e  vers  lequel  sont  dirigées  des 
forces  agissant  sur  un  ou  plusieurs  des  mobiles , 
pourvu  que  l'on  prenne  alors  ce  point  ^xe  pour 
centre  des  aires;  ce  qui  comprend  le  théorème  du 
n**  i54,  relatif  à  un  point  matériel  isolé. 

Nous  ferons  remarquer  que ,  quand  les  points  m , 
m!,  m!',  etc. ,  tournent  dans  un  même  sens  autour  du 
centre  des  aires,  comme  les  centres  des  planètes  au- 
tour du  soleil,  il  en  sera  de  même  à  l'égard  de 
leure  projections  sur  les  plans  des  coordonnées;  de 
sorte  que  tous  les  termes  des  sommes  |  A  ,  ^  A',  ^A", 
auront  le  même  signe  :  ils  auront ,  au  contraire , 
des  signes  différens,  et  ces  sommes  pourront  être 
des  quantités  positives  ou  négatives,  lorsqu'une  par- 
tie des  mobiles  tournera  dans  un  sens,  et  l'autre 
partie  dans  le  sens  opposé ,  comme  dans  le  mou- 
vement des  comètes  autour  du  soleil. 

56o.  Maintenant,  soient  0  (fig.  5i  ),  le  centre 
des  aires,  fixe  ou  mobile  ;  Ox,  0^,  Oz,  les  directions 
des  axes  rectangulaires  des  coordonnées;  M  et  M^ 
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les  positions  du  point  quelconque  m  au  bouî:  des 
temps  i  Qï  t  -{-  dt-,  P  et  P^  les  projections  de  M 
et  M^  sur  le  plan  des  x  et  y.  Le  triangle  MOM^  sera 
Faire  plane  décrite,  pendant  l'instant  dt ,  par  le  rayon 
vecteur  de  m  y  et  il  aura  pour  projection  sur  le 
plan  des  x  etj,  le  triangle  POP,,  ou  l'aire  décrite 
pendant  cet  instant ,  par  le  rajon  vecteur  de  la  pro- 
jection de  771  sur  ce  plan.  Les  projections  de  MOM, 
sur  les  deux  autres  plans  des  coordonnées ,  seront 
aussi  les  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  des 
projections  de  77i  sur  ces  plans.  Il  en  sera  de  même 
pour  les  aires  décrites  dans  l'espace  ,  pendant  toutes 
les  parties  infiniment  petites  du  temps  t,  par  les 
rayons  vecteurs  de  tous  les  points  du  système,  et 
multipliées  par  leurs  masses,  ou ,  autrement  dit,  pour 
toutes  ces  aires  augmentées  dans  le  rapport  des  masses 
m,  7n\77i"y  etc. ,  à  l'unité.  Par  conséquent,  les  quan- 
tités jÀ,  i  A',  |A'',  qu'on  vient  de  considérer,  seront 
les  sommes  des  projections  de  ces  aires  infiniment 
petites ,  sur  les  trois  plans  des  coordonnées  ;  et  l'on 
pourra  appliquer  à  ce  système  d'aires  planes  et  à 
leurs  projections,  les  théorèmes  des  n°'  276  et  sui- 
vans. 

Ainsi ,  parmi  tous  les  plans  quon  peut  faire  passer 
par  le  point  0,  il  y  en  a  un  sur  lequel  la  somme 
des  projections  des  aires  planes ,  prises  avec  les  signes 
qui  résultent  du  sens  du  mouvement  pour  chacune 
d^elles ,  est  un  7najci7nu77i.  Si  l'on  désigne  par  jjl  la 
valeur  de  cette  aire  772aa:i7na,  on  aura 


'/a. 


|t^^  =  A*  +  A'''  +  A"*; 
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et ,  si  OH  est  la  perpendiculaire  a  son  plan ,  et  qu'on 
fasse 

zOn  =  s,   jrOH  =  €',    ocOn  =  ê". 


on  aura  aussi 

A 


cos  ê  =  — ,    cos  ê^  =  — ,    cos  f =— . 

fi  ^  fC 

Or,  d'après  les  valeurs  de  A,  A',  A'',  ces  formules 
sont  la  même  chose  que 

cos  Ç  =  -  ,    cos  Ê'  =  — ,    cos  ê"  ==  —  ;      (d) 

y  y  ^  ^    -^ 

c,  c'f  c",  y ,  étant  les  mêmes  constantes  que  précé- 
demment. Il  en  résulte  donc  que  la  direction  du 
plan  de  Faire  maxima  demeurera  constante  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement,  et  que  la  normale 
à  ce  plan  menée  par  le  centre  des  aires  coïncidera  tou- 
jours avec  l'axe  du  moment  principal  des  quantités 
de  mouvement  de  tous  les  points  du  système. 

On  conclut  de  là  que  dans  le  mouvement  de  tout 
système  entièrement  libre,  dont  les  points  matériels 
ne  sont  soumis  qu'à  leurs  actions  mutuelles,  il  existe 
un  plan,  passant  par  le  centre  de  gravité,  qui  de- 
meure constamment  parallèle  à  lui-même,  et  dont 
on  peut ,  à  chaque  instant ,  déterminer  la  direction  , 
au  moyen  des  masses  de  tous  ces  points,  de  leurs 
coordonnées  rapportées  au  centre  de  gravité  comme 
origine,  et  des  excès  des  composantes  de  leurs  vi- 
tesses sur  celles  de  la  vitesse  de  ce  centre. 

Ce  théorème  est  dû  à  Laplace,  qui  a  donné  au 
plan  dont  il  s'agit  la  dénomination   de  plan  inç^a- 

2.  3o 
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riablej  et  qui  a  proposé  d'en  faire  usage ,  en  Astro- 
nomie, pour  rapporter  à  sa  direction  constante  les 
directions  variables  (n**  ^44)  ^^^  plans  des  orbites 
planétaires. 

56 1 .  C'est  au  plan  de  l'orbite  de  la  terre ,  et  à  une 
droite  menée,  dans  ce  plan,  par  le  centre  du  soleil 
et  parallèlement  à  la  ligne  des  équinoxes,  que  les 
astronomes  rapportent  les  positions  des  astres  et  les 
directions  des  plans  dans  lesquels  ils  se  meuvent. 
L'écliptique  vraie  et  la  ligne  des  équinoxes  étant  en 
mouvement  dans  l'espace ,  on  détermine  leurs  posi- 
tions, à  un  instant  donné,  en  les  comparant  à  celles 
des  étoiles  ;  mais  on  peut  craindre  que  les  mouve- 
mens  propres  des  étoiles,  qui  sont  inconnus  pour  la 
plupart ,  ne  nous  induisent  en  erreur  sur  les  dépla- 
cemens  absolus  de  l'orbite  de  la  terre,  après  plu- 
sieurs siècles;  et,  pour  prévenir  cet  embarras,  il  est 
bon  de  pouvoir  assigner  sa  direction  vraie  a  un  ins- 
tant quelconque. 

Supposons  donc  que  le  pian  des  a:  et  j-  soit  le  plan 
de  l'écliptique  à  un  instant  donné ,  ou ,  plus  exacte- 
ment ,  un  plan  parallèle  à  celui  de  cette  éclip tique 
et  mené  par  le  centre  de  gravité  0  du  système  so- 
laire. Par  le  point  0  (llg.  52),  menons  arbitrairement 
dans  ce  plan  les  axes  Ooc  et  Oj;  et  d'après  les  coordon- 
nées et  les  vitesses  actuelles  de  tous  les  points  du  sys- 
tème solaire ,  rapportées  aux  axes  rectangulaires  Ojc, 
Oj",  Oz ,  et  les  masses  de  ces  points ,  supposons  aussi 
qu'on  ait  calculé  les  valeurs  des  quantités  c ,  c',  c". 
Si  OH  est  la  perpendiculaire  au  plan  invariable  de 
ce  système ,  et  EOE'  l'intersection  de  ce  plan  avec 
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celui  des  x  et  /,  les  équations  (d)  donneront 

cos  HOz  =  -  ,     tang  EO.r  =  —  ;       (e) 

ce  qui  fait  connaître  la  direction  du  plan  invariable 
par  rapport  à  celui  des  x  et  y\  Mais  pour  en  con- 
clure, réciproquement,  la  direction  absolue  du  plan 
de  l'ecliptique ,  parallèle  à  celui  des  x  q\  y ,  il  faut 
encore  qu'il  existe,  sur  le  plan  invariable,  une  droite 
qui  demeure  constamment  parallèle  à  elle-même ,  et 
dont  la  direction  soit  connue  à  chaque  instant.  OK 
étant  cette  droite ,  on  connaîtra  l'angle  KO.r  à  l'épo- 
que que  l'on  considère;  de  cet  angle,  joint  à  HO2  et 
EOx,  on  déduira  l'angle  EOK;  et  les  deux  angles 
HO2  et  EOK  détermineront  complètement  la  direc- 
tion absolue  du  plan  de  l'ecliptique. 

Or,  l'existence  du  plan  invariable ,  dans  le  s j sterne 
solaire,  suppose ,  implicitement ,  que  Ton  fait  abstrac- 
tion de  l'action  des  étoiles  sur  le  soleil  et  sur  les  pla- 
nètes, et  que  toutes  les  parties  du  système  sont  sou- 
mises uniquement  à  leurs  actions  mutuelles.  Mais, 
dans  ce  cas ,  le  mouvement  du  centre  de  gravité  0 
est  rectiligne  et  uniforme;  par  conséquent,  à  moins 
que  la  direction  de  ce  mouvement  ne  soit  exactement 
perpendiculaire  au  plan  invariable,  on  aura  une 
droite  OK,  toujours  parallèle  à  elle-même,  en  pro- 
jetant sur  ce  plan  la  droite  que  décrit  le  point  0  dans 
Fespace.  On  ne  voit  pas  une  autre  ligne  qu'on  puisse 
prendre  pour  la  droite  OK;  mais  pour  faire  usage  de 
celle  que  nous  indiquons,  il  faut  qu'on  ait  préala- 
blement déterminé,  par  l'observation, Ja  dire(^ion 

3o.. 


468  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

du  mouvement  du  centre  de  gravité  de  notre  uni- 
vers, que  nous  ne  connaissons  encore  que  très  im- 
parfaitement. 

En  comparant  les  valeurs  des  angles  HO2  et  EOK , 
déterminées  à  deux  époques  différentes ,  on  connaî- 
tra les  déplacemens  réels  de  Fécliptique  qui  ont  eu 
lieu  dans  Tintervalle,  et  que  le  seul  angle  HOz,  in- 
clinaison du  plan  mobile  sur  le  plan  invariable ,  ne 
suffiraitpas  pour  déterminer  complètement.  Toutefois^ 
si  les  quantités  c'  et  c"  sont  très  petites  par  rapport  à 
c,  l'angle  HO2  sera  aussi  très  petit,  et  de  très  petites 
différences  dans  les  valeurs  de  d  et  d'  en  produiront 
de  très  grandes  dans  les  valeurs  de  EOx,  et,  par 
suite,  de  l'angle  EOK,*  en  sorte  qu'il  paraîtrait,  dans 
ce  cas,  que  l'intersection  OE  de  l'écliptique  et  du 
plan  invariable  aurait  éprouvé  un  déplacement  très 
considérable  sur  ce  plan.  Mais,  en  général,  ce  dépla- 
cement ne  serait  pas  réel  ;  car  les  petites  différences 
des  valeurs  de  d  et  d^  proviendront ,  en  grande  par- 
tie ,  des  erreurs  inévitables  dans  les  observations  qui 
servent  à  déterminer  ces  valeurs,  et  des  quantités 
qu'on  est  obligé  de  négliger  en  les  calculant. 

Au  reste,  quand  l'angle  HO5;  est  très  petit,  c'est-à- 
dire  ,  quand  l'écliptique  est  très  peu  inclinée  sur  le 
plan  invariable ,  l'angle  EOK ,  qu'on  peut  alors  très 
difficilement  déterminer,  n'a  que  très  peu  d'influence 
sur  la  direction  vraie  du  plan  de  Forbite  de  la 
terre. 

562.  Le  nombre  et  les  massées  des  comètes  nous 
étant  inconnus,  on  sera  obligé  .de  négliger  les  termes 
qui  leur  correspondent  dans  les  valeurs  de  c,  d y  d'^ 
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relatives  au  système  solaire  ;  mais  les  valeurs  de  c,  c' , 
c'',  données  par  les  formules  (c)  seront  très  peu  altérées 
par  cette  omission ,  vu  la  petitesse  de  ces  masses  ,  et 
parce  que  les  termes  de  ces  formules,  qui  correspond 
dent  aux  comètes,  se  détruisent,  en  grartde  partie  , 
par  lopposition  des  signes  (n°  SSg). 

On  calculera  de  la  manière  suivante  les  parties 
de  c ,  c\  d\  qui  répondent  au  soleil,  aux  planètes  et 
aux  satellites. 

Soient  M  la  masse  d'un  de  ces  corps,  et  dm  1  élé- 
ment de  cette  masse,  dont  x,j^z,  sont  les  coordon- 
nées rapportées  aux  axes  Ox,  Ojr,  Os.  Appelons  .r, , 
Jxy  z^y  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  M , 
par  rapport  aux  mêmes  axes,  et  oc^^j^,  z^,  les  coor- 
données de  dm  y  rapportées  à  des  parallèles  à  ces  axes, 
menées  par  ce  centre  de  gravité;  de  sorte  qu'on  ait, 
à  un  instant  quelconque  , 


X 


oc,  +  x^,    y  =  j,  +j^,     2^2^^ 


y  y 


dt  dt    '^   dt  '    dt         dt  ^  dt^    dt  —  dt"^  ~di' 

L'origine  des   coordonnées  x^,  j^,    z^,    étant  au 
centre  de  gravité  de  M ,  on  a 

fx/im  z=z  o,     fj,dm.  =  o,    fz^dm  =  o, 

et,  par  conséquent, 

les  intégrales  s'étendant  à  la  masse  entière.  D'après  cela, 
si  l'on  substitue  les  valeurs  de  r,  r,  s,  ^,  $-,  ^""^ 

^ '^  '      ^  dt  ^   dt  ^  dt  ^ 
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dans  la  première  équation  (c) ,  et  qu'on  j  change  m 

et  2  en  dm  et/,  on  trouve 

ce  qui  montre  que  le  moment  des  quantités  de  mou- 
vement de  M,  par  rapport  à  l'axe  Oz,  se  compose 
de  deux  parties  :  la  première  ne  dépend  que  du 
mouvement  du  centre  de  gravité  de  M,  et  est  la 
même  que  si  cette  masse  était  concentrée  en  ce  point; 
la  seconde  est  indépendante  de  ce  mouvement,  et  la 
même  que  si  le  centre  de  gravité  de  M  était  en  repos, 
et  que  l'axe  Oz  fût  transporté  en  ce  point,  parallèle- 
ment à  lui-même.  Le  même  résultat  s'applique  aux 
quantités  c'  et  d' ,  et  a  encore  lieu  par  rapport  à  un 
axe  quelconque. 

Maintenant,  soient  A,  B,  C,  les  momens  d'inertie 
de  M,  par  rapport  à  ses  trois  axes  principaux  qui  se 
coupent  à  son  centre  de  gravité;  p,  q,  r,  les  compo- 
santes de  sa  vitesse  angulaire  de  rotation ,  relatives 
aux  mêmes  axes;  A,  /a,  y,  les  angles  que  font  leurs 
directions  avec  une  parallèle  à  l'axe  Oz- ,  menée 
par  leur  point  d'intersection;  d'après  ce  qu'on  a  vu 
dans  le  n®  4^9?  nous  aurons 

\(x^ -~  — y i  -4Adm^=z  Ap cos A  -f-B^'cos^w-f-Cr cos  v , 

pour  le  moment ,  par  rapport  à  cette  parallèle ,  des 
quantités  de  mouvement  de  tous  les  points  de  M, 
provenant  de  sa  rotation  autour  de  son  centre  de 
gravité.  Il  s'ensuit  que  la  valeur  complète  de  c  sera 
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c=2M^a:,-^--j-i-^^-f-2:(ApcosA-fB^cos^+CrcosO  ;  (/) 

les  deux  sommes  2  s'ëtendant  au  soleil ,  à  toutes  les 
planètes  et  à  leurs  satellites,  et  se  composant  par 
conséquent  de  5o  termes.  Or ,  les  rapports  de  A ,  B , 
C,  à  M,  dépendant  de  la  constitution  intérieure  de 
ce  corps  M ,  ils  nous  seront ,  sans  doute ,  toujours  in- 
connus :  nous  savons  seulement  que  ces  trois  rapports 
diffèrent  peu  l'un  de  lautre ,  à  cause  de  la  foi^me  à 
peu  près  sphérique  des  corps  célestes;  et  qu'ils  sont 
moindres  que  si  ces  corps  étaient  homogènes ,  parce 
que  les  densités  des  couches  concentriques  vont  en^ 
décroissant  du  centre  à  la  surface  de  M.  Il  serait 
donc  impossible  de  calculer  la  valeur  de  c  y  et  de 
même,  les  valeurs  de  c'  et  c^'\  si  l'on  devait  avoir 
égard  à  la  partie  de  chacune  de  ces  quantités,  qui 
provient  de  la  rotation  des  corps  célestes.  Mais  quelles 
que  soient  la  forme  de  M  et  sa  constitution  intérieure, 
la  partie  de  Ap  cos  A  4- B^  cos />t -j- Cr  cos  j' ,  qui  est 
due  à  rétat  initial  de  ce  corps  solide ,  demeure  cons- 
tante pendant  toute  la  durée  de  son  mouvement 
(n^  /{i6);  en  sorte  que  cette  quantité  ne  peut  varier, 
pour  chaque  corps  céleste,  qu'à  raison  des  attrac- 
tions des  autres  corps,  en  tant  que  leur  résultante 
ne  passe  pas  exactement  par  le  centre  de  gravité  de 
M,  c'est-à-dire,  en  tant  qu'elles  s'exercent  sur  la 
partie  non  sphérique  de  M.  Il  en  résulte  que  pour 
chaque  corps  céleste,  la  partie  variable  du  second 
terme  de  la  formule  (f)  est  très  petite,  et  peut  être 
négligée  par  rapport  à  la  partie  du  premier  terme;, 
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relative  au  même  corps.  Ainsi,  par  exemple,  en 
désignant  par  h  le  rayon  du  globe  terrestre,  par  « 
la  vitesse  angulaire  de  son  mouvement  de  rotation , 
qui  a  lieu  autour  de  son  axe  de  figure,  et  par  J^ 
l'angle  que  fait  cet  axe  avec  la  parallèle  à  l'axe  Ojs,  le 
second  terme  de  la  formule  {f)f  qui  répond  à  la 

terre,  sera  momdre  que  —^  ojcos  cT,  qui  en  serait  la 

valeur,  si  la  terre  était  homogène;  soient  aussi  p  et 
9  le  rayon  moyen  de  Torbite  de  la  terre  et  sa  vitesse 
moyenne  dans  son  mouvement  annuel;  le  premier 
terme  de  la  formule  [f)  relatif  à  la  terre,  aura  par 
conséquent  Mp*fl  pour  valeur;  or,  si  l'axe  Oz  est 
perpendiculaire  au  plan  de  cette  orbite,  auquel  cas 
J^  représentera  l'obliquité  de  l'écliptique,  on  verra 
qu'une  variation  de  cinq  degrés  dans  la  grandeur  de 
cet  angle,  ne  produirait  pas  une  variation  dans  la  valeur 

de  --p— ^coscT,  qui  soit  un  cent-millionième  de  la 

quantité  Mp^'Q.  On  s'en  assurera ,  en  observant  que  le 
rapport  de  li)  à  9  excède  à  peine  566 ,  que  celui  de  p  à 
h  est  environ  24000,  et  l'angle  cT  ,  à  peu  près  25° 28'. 
Il  en  sera  de  même  à  l'égard  de  toutes  les  autres  pla- 
nètes. Par  rapport  au  soleil,  il  y  a  lieu  de  croire  que 
la  partie  variable  du  second  terme  de  la  formule  {f) 
qui  lui  correspond,  est  tout-à-fait  insensible,  à  cause 
de  sa  forme  sphérique  qui  résulte  des  observations, 
et  que  l'on  peut  aussi  supposer  à  ses  couches  inté- 
rieures, à  raison  de  la  petitesse  de  la  force  centrifuge 
comparée  à  la  pesanteur,  dans  les  différens  points 
de  ce  corps  (n^  260);  d'où  l'on  conclut  que  la  résul- 
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tante  des  attr^ctioDS  des  planètes  doit  passer  cons- 
tamment par  son  centre  de  gravite,  et  ne  produire 
aucune  perturbation  dans  son  mouvement  de  rotation 
autour  de  ce  point. 

D  après  ces  considérations ,  si  Ton  fait  passer  dans 
le  premier  membre  de  l'équation  {f)  y  le  second 
terme  de  son  second  membre,  on  pourra  comprendre 
dans  la  constante  c,  la  partie  invariable  de  ce  second 
terme ,  prise  avec  un  signe  contraire  ;  et  en  négli- 
geant seulement  sa  partie  variable ,  et  opérant  de 
même  sur  les  équations  qui  donnent  les  valeurs  de 
c'  et  c",  on  aura,  avec  une  approximation  bien  supé- 
rieure à  celle  des  observations, 

565.  Les  coordonnées  .r, ,  j^, ,  z, ,  qui  entrent  dans 
ces  formules,  ont  leur  origine  au  centre  de  gravité 
du  système  solaire;  pour  plus  de  commodité,  il  est 
bon  de  la  transporter  au  centre  de  gravité  du  soleil. 

Pour  cela,  soient  g,  h,  k,  les  coordonnées  de  ce 
point  rapportées  aux  mêmes  axes  que  .r, ,  j^, ,  z,  ; 
appelons  Jc,  j,  z,  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  de  M,  rapportées  à  des  axes  parallèles,  pas- 
sant par  le  centre  de  gravité  du  soleil;  nous  aurons 

oc,  =  œ  —  g,    j,  z=z  j  —  h,     z,  =  z  —  k; 

en  Substituant  ces  valeurs  dans  la   première  équa- 
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tioH  (g),  elle  deviendra  donc 

et  l'on  transformera  de  même  les  expressions  de  d  et 
d\  D'ailleurs,  l'origine  des  coordonnées  Jc, ^j-, ,  z,, 
étant  au  centre  de  gravité  du  système ,  on  en  con- 
clut 

et,  par  conséquent, 

^2M=2M^,    ^2M=2M^,    ^2M=2M^. 

dt  dt  *      dt  dt  ^      dt  dt 

Au  moyen  de  ces  équations,  j'élimine  g",  h ^  k, 
-^,  -j^  -T,  des  expressions  de  c,  d,  d' ^  qui  devien- 
nent finalement 

-^(2M..2Mf_2Mr.2M§), 


>  (^) 
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Les  coordonnées  oc,  j,  z,  du  centre  de  gi-avité 

de  chaque  planète  ou  satellite,  et  les  composantes 

~,  -^,  -^,  de  sa  vitesse,  pourront  être  regardées 

comme  des  données  de  l'observation  aux  différentes 
époques  pour  lesquelles  on  voudra  calculer  les  va- 
leurs de  Cy  c' ,  d' y  et,  par  suite,  les  angles  HOz  et  EOjt 
relatifs  à  la  direction  du  plan  invariable,  au  moyen 
des  équations  (e).  L'origine  des  coordonnées  étant 
actuellement  le  centre  du  soleil ,  les  sommes  2  qui 
s'y  rapportent,  ne  contiendront  pas  la  masse  du 
soleil,  laquelle  se  trouvera  seulement  dans  2M,  et 
rendra  conséquemment  très  petit  le  second  terme 
de  chacune  des  formules  Qi)  par  rapport  au  premier. 

§  IV.  Principes  des  forces  vives  et  de  la  moindre 

action, 

564.  Lorsque  les  équations  (2)  du  n°  55 1  ne 
renfermeront  pas  le  temps  explicitement,  on  satisfera 
aux  équations  (5)  du  même  numéro ,  en  prenant  pour 
cT^,  ij',  cTz,  J^x',  etc.,  les  différentielles  doc,  dj,  dz, 
dx' ,  etc. ,  relatives  à  cette  variable  \  car  alors  ces 
dernières  équations  deviendront  les  différentielles 
complètes  des  premières,  savoir  : 

d\x  =  o,     d\i   =  o,     <iL"  =  o,  etc.; 

et  les  quantités  L,  L',  L",  etc.,  étant  nulles  par  hy- 
pothèse ,  pendant  toute  la  durée  du  mouvement , 
leurs  différentielles  complètes ,  prises  en  considérant 
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X f  jy  Zy  x' y  etc.,  comme  des  fonctions  de  t,  sont 

aussi  égales  à  zéro.  Mais  si  L,  par  exemple,  renferme 

le    temps  explicitement,  sa  différentielle  complète 

sera 

dL=§dt  +  ^±dx  +'^±dr  +  etc.; 
et  en  prenant 
Sx  ^=dXf    Sj  z=Ldj^   Sz=.dZi    Sx'  =  dx^ ,  etc. , 

la  première  équation  (5)  ne  s'accordera  avec  l'équation 
dh  =  o,  que  pour  les  valeurs  particulières  de  t,  s'il 

en  existe ,  pour  lesquelles  on  aura  —  =  o.  Je  sup- 
poserai dans  ce  qui  va  suivre ,  que  les  conditions  du 
système  de  points  matériels  m,  m! y  ztz",  etc.,  expri- 
mées par  les  équations  (2) ,  sont  indépendantes  du 
temps  t;  les  quantités  L,  L',  L'',  etc.,  seront,  d'ail- 
leurs, des  fonctions  quelconques  des  coordonnées  de 
ces  mobiles ,  qui  ne  contiendront  pas  seulement  leurs 
distances  mutuelles,  et  le  sjstème  pourra  renfermer 
des  points  fixes  et  des  points  assujettis  à  demeurer 
sur  des  surfaces  ou  sur  des  courbes  immobiles. 

Cela  étant ,  si  l'on  substitue  les  valeurs  précédentes 
de  Sx  y  Sf,  etc.,  dans  l'équation  (i)  du  numéro  cité, 
elle  deviendra 

=  Tin{lLdx  +  Ydj  +  Zdz), 

En  appelant  i>,  v' ,  v",  etc.,  les  vitesses  des  points  772, 772'^, 
iri!'  y  etc.,  au  bout  du  temps  t  y  on  ama^  relativement 
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au  point  quelconque  m  ^ 

de   ^  de   ^  de         ^  ' 
et  en  diffe'rentiant  par  rapport  à  ^,  il  en  résultera 

ce  qui  changera  l'équation  précédente  en  celle-ci  : 

\d,^m9^  =  :î.mÇK.dx  +  Ydj  +  Zdz).     {a) 

Maintenant,  si  les  points  du  système  sont  attirés 
ou  repoussés  par  des  centres  fixes,  et  que  ces  forces 
soient  des  fonctions  quelconques  de  la  distance,  la 
formule  X<ix  +  Ydy  -\-  Zdz  sera  une  différentielle 
exacte  (n°  i58),  pour  chacun  des  mobiles  en  parti- 
culier. Si  les  points  m,  m' ,  m",  etc. ,  sont,  en  outre ^ 
soumis  à  leurs  actions  mutuelles,  dont  les  intensités 
soient  aussi  des  fonctions  de  la  distance,  et  qui  sa- 
tisfassent à  la  loi  de  la  réaction,  égale  et  contraire  à 
l'action ,  la  somme  des  quantités  X<&  +  Xdj -^Zdz 
et  \!dx'  +  Y'dy+Z'dz  ,  relatives  à  l'action  mu- 
tuelle de  m  et  m' ,  sera  encore  une  différentielle 
exacte  (n**  546);  et  de  même  pour  toutes  les  autres 
parties  de  la  somme  2,  prises  deux  à  deux.  Il  suit 
donc  de  là  que  s'il  n'y  a  dans  le  système  aucune  force 
dirigée  vers  un  centre  mobile  étranger,  qui  intro- 
duirait le  temps  t  dans  les  expressions  de  X ,  Y,  etc., 
ni  aucune  résistance  d'un  milieu,  pour  laquelle  ces 
expressions  renfermeraient  les  vitesses  des  mobiles, 
et  que  les  points  m,  m' ,  m",  etc.,  ne  soient  soumis 
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qu'à  leurs  actions  mutuelles ,  et  à  des  attractions  ou 

répulsions,  émanant  de  centres  fixes,  on  aura 

1m(^dx  +  Ydj+Zdz)  =  d(p(x,  y,  z,  x' ,  etc.); 

(p  désignant  une  fonction  donnée  des  coordonnées 
de  m  y  in! ,  m",  etc.,  qui  dépendra  des  lois  de  ces 
forces  en  fonctions  des  distances. 

Alors ,  en  intégrant  l'équation  (a)  et  désignant  par 
C  la  constante  arbitraire,  nous  aurons 

27WV*  =  C  +  2(p(a?,  j,  z,  x',  etc.). 

Pour  éliminer  C ,  soient  kyk',  W ,  etc.,  les  vitesses 
initiales  de  /n ,  m' ,  iiî' ,  etc.  ;  désignons  par  a^  h  ^ 
c,  les  coordonnées  initiales  de  m,  par  o! y  Z>',  d ^ 
celles  de  iri ^  etc.;  on  aura  à  Torigine  du  mouve- 
ment 

S/wA:*  =  C  +  2<p(a,  h  y  Cy  «%  etc.); 

et  en  retranchant  cette  équation  de  la  précédente,  il 
en  résultera ,  à  un  instant  quelconque , 

2/»(^* — 2?7zA:*=2(p(x,j,  z,^',etc.) — i(p{a,  h,  c,  a'),  (b) 

Les  quantités  S/Tii^^et  2m>^*  sont  les  sommes  des  forces 
vives  de  tous  les  points  du  système  à  cet  instant  et 
àForigine  du  mouvement;  cette  équation  signifie  donc 
que  la  différence  de  ces  deux  sommes  ne  dépend  que 
des  coordonnées  des  mobiles,  a  ces  deux  époques, 
et  nullement  de  leurs  liaisons  ni  des  chemins  qu'ils 
ont  suivis  pour  passer  de  leurs  positions  initiales  à 
celles  qu'ils  occupent  au  bout  du  temps  t.  C'est  en  cela 
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que  consiste  la  loi  du  mouvement,  à  laquelle  on  a 
donné  le  nom  de  principe  des  forces  vives. 

565.  On  en  déduit  comme  conséquences  immé-^ 
dîates^ 

i".  Que  la  somme  des  forces  vives  est  constante , 
toutes  les  fois  que  les  points  du  système  ne  sont 
soumis  à  aucune  force  motrice,  et  que  leurs  vitesses 
ne  varient,  en  grandeur  et  en  direction,  qu'à  raison 
de  leurs  liaisons  mutuelles,  ou  de  Fobligation  où 
ils  peuvent  être  de  se  mouvoir  sur  des  surfaces  ou 
sur  des  courbes  fixes  et  données. 

2*.  Que  si  tous  les  points  du  système  occupent 
les  mêmes  positions  à  deux  époques  différentes,  les 
sommes  de  leurs  forces  vives  seront  aussi  les  mêmes 
à  ces  deux  époques. 

Les  forces  qui  produisent  le  choc  des  corps  de  na- 
ture quelconque,  étant  les  actions  réciproques  de  leurs 
molécules  (n°  555),  il  s'ensuit  que  l'équation  {b)  a  lieu 
pendant  toute  la  durée  de  ce  phénomène.  Or ,  dans 
le  choc  des  corps  doués  d'une  élasticité  parfaite ,  oa 
suppose  que  les  mobiles  reprennent  exactement^ 
après  la  percussion ,  la  forme  qu'ils  avaient  aupara- 
vant, et  que  tous  leurs  points  reviennent  à  leurs  po- 
sitions primitives;  si  donc  cela  a  lieu  effectivement 
pour  deux  ou  plusieurs  corps  de  forme  quelconque,' 
lorsqulls  commencent  à  se  séparer  après  s'être  cho- 
qués, la  somme  des  forces  vives  de  tous  leurs  points 
sera  la  même  à  cet  instant ,  que  dans  le  premier  mo- 
ment de  la  percussion,  ou ,  autrement  dit ,  il  n'y  aura 
aucune  perte  de  force  vive  dans  le  système,  ainsi 
que  nous  l'avons  déjà  vu  (n*  56i),  dans  le  cas  par- 
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ticulier  de  deux  sphères  homogènes ,  dont  les  centres 

se  meuvent  suivant  une  même  droite. 

566.  Si  l'on  représente  par  R  la  force  d'attraction 
ou  de  répulsion  qui  émane  d'un  centre  fixe,  et  agit 
sur  le  point  m,  et  qu'on  appelle  rla  distance  mutuelle 
de  ces  deux  points,  on  aura  (n°  i58), 

m  Ç^dx  +  \dj  +  Zdz)  =  db  V,dr; 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  dans  le  cas  de  la  force 
répulsive  y  et  le  signe  inférieur  dans  le  cas  de  la  force 
attractive,  et  R  désignant  une  fonction  donnée  de  r, 
que  l'on  regardera  toujours  comme  une  quantité 
positive.  Par  conséquent  ,  si  la  distance  r  est  ce. 
h.  l'origine  du  mouvement,  et  u  au  bout  du  temps  t^ 

on  aura  =t  2   /     R<ir  pour  la   variation  de  la  force 

J     a. 

vive  du  système,  produite  par  la  force  R,  pendant 
le  temps  t,  c'est-à-dire,  pour  la  partie  du  second 
membre  de  l'équation  {b) ,  qui  répond  à  cette  force. 
Lorsqu'elle  sera  répulsive ,  il  y  aura  donc  augmen- 
tation ou  diminution  de  force  vive,  selon  que  la  dis- 
tance r  aura  augmenté  ou  diminué;  et  le  contraire 
aura  lieu  quand  la  force  R  sera  attractive. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n"*  546 ,  il  en  sera 
de  même  à  l'égard  des  actions  mutuelles  des  points 
du  système;  et,  en  effet,  si  l'on  appelle/comme  dans 
Je  dP  554,  F  Faction  mutuelle  de  m  et  in' ,  par  exem- 
ple ,  et  p  la  distance  mm  ,  on  aura 
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selon  que  la  force  F  sera  répulsive  ou  attractive  ;  à 
cause  de 

f'  =  (^  —  ^7  +  Cr  —  /')•  +  (^  —  ^y> 

pdp  ==  (,r  —  x')  (dx  —  dx') 

+ (r  -f)  {dj  -  dy) + {z  -  z')  {dz  -  dz') , 

il  en  résultera  donc 

mÇLdx  +  Ydj  +  Zdz) 

+  m' ÇKfdx'  +  Yd/  +  Z'dz')  —  d=  Tdp , 

pour  la  partie  du  second  membre  de  Féqua- 
tion  (a) ,  qui  répond  à  la  force  F ,  et  par  conséquent, 

ztz2  f    Fdp  pour  la  variation  de  la  force  vive  du 

système  qui  produira  cette  force ,  pendant  que  la 
distance  p  passera  de  p  =  et  h  p  =  u.  Le  signe  supé- 
rieur ayant  lieu  dans  le  cas  d'un  action  répulsive ,  et 
la  quantité  F  étant  toujours  positive^  on  voit  qu'il  y 
aura  augmentation  ou  diminution  de  force  vive, 
selon  que  l'on  aura  w  >  et  ou  u<^  et ,  c'est-à-dire , 
selon  que  la  distance  p  aura  augmenté  ou  diminué  : 
on  en  conclut^  par  exemple,  que  l'action  mutuelle 
des  molécules  d'un  gaz  qui  tend  a  augmenter  leurs 
distances  mutuelles,  produit  toujours  une  augmen- 
tation de  force  vive,  dans  le  système  dont  ce  fluide 
fait  partie,  lorsqu'il  se  dilate  effectivement,  et  une 
diminution  quand  il  se  condense.  Le  signe  inférieur 
aura  lieu  devant  la  quantité  précédente ,  et  la  force 
F  produira  des  effets  inverses,  lorsqu'elle  sera  at- 
tractive. 

On  voit  encore  qu'un  poids  P  appliqué  à  une  ma- 
2.  3i 
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chine  ou  à  un  système  quelconque  de  points  maté- 
riels, y  produira  une  augmentation  de  force  vive ,  ex- 
primée par  le  produit  2PA ,  en  s'abaissant  d'une  hau- 
teur verticale  h ,  et  une  diminution  égaie  aussi  à  2PA, 
en  s'élevant  de  la  même  hauteur,  quel  que  soit 
d'ailleurs  le  chemin ,.  en  ligne  droite  ou  courbe ,  qu'il 
suivra  dans  ces  deux  cas. 

067.  Si  le  point  m  est  assujetti  à  demeurer  sur  une 
surface  mobile ,  et  que  L  =  o  soit  Téquation  de  cette 
surface,  L  sera  une  fonction  donnée  de  .r,  j,  Zy  t. 
En  appelant  N  la  résistance  de  cette  surface,  dirigée 
suivant  une  des  deux  parties  de  la  normale ,  et  en 
faisant,  pour  abréger 


V  =  [©•  +  (!)■  + 

m- 

■  a 

il  en 

résultera 

772X 

=  NVf^,     mX: 

ïYlL  = 

JNV 

pour  les  composantes  de  cette  force  inconnue  N.  La 
partie  du  second  membre  de  l'équation  {a)  qui  ré- 
pond à  cette  force ,  sera  donc 

et  comme  en  différentiant  complètement  l'équation 
L  =  o ,  par  rapport  ht ,  x,  j ,  z ,  on  a 

-r  dt  -{-  -=- dœ  +  -y-  dr  -4^  -y  dz  =  o, 

dt  ^^    dx  ^     dj    -^      ^      dz  ^ 

on  voit  que  cette  partie  peut  se  réduire  à  — NY-jdé, 
Pour  avoir  égard  a  la  force  N ,  dans  le  calcul  de  la  force 
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vive  du  système,  il  faudra  donc  ajouter  le  double  de  l'in- 
tégrale de  cette  quantité  au  second  membre  de  l'équa- 
tion (b);  par  conséquent,  la  variation  de  force  vive ,  qui 
sera  produite  par  la  force  N,  pendant  le  temps  t,  aura 

pour  valeur —  2  jNY  -jdt;  l'intégrale  étant  prise 

de  manière  qu'elle  soit  nulle,  quand  ^  =  0. 

Cette  variation  pourra  être  positive  ou  négative,  se- 
lon le  signe  de  —  ,et  selon  celui  de  V,  qui  dépendra  du 

sens  dans  lequel  la  force  N  s'exercera.  La  gi  andeur  de 
cette  résistance  N  dépendant  en  partie  de  la  force  cen- 
trifuge du  point  7?t,  pour  la  connaître  et  calculer  en  con- 
séquence la  valeur  de  l'intégrale  précédente,  il  faudra 
que  la  vitesse  du  point  m  et  sa  trajectoire  aient  été  préa- 
lablement déterminées;  ce  qui  suppose  le  problème 
dont  on  s'occupe  résolu  en  ce  qui  concerne  le  point 
m.  La  variation  de  force  vive  produite,  par  celte 
force  inconnue,  ne  sera  pas  indépendante  du  chemin 
que  ce  point  m  aura  suivi  en  allant  d'une  position  à 
une  autre;  le  principe  des  forces  vives,  tel  qu'on  l'a 
énoncé  plus  haut,  n'aura  plus  lieu;  et,  en  effet,  sa 
démonstration  suppose  que  l'équation  L  ==  o,  ne  con- 
tient pas  le  temps  t  explicitement. 

568,  Ce  principe  n'aura  pas  lieu  non  plus,  quoique 
la  surface  dont  L  =  o  est  l'équation  soit  immobile, 
lorsque  l'on  aura  égard  au  frottement  du  point  m 
contre  cette  surface  ;  la  variation  de  force  vive  pro- 
duite par  le  frottement,  dépendra  de  la  pression,  qui 
est  égale  et  contraire  à  la  force  inconnue  N;  on  ne 
pourra  donc  pas  calculer,  à  priori,  la  grandeur  de 

3i.. 
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cette  variation;  mais  il  est  facile  de  prouver  qtie  l'ef- 
fet du  frottement  sera  toujours  une  diminution  de 
force  vive. 

En  effet,  à  cause  que  le  frottement  est  proportion- 
nel à  la  pression,  on  pourra  représenter  celui  du 
point  m ,  contre  la  surface  dont  lequation  est  L  ==  o, 
par  /^^î,  en  désignant  par  f  une  fraction  donnée 
qui  sera  une  quantité  positive,  ainsi  que  l'inconnue  N. 
De  plus ,  la  direction  du  frottement  étant  tangente  à 
la  trajectoire  du  mobile,  et  dirigée  en  sens  contraire 
de  sa  vitesse,  si  l'on  appelle  ^  lare  décrit  par  le  point  m 
pendant  le  temps  t ,  les  composantes  de  la  force  ^N , 
seront 

-f^%  -f^'i,  -fK> 

parallèlement  aux  axes  des  x,  j^  z;  donc,  à  cause  de 
djc*  -f-  cfy-*  +  dz*  =  ds* ,  le  terme  du  second  membre 
de  l'équation  (a) ,  qui  provient  de  cette  force ,  se  ré- 
duira à  —  fNds;  et  il  en  résultera,  dans  le  second 
membre  de  l'équation  (^),  un  ternie  —  iff^ds^ 
dans  lequel  on  prendra  l'intégrale  de  manière  qu'elle 
s'évanouisse  avec  s ,  et  qui  exprimera  évidemment 
une  diminution  de  force  vive. 

Ce  résultat  conviendra  également  au  cas  où  un 
corps  du  système  glissera  sur  l'autre  :  en  prenant  pour 
ds  l'élément  de  la  courbe  décrite  par  leur  point  de 
contact  en  vertu  de  ce  glissement,  pour  N  la  pression 
réciproque  de  ces  deux  corps,  et  pour^* un  coefficient 
dépendant  de  la  nature  de  leur  surface ,  la  quantité 
—  ^ff^.ds  exprimera  encore  la  diminution  de  force 
vive  due  à  ce  frottement. 
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On  verra  de  même  que  la  résistance  d'un  milieu 
produira  aussi  constamment  une  diminution  de  force 
vive,  qui  de'pendra  de  la  vitesse  des  mobiles.  Ainsi, 
les  frottemens  des  parties  d'un  système ,  entre  elles 
ou  contre  des  obstacles  fixes,  et  les  résistances  du 
milieu  que  les  mobiles  traversent ,  diminuent  conti- 
nuellement la  somme  des  forces  vives  de  tous  ces 
corps  ;  et  c'est  de  cette  manière  que  ces  forces  finis- 
sent toujours  par  réduire  au  repos  le  système  entier, 
s'il  a  été  mis  en  mouvement,  puis  ensuite  abandonné 
à  lui-même ,  sans  être  soumis  à  d'autres  forces  mo- 
trices qui  puissent  reproduire  incessamment  les  forces 
vives  détruites  par  ces  résistances.  C'est  ce  que  fait, 
par  exemple,  la  force  du  ressort  dans  les  pendules 
ordinaires  :  son  action  restitue  au  corps  oscillant  la 
force  vive  qu'il  aurait   perdue  sans  cela ,  à  chaque 
retour  à  la  verticale ,  et  le  fait  ainsi  remonter  cons- 
tamment à  la  même  hauteur,  malgré  la  résistance 
de  l'air  et  les  frottemens.  Dans  les  horloges  à  poids , 
la  force  vive  perdue  est  restituée  au  pendule  par  un 
poids,  qui  descend  un  tant  soit  peu  pendant  chaque 
oscillation. 

569.  Si  l'on  représente  par  x^y  y^,  js„  les  coordon- 
nées du  centre  de  gravité  du  système  des  points  ma- 
tériels 771,  77i' ,  iTÎ' j  etc. ,  à  un  instant  quelconque,  et 
qu'on  fasse 


^  =  ^i  +  ^,,   jr  =  jt  +jr,,    2  =  z,  + 


Ur 


de  sorte  que  x^^j^^  z^,  soient  les  coordonnées  du 
point  quelconque  m  y  rapportées  à  ce  centre  comme 
origine,  on  aura^ 
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«^1  '  dt  '  dt  ^ 


et  à  cause  de 


dj£_+_^^^\-_dz'_ 

•""         dt^ 


il  en  résultera 

OU ,  ce  qui  est  la  même  chose , 

2772P*    ==    \>^''^m    +    2772(^/^ 

en  désignant  par  ^^  la  vitesse  du  centre  de  gravité,  et 
par  ^^  la  vitesse  du  point  7?2  dans  son  mouvement 
autour  de  ce  centre.  Par  conséquent,  on  aura  la 
somme  des  forces  vives  absolues  de  tous  les  points 
du  système,  en  ajoutant  le  produit  du  carré  de  la 
vitesse  de  leur  centre  de  gravité  et  de  la  somme  de 
leurs  masses ,  à  la  somme  des  forces  vives  de  tous  ces 
mêmes  points  dans  leur  mouvement  relatif  autour  de 
ce  centre» 

D'après  ce  théorème,  si  Ton  appelle  772  la  masse  de  Tun 
des  corps  célestes,  U  la  somme  des  forces  vives  de  tous 
ses  points  dans  son  mouvement  de  rotation  autour  de 
son  centre  de  gravité ,  et  qu'on  désigne  par  u  la  vitesse 
de  ce  centre  dans  l'espace,  on  aura  U+  772W%  pour  la 
somme  des  forces  vives  absolues  de  772.  En  appliquant 
l'équation  {b)  au  système  solaire ,  on  aura  donc 

2U  +  2/?2w>  =  D  +  2(p(^a:',j,  z,oc' ,  etc.); 
les  sommes  2  s'étendant  au  soleil,  aux  planètes,  aux 
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satellites,  et  même  aux  comètes,  si  leurs  masses  étaient 
connues;  D  étant  une  constante  arbitraire  dépendante 
des  positions  et  des  vitesses  de  tous  ces  corps  à  un 
instant  donné;  et  (p  désignant  une  fonction  relative  à 
leurs  attractions  mutuelles.  En  vertu  du  même  théo- 
rème, on  aura  aussi 

^mw  =  Y'Xm  +  ^m  (^'±^^-^), 

en  désignant  par  Y  la  vitesse  du  centre  de  gravité  du 
système  solaire  dans  l'espace,  et  par  œ^y  j^,  z^,  les 
coordonnées  du  centre  de  figur€>  de  in ,  rapportées  à 
ce  centre  de  gravité  comme  origine.  Par  conséquent, 
l'équation  des  forces  vives  deviendra 

2U  +  V^2wz  H-  ^m  i     '       ^y 'A 

=  D  + 2(p  (.r,  j-,  :3,  x%  etc.).     {c) 

Pour  obtenir  l'expression  de  la  fonction  (p,  obser- 
vons qu'à  raison  de  la  forme  à  peu  près  sphérique 
des  corps  célestes,  et  de  la  petitesse  de  leurs  dimen- 
sions par  rapport  aux  distances  qui  les  séparent,  on 
peut  les  considérer  comme  des  masses  réunies  à  leurs 
centres  de  gravité  (n°  242).  Soient  donc/  l'intensité 
de  l'attraction  universelle  à  l'unité  de  distance  et 
rapportée  à  des  masses  prises  pour  unité,  m  et  jïi  les 
masses  de  deux  de  ces  corps,  et  p  la  distance  de  leurs 
centres  de  gravité;  leur  attraction  mutuelle  sera 
fmm'  ,  11,/.. 

— ~  ,  et  le  terme  correspondant  de  la  fonction   <p 
aura  pour  valeur  — ^^-^—  ^  d'où  il  résultera 
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(p[^,J» ^7^r  etc.) ;==—  2  — , 

pour  sa  valeur  complète;  la  somme  2  s'ëtendant  à 
tous  les  corps  célestes,  pris  deux  à  deux. 

Observons  maintenant,  pour  simplifier  l'équa- 
tion {c),  que  si  l'on  ne  tient  pas  compte  de  l'action  des 
étoiles  sur  les  corps  du  système  solaire ,  le  mouve- 
ment de  son  centre  de  gravité  est  rectiligne  et  uni- 
forme, et  la  vitesse  V,  une  quantité  constante;  de 
plus ,  abstraction  faite  des  perturbations  du  mouve- 
ment de  rotation  de  chacun  des  corps  célestes,  qui 
proviennent  des  attractions  de  tous  les  autres  sur  la 
partie  non  sphérique  de  celui  que  l'on  considère , 
la  quantité  U  est  aussi  constante  pour  chaque  corps 
en  particulier  (a**  4 19)?  si  donc  on  néglige  la  partie  va- 
riable de  2U,  et  qu'on  mette  une  autre  constante  C , 
à  la  place  de  D  —  S/wU  —  S^^m ,  l'équation  (ç) 
deviendra 

Si  Ton  veut  transporter  l'origine  des  coordonnées  au 
centre  de  figure  du  soleil,  on  désignera  par  g  ,hyk^ 
les  coordonnées  de  ce  point,  dont  l'origine  est  au 
centre  de  gravité  du  système  solaire;  par  oc ^  j,  Zy 
les  coordonnées  du  centre  de  m,  rapportées  à  celui  du 
soleil ,  de  sorte  qu'on  ait 

X,  =  X  —  g,      y^  z=z  j  ^  hy      z^^  Z  —  k, 

pour  les  coordonnées  du  centre  de  m^  dont  l'origine 
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est  au  centre  de  gravité  du  système.  Il  en  résultera 

dff  ^  ^      dx     dh  _^  ^      dr      dk  -^  ^      dz 

et  à  cause  de 

2«z  Ç^5l±^£f±j£^  =  2»î  Ç±L±.^1±£^T^ 

dg  ^      dx  dh  _,      dr  dk  ^      dz 

dt  dt  dt  dt  dt  dt 

l'équation  {d)  se  changera  en  celle-ci  : 

après  l'élimination  des  quantités  -^ ,  T  '  T* 


mm 


Les  sommes  2 ,  excepté  1m  et  2 ,  ne  compren- 
dront plus  la  masse  du  soleil.  On  peut  aussi  séparer 
de  ces  deux  sommes  les  termes  relatifs  à  cet  astre , 
lesquels  sont 

M    ^^^         M772'         Mm" 

^^f     j,   f      ~p~  9     ~pr  7  etc., 

en  appelant  M  la  masse  du  soleil,  et  r,  r',  r'^ ,  etc.^ 
les  distances  des  centres  de  m,  m',  m'' ^  etc.,  au 
centre  de  M.  De  cette  manière  l'équation  des  forces 
vives,  appliquée  au  système  solaire,  deviendra  fina* 
lement 
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les  sommes  2  ne  s'ëtendant  plus  qu'aux  planètes,  aux 
satellites  et  aux  comètes,  s'il  est  possible  ;  et  l'ori- 
gine de  leurs  coordonnées  étant  actuellement  au 
centi'e  du  soleil. 

Nous  ferons  remarquer ,  à  cette  occasion ,  que  le 
moyen  le  plus  direct  de  savoir  si  l'ensemble  des  ac- 
tions des  comètes  exerce  une  influence  sensible  dans 
le  système  du  monde,  serait  de  calculer,  à  des  époques 
éloignées  l'une  de  Fautre,  la  valeur  de  la  quantité  C, 
déduite  de  cette  équation ,  d'après  les  vitesses  rela- 
tives ,  les  distances  mutuelles ,  et  les  masses  des  autres 
corps  célestes,  à  ces  différentes  époques  :  si  l'on 
trouvait  des  valeurs  de  C  sensiblement  inégales ,  on 
pourrait  attribuer  leurs  variations  à  l'action  des  co- 
mètes, en  négligeant  toujours  l'action  des  étoiles  ,  et 
en  supposant  qu'il  n'y  ait  eu  ni  choc ,  ni  explosion 
dans  l'intervalle  ;  car  on  verra  bientôt  que  les  chan- 
gemens  brusques  de  vitesse  altèrent  la  somme  des 
forces  vives  du  système ,  et  font  changer,  par  consé- 
quent ,  la  valeur  de  la  quantité  C. 

570.  D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n®  546,  la 
fonction  désignée  par  <p  dans  l'équation  (^),  est  un 
maximum  ou  un  minimum  pour  les  valeurs  des  coor- 
données X,  j,  Zy  x' ,  etc.,  qui  répondent  à  une 
position  d'équilibre  du  système }  il  s'ensuit  donc  que 
la  somme  des  forces  vives  de  tous  ses  points  cesse 
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d'augmenter  ou  de  diminuer ,  toutes  les  fois  que  le 
système,  pendant  son  mouvement,  passe  dans  une 
position  où  il  demeurerait  en  équilibre,  si  ses  points 
n'avaient  pas  de  vitesses  acquises;  et  comme  les 
maxima  et  les  minima  de  cette  fonction  du  temps 
devront  être  alternatifs,  il  en  résulte  aussi  que  les 
positions  d'équilibre  par  lesquelles  le  système  passera, 
seront  alternativement  stables  et  non  stables;  celles- 
ci  répondant  aux  minima  de  la  fonction  (p ,  et  celles-là 
à  ses  maxima. 

Toutefois,  le  caractère  distinctif  des  deux  états  d'é- 
quilibre a  été  seulement  énoncé  dans  le  n°  547;  et 
il  nous  reste  à  prouver  qu'en  effet ,  la  stabilité  de  l'é- 
quilibre a  lieu ,  quand  la  fonction  (p  est  un  maximum; 
ce  que  nous  allons  faire  au  moyen  de  Téquation  (b). 

Pour  cela  supposons  que  a^b,c,  a' ,  b' ,  c\  etc., 
soient  les  coordonnées  des  points  m,  m' ,  m" ,  etc., 
dans  un  état  d'équilibre  du  système;  supposons  aussi 
qu'on  les  écarte  un  tant  soit  peu  de  leurs  positions, 
et  qu'on  leur  imprime  de  très  petites  vitesses  k,  k' , 
k",  etc.;  au  bout  du  temps  t,  soient 

X  =  a  +  p,    j  z=  b  +  q,     z  =  c  +  r, 
^'=  a'+  p\  j'=b'+  4,    z^=c'+  /, 
etc. , 

les  coordonnées  des  mêmes  points  ;  il  s'agira  de  faire 
voir  que  les  variables  /?,  q,  r ,  p' ,  etc.,  demeureront 
toujours  très  petites,  si  la  quantité  cp  (a,  b,  c,  a\  etc.), 
est  un   maximum. 

En  effet,  je  développe  (p  {x,j,  js,  x%  etc.), 
suivant  les  puissances  et  les  produits  de  p,  qt  r^ 
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p%  etc.  Par  la  propriété  commune  aux  maxiina  et 
aux  minîma ,  la  somme  des  termes  dépendans  des 
premières  puissances  de  ces  variables  sera  toujours 
nulle,  quel  que  soit  le  nombre  des  variables  indé- 
pendantes que  la  question  comporte.  On  démontre 
aussi  ,  dans  le  calcul  différentiel ,  que  la  somme 
des  termes  dépendans  des  carrés  et  des  produits 
de  /?,  qy  r,  p' ,  etc.,  c'est-à-dire,  la  somme  des 
termes  du  second  ordre  par  rapport  à  ces  quan- 
tités, pourra  se  décomposer  dans  le  cas  du  maximum^ 
en  plusieurs  carrés,  pris  avec  le  signe  — ,  et  dont  le 
nombre  est  celui  des  variables  indépendantes.  En 
désignant  par  R ,  le  reste  de  la  série  comprenant  les 
termes  du  troisième  ordre  et  des  ordres  supérieurs, 
on  aura  donc 

^{x,  y  j  z  ,  x'  y  etc.)  =:  (p{a,b ,  c,  a' ,  etc.) 

—  {s-  +  s'^ + s"^  rf  etc.)  +  R I* 

s  y  s' y  s^'y  ctc. ,  étaut  des  fonctions  linéaires  de/?,  q , 
r  9  p'  y  etc. ,  qui  seront  toutes  nulles  en  même  temps 
que  ces  variables.  La  substitution  de  cette  valeur  de 
f  dans  l'équation  {a)  donne 

i-  2^72(^*  =  I  :Eink'  —  {s''  +y^  -H  s"^+  etc.)  +  R. 

Or,  au  commencement  du  mouvement,  les  varia- 
bles py  q,  r,  p' y  etc.,  sont  d'abord  très  petites;  tant 
quil  en  est  ainsi, les  quantités  s ,  s' y  s^'y  etc. ,  sont  éga- 
lement très  petites  ;  et ,  réciproquement,  à  des  valeurs 
très  petites  de  i",  s'y  /',  etc. ,  correspondent  toujours 
de  semblables  valeurs  de  p,  q^r^p',  etc.  D'ailleurs, 
pour   de  telles  valeurs  ^  chaque  terme  du  second 
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ordre  est  plus  grand,  abstraction  faite  de  signe,  que 
R,  qui  ne  renferme  que  des  termes  d  un  ordi'e  supé- 
rieur au  second  ;  par  conséquent,  tant  que  tous  les 
carrés  s%  s'*,  /'%  etc. ,  sont  encore  très  petits,  cha- 
cun d'eux  surpasse  la  valeur  de  R. 

Cela  posé ,  nous  sommes  en  droit  de  conclure  que 
toutes  les  quantités  s,  /,  /',  etc.,  demeureront  tou- 
jours très  petites ,  et  que  chacune  d'elles  ne  surpas- 
sera jamais  \/^  ^k";  car,  ces  quantités  variant  par  de- 
grés continus,  cela  ne  pourrait  arriver  avant  que  la 
plus  grande  d'entre  elles,  qui  sera  s,  par  exemple, 
ne  soit  devenue  égale  à  V^j  2^*;  et  comme  cette  va- 
leur de  s  serait  encore  très  petite ,  puisque  toutes  les 
quantités  k,  k\  k",  etc.,  sont  très  petites,  par  hypo- 
thèse ,  on  aurait  à  la  fois 


"  =  ^2^%      /*>R,     V'*>R,     etc., 

^mi^''  =  —  (/''  +  s"^  4-  etc.)  -f-  R  ; 


s 


ce  qui  serait  absurde,  puisque  7  Sttzp*  est  essentielle- 
ment une  quantité  positive.  Donc  aussi  les  variables 
p,  q^  r,  p',  etc.,  resteront  constamment  très  petites, 
et  le  système  ne  fera  qu'osciller  autour  de  sa  position 
d'équilibre ,  qui  est  alors  un  équilibre  stable  ;  ce  qu'on 
se  proposait  de  démontrer. 

Lorsque  la  quantité  <p(a,  b,  c,  a',  etc.)  est  un 
minimum,  la  somme  des  termes  du  second  ordre,  dans 
le  développement  de  ç{œ,jy  z,  x' ,  etc.),  est  une 
quantité  positive;  l'équation  des  forces  vives  peut 
alors  subsister,  sans  que  les  variables  7?,  q,  r,  /?',  etc., 
soient  toujours  très  petites;  mais  cela  ne  suffît  pas 
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pour  en  conclure  qu  elles  cesseront,  en  effet,  de  letre 
au  bout  d'un  certain  temps,  quelque  petites  qu'on 
les  suppose  à  l'origine  du  mouvement ,  ainsi  que  les 
vitesses  initiales  k,  k\  k'^  etc.;  et  ce  n'est  qu'en  dé- 
terminant, dans  chaque  problème,  leurs  valeurs  en 
fonctions  de  t ,  qu'on  pourra  s'assurer  qu'elles  ne  sont 
pas  limite'es. 

571.  Les  vitesses  initiales,  dont  les  composantes 
ont  été  représentées  par  a,  b,  c,  a\  b%  c%  etc. ,  dans 
le  n®  555,  et  que  les  points  m,  m',  m!',  etc.,  ont  prises 
effectivement,  quand  le  mouvement  du  système  a 
commencé,  satisfont  nécessairement  aux  conditions 
données  qui  lieat  les  mobiles  entre  eux  et  à  d'autres 
points  de  l'espace  ;  et  comme  ^  par  hypothèse ,  ces 
conditions  sont  exprimées  par  des  équations ,  savoir, 
par  les  équations  (  2  )  du  n°  55 1 ,  il  s'ensuit  que  si 
l'on  désigne  par  e  un  temps  infiniment  petit,  et 
qu'on  prenne 

cTx^^Ê,     J'j  =  bs^     J'zzz^Cé,    cTx'sr^'g,    etc., 

les  déplacemens  des  points  m ,  m',  m"^  etc. ,  qui 
répondent  à  ces  accroissemens  de  leurs  coordonnées, 
et  aussi  les  déplacemens  contraires ,  satisferont  aux 
conditions  données,  c'est-à-dire,  aux  équations  (5), 
qui  ont  été  déduites  des  équations  (2)  dans  le  n°  55ï  . 
On  pourra  donc  employer  ces  valeurs  de  (fjc,  Jy,  etc., 
dans  l'équation  (5)  du  n"  555  ;  en  sorte  qu'à  J'ori- 
gine  du  mouvement,  et  en  supprimant  le  facteur  e 
commun  à  tous  les  termes,  on  aura  cette  équation 

2m[(A--^)aH-(B  — ^)Z>4.(G  — c)^]  =  o,      (e) 
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entre  les  composantes  A ,  B,  C,  A',  etc.,  des  vitesses 
que  les  points  m,  m\  iri' j  etc. ,  prendraient  s'ils 
étaient  libres  et  isoles,  et  celles  des  vitesses  qu'ils 
prennent  réellement. 

Il  e^l  facile  de  vérifier  cette  équation  dans  le  mou- 
vement initial  de  rotation  d'un  corps  solide  autour 
d'un  point  fixe.  En  effet,  changeons  m  en  dm  et  2 
en  y,  et  faisons 

f{a^  +  ^*  +  c')dm  =  h  ; 

de  sorte  que  h  représente  la  somme  des  forces  vives 
de  tous  les  points  du  corps.  L'équation  précédente 
deviendra 

f{ka  +  B^  +  Ce)  dm  =  h.        (/) 

D'ailleurs  ^  on  aura  (n'^  4^^) 

oCf,  j^,  Zj,  étant  les  trois  coordonnées  de  dm,  rap- 
portées aux  axes  principaux  du  corps  qui  se  coupent 
au  point  ^^e ,  et  p ,  q ,  r ,  désignant  les  compo- 
santes de  la  vitesse  de  rotation  autour  de  ces  mêmes 
axes.  De  plus,  en  appelant  k  le  moment  principal, 
relatif  au  point  fixe,  des  quantités  de  mouvement 
imprimées  à  tous  les  points  du  corps,  et  a,  ^,  y,  les 
angles  que  l'axe  de  ce  moment  fait  avec  les  axes  de 
•^z  '  7*/  ?  ^/  ?  *^"  aura 

S  (BjCj  —  Ajj)  dm  z=kcosy, 
S  (Az^  —  CûCj)  dm  =  kcosê , 
^(^Ji  —Bz)  dm  z=z  k  cos  et  '^ 
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car  îl  est  évident  que  les  premiers  membres  de  ces 
équations  sont  les  momens,  par  rapport  aux  axes  des 
z^,jr^,x^,  des  quantités  de  mouvement  dont  k  est  le 
moment  principal;  en  sorte  que  les  valeurs  de  ces 
intégrales  doivent  se  déduire  de  la  valeur  de  ky  en  la 
multipliant  par  cos^,  cos  €,  cosa  (n°  281).  Or,  si  Ion 
substitue  les  valeurs  de  a,  Z>,  c,  dans  l'équation  (y), 
et  qu'on  ait  égard  à  ces  dernières  équations,  il 
vient 

A:  (p  cos  a  +  ^  cos  ê  H- rcos  5/)  =  ^  ; 

donc ,  en  désignant  par  'zs*  la  composante  de  la  vitesse 
angulaire  de  rotation  autour  de  l'axe  du  moment 
principal ,  de  sorte  qu'on  ait 

tzsr  =/>  cos  ot  -j-  5  cos  è  +  r  cos  y , 

il  en  résultera 

kfzs'  •=.  h\ 

ce  qui  s'accorde  avec  le  théorème  du  n°  419?  d'après 
lequel  cette  composante  de  la  vitesse  de  rotation  est 
égale  à  la  somme  des  forces  vives ,  divisée  par  le  mo- 
ment principal  des  quantités  de  mouvement. 

572,  Maintenant,  s'il  survient  pendant  le  mouve- 
ment un  changement  brusque  dans  les  vitesses  des 
mobiles,  on  pourra  prendre  pour  ^x,  jy,  etc.,  dans 
l'équation  (5)  du  n"  555,  les  déplacemens  infiniment 
petits  de  tous  les  points  du  système ,  qui  ont  effective- 
ment lieu  à  une  époque  quelconque  de  ce  changement, 
pourvu  qu'à  cet  instant,  comme  on  l'a  expliqué  dans 
le  numéro  suivant,  les  points  par  lesquels  les  parties  du 


DYNAMIQUE,  SECONDE  PARTIE.  ^^^ 

système  sont  en  contact ,  aient  une  même  vitesse , 
pour  les  deux  parties  adjacentes,  dans  le  sens  normal 
à  leur  surface  commune.  Cela  étant,  il  y  aura  deux 
cas  distincts  à  examiner. 

1°.  Si  le  changement  brusque  est  produit  par  la 
rencontre  de  deux  ou  plusieurs  corps  du  système,  ou 
par  le  choc  de  ces  mobiles  contre  des  obstacles  fixes, 
la  condition  dont  il  s'agit  sera  remplie  à  l'instant  de 
la  plus  grande  compression  (n"  4^8).  En  supposant 
donc  que  les  composantes  a,  ^,  c,  a%  etc.,  des  vitesses 
des  mobiles  se  rapportent  à  cet  instant,  et  A,  B,  C, 
A',  etc.,  au  commencement  du  choc,  on  pourra 
prendre,  comme  dans  le  numéro  précédent , 

J'x^riae,     J^j  =  be,    S'z  =  cê,    J'œ'zzzza'e,    etc.; 

et  l'équation  (e)  aura  lieu  entre  les  composantes  des 
vitesses  à  ces  deux  époques,  qui  seront  celles  du  com- 
mencement et  de  la  fin  du  choc,  lorsque  les  mobiles 
n'auront  aucune  élasticité.  Or ,  cette  équation  (e) 
donne 

1m  (Aa  +  B3  4-  Ce)  =  1m  (a*  +  ^* + C")  ; 
et  comme  on  a  identiquement 

1m  [(A  —  ay  +  (B  —  by  +  (C  —  cy] 
=  2m(A*  +  B*  +  C*)+  1m{a^+b'  +  c') 
—  2lm  (Aa  +B^  -h  Ce), 
il  en  résulte 

1m  (A»  -+■  B*  +  C*)  —  1m  («*  -f-  ^*  +  e*) 
=  2/7z[(A-a)*+(B-^)-  +  (C-c)^]j 

2.  32 
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en  sorte  que  Texcès  de  la  somme  des  forces  vives  de  tous 
les  points  du  système  avant  le  choc,  sur  la  somme 
des  forces  vives  après  le  choc  ,  est  une  certaine 
somme  de  forces  vives,  et,  conséquemment,  une 
quantité  positive.  Par  conséquent ,  dans  les  change- 
mens  brusques  de  vitesse,  provenant  du  choc  des 
corps  dénués  d  élasticité ,  entre  eux  ou  contre  des 
obstacles  fixes,  il  y  a  toujours  perte  de  force  vive , 
ainsi  que  nous  lavons  déjà  vu ,  dans  le  choc  de  deux 
corps  sphériques  et  homogènes,  dont  les  centres  se 
meuvent  sur  une  même  droite  (n®  56i). 

2®.  Lorsque  le  changement  brusque  sera  produit 
par  des  explosions  intérieures  qui  briseront  un  ou 
plusieurs  corps  du  système,  ce  sont  les  composantes 
A ,  B,  C ,  A',  etc. ,  des  vitesses  au  commencement  du 
phénomène,  et  non  pas  les  composantes  a  y  h,  c, 
a',  etc. ,  des  vitesses  finales,  qui  satisferont  à  la  con- 
dition du  n°  556;  en  sorte  que,  dans  ce  cas,  on  ne 
pourra  plus  employer  les  valeurs  précédentes  de  Sx, 
Sy,  etc. ,  dans  l'équation  (5)  du  n**  555.  Mais  en  dé- 
signant toujours  par  é  un  temps  infiniment  petit,  on 
pourra  prendre 

J^^  =  A6,  J>  =  B6,  cr2  =  C6,  Sx'zzzlM^,  etc.; 

ce  qui  changera  l'équation  (5)  en  celle-ci  : 

2772[(A  — a)A+(B-^)BH-(C  — c)C]  =  o; 

d/où  l'on  déduit 

2m  (a*  +  ^*  +  <^*)  —  2/w(A*  +  B*  +  C») 
=  2m[a  — A)*  +  (^  — B)*  +  (c--C)*]; 


DYNAMIQUE,  SECONDE  PARTIE.  4gg 

ce  qui  montre  que  la  somme  des  forces  vives  de  tous 
les  points  des  parties  des  mobiles ,  après  l'explosion , 
est  toujours  plus  grande  que  la  somme  de  leurs  forces 
vives  avant  l'explosion.  Il  est  évident,  en  effet,  que  si 
les  mobiles  sont  en  repos  avant  la  se'paration  de  leurs 
parties,  cette  séparation  sera  toujours  suivie  dune 
augmentation  de  force  vive;  mais,  en  vertu  du  théo- 
rème qu'on  vient  d'énoncer,  quels  que  soient  les 
mouvemens  de  translation  et  de  rotation  d'un  corps, 
le  changement  brusque  produit  par  une  explosion 
intérieure,  donnera  toujours  lieu  a  une  augmenta- 
tion de  force  vive,  et  non  pas  à  une  diminution, 
comme  dans  le  cas  d'une  rencontre  de  corps  dénués 
d'élasticité. 

Sans  qu'il  soit  nécessaire  de  rien  ajouter  à  ce  que 
nous  avons  dit,  dans  le  n°  A6g ,  sur  le  choc  des  corps 
élastiques ,  on  voit  que  la  première  partie  de  ce  phé- 
nomène, depuis  le  commencement  jusqu'à  l'instant 
de  la  plus  grande  compression ,  peut  être  assimilée  au 
premier  des  deux  cas  précédens ,  et  la  seconde  par- 
tie, depuis  cet  instant  jusqu'à  la  séparation  des  mo- 
biles ,  au  second  de  ces  deux  cas  :  il  y  a  donc  perte 
de  force  vive  pendant  la  première  partie,  et  accrois- 
sement pendant  la  seconde.  De  plus,  si  les  mobiles 
sont  parfaitement  élastiques,  de  sorte  qu'ils  repren- 
nent, en  se  séparant,  la  même  forme  qu'ils  avaient 
avant  le  choc ,  et  que  les  deux  parties  du  phénomène 
soient  exactement  semblables ,  l'augmentation  de 
force  vive,  pendant  la  seconde  partie ,  sera  égale  à  la 
diminution  qui  aura  eu  lieu  pendant  la  première  ;  par 
conséquent,  la  somme  des  forces  vives  du  système  sera 

32.. 
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la  même  avant  et  après  le  choc,  conformément  à  ce 
qu'on  a  vu  dans  le  n"  565.  Cela  suppose,  toutefois, 
qu'on  fasse  abstraction  de  la  perte  de  force  vive,  qui 
aura  toujours  lieu  (  n°  568),  s'il  ja  glissement  et 
frottement  des  corps  l'un  contre  l'autre  pendant  la 
durée  de  leur  contact. 

Syo.  Le  principe  de  la  moindre  action ^  qu'il  nous 
reste  à  considérer,  consiste  en  ce  que,  dans  le  mou- 
vement d'un  système  de  corps  pour  lequel  le  prin- 
cipe des  forces  vives  a  lieu ,  si  l'on  fait  le  produit  de 
la  vitesse  de  chaque  point  matériel  du  système ,  de  sa 
masse  et  de  l'élément  de  sa  trajectoire;  que  l'on 
prenne  la  somme  des  produits  semblables  pour  tous 
les  mobiles;  et  qu'on  intègre  cette  somme,  depuis 
une  position  donnée  du  système  jusqu'à  une  autre 
position  aussi  donnée,  la  valeur  de  cette  intégrale 
sera  généralement  un  minimum. 

Ce  théorème  est  une  extension  de  celui  du  n'^  i6o, 
et  se  démontre  de  la  même  manière  ;  c'est  pourquoi 
nous  en  supprimerons  la  démonstration ,  pour  abré- 
ger. Si  l'on  appelle  ds  l'élément  de  la  trajectoire 
de  m,  dont  la  vitesse  est  s> ,  ce  sera  l'intégrale  de 
Imvds  qui  aura,  en  général,  une  valeur  minima; 
mais  dans  quelques  cas,  comme  dans  celui  du  mou- 
vement d'un  point  matériel  sur  une  surface  fermée,  le 
minimum  pourra  être  remplacé  par  le  maximum;  et 
ce  que  l'on  démontre  seulement ,  c'est  que  la  varia- 
tion infiniment  petite  de  f^mvds  est  toujours  égale 
à  zéro. 

A  cause  de  ds  =  vdt,  l'intégrale  dont  il  s'agit  est 
la  même  chose  que  fNdt,  en  faisant  V  =  S/?zp\  Le 
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principe  de  la  moindre  action  revient  donc  à  dire 
que  l'intégrale  du  produit  de  la  force  vive  du  sys- 
tème et  de  rélément  du  temps  ^  est  généralement  un 
minimum;  en  sorte  que,  dans  la  nature,  un  système 
de  corps  est  transporté  d'une  position  dans  une  autre, 
en  dépensant  la  moindre  quantité  possible  de  force 
vive.  Lorsque  les  mobiles  ne  sont  soumis  à  aucune 
force  motrice,  la  quantité  V  est  constante  (n°  56^)  ^ 
et  c'est  le  temps  du  trajet  qui  est  un  minimum. 

Si  l'on  compare  le  principe  de  la  moindre  action 
aux  principes  des  forces  vives,  de  la  conservation  à\i 
mouvement  du  centre  de  gravité,  et  de  la  conserva- 
tion des  aires,  on  voit  que  le  premier  n^est  qu'une 
règle  pour  former  les  équations  différentielles  du 
mouvement,  maintenant  inutile,  puisqu'on  obtient 
ces  équations  d'une  manière  plus  directe  et  plus  gé- 
nérale ,  au  moyen  de  la  formule  (i)  du  n**  55i;  tandis 
que  les  autres  principes ,  outre  qu'ils  renferment  des 
propriétés  importantes  du  mouvement,  ont  encore 
l'avantage  de  fournir  des  intégrales  de  ces  équations 
différentielles,  qui  sont  les  seules  que  l'on  connaisse 
dans  la  plupart  des  problèmes. 

Le  principe  de  la  conservation  du  mouvement  du 
centre  de  gravité  fournit  trois  intégrales  en  quantités 
finies ,  savoir  : 

Imx  =  alm  -^  At , 
'  Imj  =  bim  -j-  B^, 

2/72Z^     ==::    C'2m     +    Ct  ; 

a,  hy  c^  A,  B,  C,  étant  les  six  constantes  arbitraires^ 
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dont  1^  trois  premières  représentent  les  coordonnées 
du  centre  de  gravité  du  système  à  Forigine  du  mou- 
vement ,  et  les  trois  autres  sont  les  sommes  des  quan- 
tités de  mouvement  imprimées,  à  cette  époque,  a 
tous  les  points  du  système,  parallèlement  aux  axes  des 
coordonnées. 

Les  intégrales  qui  résultent  du  principe  de  la  con- 
servation des  aires  sont  trois  intégrales  premières , 
savoir  : 

2/72  (jcdj  — •  jdûc)  =  cdt  y 

'^in{zdx  —  xdz)  =  c'dt , 
1m  {jdz  —    zdf)  =  c^'dt  y 

c  y  d y  d'y  étant  les  trois  constantes  arbitraires  qui  ex- 
priment les  momens  des  quantités  de  mouvement 
initiales  de  tous  les  points  du  système ,  par  rapport 
aux  axes  des  ;s ,  y ,  a: ,  ou  le  double  des  aires  décrites, 
dans  Funité  de  temps,  autour  de  ces  mêmes  axes. 

Enfin,  le  principe  des  forces  vives  ne  fournit  qu'une 
seule  intégrale ,  qui  est  l'équation  (b)  du  n*  564  >  ^* 
qu'on  peut  écrire  ainsi  : 

\1m{^  i,^  )==P-f-(p(^.  y,  zy  x',^ic.)i 

D  étant  une  constante  arbitraire. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

NOTIONS  PRÉLIJttlNAIRES. 

574.  U Hydrostatique  est  la  partie  de  la  Statiquç 
qui  traite  de  l'équilibre  des  fluides.  On  y  considère 
un  fluide  comme  un  amas  de  points  matériels  qui 
cèdent  au  moindre  effort  que  Ton  fait  pour  les  sépa- 
rer les  uns  des  autres.  Les  fluides  que  la  nature  nous 
présente  approchent  plus  ou  moins  de  cet  état  de 
fluidité  parfaite;  Fadhérence  qui  existe  entre  les  mo- 
lécules de  plusieurs  de  ces  substances ,  et  qui  produit 
ce  qu'on  appelle  leur  viscosité  y  s'oppose  à  la  sépara- 
tion de  leurs  parties  ;  mais ,  dans  la  théorie  que  nous 
allons  exposer,  nous  ne  nous  occuperons   que  des 
fluides  parfaits;  et,  si  l'on  excepte  quelques  liquides 
où  la  viscosité  est  très  considérable,  les  lois  de  l'é- 
q^uilibre  auxquelles  nous  parviendrons   s'applique- 
rpnt^  sans  erreur  sensible;  à  tous  les  autres  fluides... 
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Ces  substances,  comme  les  corps  solides ^  sont  com- 
posées de  molécules  disjointes ,  et  séparées  par  des 
espaces  vides;  mais  si  Ton  divise  un  fluide  en  parties 
d'une  étendue  insensible,  dont  chacune  renferme, 
néanmoins ,  un  nombre  immense  de  molécules ,  on 
pourra  admettre  que  les  conditions  d'équilibre  de 
chaque  partie  sont  les  mêmes  que  si  elle  était  infini- 
ment petite,  qu'elle  conservât  toujours  sa  fluidité, 
et  qu'elle  eût  pour  densité  celle  du  corps ,  telle  qu'on 
l'a  définie  dans  le  n°  98.  Cela  revient  à  considérer  un 
fluide  comme  une  masse  continue,  dont  la  densité 
est  constante,  ou  variable  par  degrés  insensibles. 

675.  On  distingue  deux  sortes  de  fluides,  savoir: 
les  liquides  et  les  fluides  aérij ormes , 

On  appelle  aussi  les  liquides  des  fluides  incompres- 
sibles; mais ,  dans  la  réalité ,  ce  sont  des  substances 
qui  ne  se  compriment  sensiblement  que  sous  des 
pressions  extrêmement  grandes.  Si ,  par  exemple ,  un 
cylindre  vertical  est  rempli  d'eau  jusqu'à  une  certaine 
hauteur;  que  cette   eau   n'éprouve  d'abord  aucune 
pression  à  sa  partie  supérieure ,  et  qu'elle  soit  ensuite 
chargée  d'un  poids  équivalent  à  la  pression  atmos- 
phérique, l'observation  a  fait  voir  que  la  hauteur 
primitive  de  l'eau  diminue  seulement  de  4^  millio- 
nièmes, en  supposant  que  le  cylindre  conserve  son 
diamètre ,  et  que  ses  parois  ne  cèdent  pas  à  la  pression 
qui  leur  est  transmise  par  le  liquide.  En  augmentant 
la  charge  du  liquide,  et  la  portant  à  plusieurs  cen- 
taines de  pressions  atmosphériques,  l'expérience  a 
donné  une  condensation  de  l'eau  croissante  dans  le 
même  rapport  que  cette  charge.  Le  mercure  est  en- 
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core  moins  compressible  que  l'eau  ;  et,  quelque  effort 
que  Ton  ait  fait,  ou  n'est  pas  parvenu  à  diminuer  son 
volume  d'une  manière  appréciable. 

Les  fluides  aëriformes,  comprenant  l'air  atmosphé- 
rique et  les  différens  gaz,  sont  compressibles  et  doués 
d'une  parfaite  élasticité  ;  en  sorte  qu'ils  peuvent  chan- 
ger, à  la  fois ,  de  forme  et  de  volume  par  la  compres- 
sion ,  et  revenir  exactement  à  leur  forme  primitive  dès 
que  cette  compression  a  cessé.  On  les  nomme  aussi, 
pour  cette  raison,  des  fluides  élastiques. 

Les  vapeurs  sont  également  des  fluides  élastiques; 
mais,  pour  une  température  donnée,  un  espace  aussi 
donné  ne  peut  contenir  qu'une  quantité  déterminée 
de  vapeur  ;  de  manière  que  si  îa  vapeur  a  atteint 
cette  limite,  et  qu'on  diminue  un  tant  soit  peu,  soit 
l'espace,  soit  la  température,  une  portion  de  vapeur 
se  liquéfie.  L'expérience  a  prouvé  que  ce  maximwn 
de  vapeur  est  le  même ,  à  température  égale,  dans  un 
espace  vide  d'air  et  dans  un  espace  rempli  d'air  plus  ou 
moins  dilaté  ou  comprimé.  La  densité  de  la  vapeur 
est,  en  général,  peu  considérable,  relativement  à 
celle  du  liquide  dont  elle  provient;  mais,  quand  un 
liquide  est  contenu  dans  un  vase  fermé ,  dont  il  oc- 
cupe, par  exemple,  le  tiers  ou  la  moitié,  et  qu'on 
élève  sa  température  à  un  très  haut  degré ,  le  li- 
quide tout  entier  ,  après  s'être  dilaté  ,  se  réduit  su- 
bitement en  une  vapeur  transparente  dont  la  densité 
est  le  tiers  ou  la  moitié  de  la  densité  primitive  de 
ce  même  liquide. 

L'air  et  les  gaz  sont  appelés  des  fluides  permanenSj, 
par  opposition  aux  vapeurs  ;  mais  il  y  a  lieu  de  croire 
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qu'ils  peuvent  être  liquéfies  par  une  très  grande  com- 
pression ou  par  un  très  grand  i^froidissement  ;  et 
c'est,  en  effet,  ce  que  Ton  a  vérifié  à  l'égard  de  plu- 
sieurs d'entre  eux. 

576.  La  propriété  caractéristique  des  fluides ,  qui 
les  distingue  essentiellement  des  corps  solides  et  qui 
servira  de  base  à  la  théorie  de  leur  équilibre ,  est  la 
faculté  qu'ils  ont  de  transmettre  également,  en  tous 
sens,  les  pressions  exercées  à  leurs  surfaces.  Dans 
mon  Mémoire  sur  les  Équations  générales  de  Véquir- 
libre  et  du  mouvement  des  corps  élastiques  et  des 
fluides  (*) ,  j'ai  fait  voir  comment  cette  propriété 
provient  d'une  disposition  respective  des  molécules 
du  fluide,  à  laquelle  il  revient  très  rapidement  quand 
il  a  été  comprimé  ou  dilaté;  et  comment  la  résultante 
des  attractions  et  répulsions  moléculaires,  qui  pro- 
duit les  pressions  intérieures ,  peut  varier  dans  un 
très  grand  rapport,  pour  les  très  petites  variations 
de  distance  des  molécules ,  qui  ont  lieu  dans  les  li-^ 
quides.  Mais ,  dans  cet  ouvrage,  on  regardera  la  pro^ 
priété  dont  il  s^agit  comme  une  donnée  de  l'expé- 
rience ,  admise  par  tous  les  physiciens  et  les  géomètres 
qui  se  sont  occupés  de  l'Hydrostatique,  et  dont 
l'exactitude  ne  peut  laisser  aucun  doute.  C'est  ainsi 
qu'en  traitant  de  l'équilibre  de  la  lame  élasti- 
que (n"  5q6)  ,  nous  sommes  partis  d'un  principe  se- 
condaire ,  au  lieu  de  remonter  aux  actions  molécu- 
laires dont  il  dérive. 


C**)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  20*  cahier. 
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5^7.  Pour  nous  former  une  idée  précise  du  prin- 
cipe de  rëgalité  de  pression  en  tous  sens,  considérons 
d  abord  les  fluides  incompressibles. 

Supposons  qu'un  vase  prismatique ,  droit  et  posé 
sur  un  plan  horizontal,  dont  ABCD  (^^,  33)  repré- 
sente une  section  verticale,  soit  rempli  jusqu'en  EF 
d'un  liquide,  tel  que  l'eau,  par  exemple;  supposons 
aussi  que  l'on  recouvre  cette  eau  d'un  piston  hori- 
zontal qui  ferme  le  vase  exactement.  Pour  simplifier 
la  question,  faisons  abstraction  de  la  pesanteur  de 
Teau ,  de  sorte  que  ce  fluide  n'exerce ,  par  lui-même, 
aucune  pression  sur  les  parois  du  vase;  enfin,  posons 
sur  le  piston  un  poids  donné  P,  comprenant  le  poids 
même  du  piston.  Il  est  évident  que  la  base  horizon- 
tale du  prisme  sera  pressée  de  la  même  manière  que 
si  le  poids  P  était  posé  immédiatement  sur  cette  base, 
et  qu'il  fût  distribué  uniformément  sur  toute  son 
étendue.  Tous  ses  points  éprouveront  des  pressions 
verticales  égales  entre  elles;  la  pression  qui  en  résul- 
tera ,  pour  une  portion  quelconque  et  de  cette  base , 
sera  proportionnelle  à  et  :  elle  équivaudra  à  une  force 
verticale,  appliquée  au  centre  de  gravité  de  l'aire  ot, 

Va. 
et  exprimée  par  — ,  en  désignant  par  a  l'aire  de  la 

base  entière  du  prisme ,  qui  est  aussi  celle  de  la  base 
du  piston  en  contact  avec  le  liquide.  Or,  le  principe 
de  l'égalité  de  pression  en  tous  sens ,  consiste  en  ce 
que  la  pression  que  le  poids  P  exerce  à  la  partie  su- 
périeure de  l'eau ,  se  transmet,  par  l'intermédiaire  du 
fluide ,  non-seulement  sur  la  base  du  vase ,  mais  en- 
core sur  ses  faces  latérales  ;  tous  les  points  du  vase 
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sont  également  presses  dans  des  directions  pei^pendi- 
culaires  aux  parois;  eî  une  aire  a,  prise  sur  une  des 
faces  latérales  du  prisme ,  éprouve  la  même  pression 

— ,  que  si  elle  faisait  partie  de  sa  base  horizontale. 

Généralement ,  supposons  que  le  vase  ait  la  forme 
d'un  poljèdre  quelconque,  dont  la  figure  54  repré- 
sente une  section.  Ce  vase  étant  fermé  de  toutes 
parts,  et  fixement  attaché,  concevons  qu'il  soit  rem- 
pli exactement  d'un  liquide  sans  pesanteur.  Si  l'on 
enlève  une  face  de  ce  vase ,  et  qu'on  la  remplace  par 
un  piston ,  auquel  on  applique  une  force  donnée  P, 
perpendiculaire  à  la  surface  du  liquide  adjacent ,  le 
vase  et  le  fluide  demeureront  en  repos,  et,  d'après  le 
principe  que  nous  expliquons ,  la  pression  que  la 
force  P  exerce  sur  la  surface  adjacente,  se  transmet- 
tra, par  l'intermédiaire  du  liquide,  sur  toutes  les 
faces  du  polyèdre.  Tous  les  points  du  vase,  en  y  com- 
prenant les  points  de  la  base  du  piston,  seront  éga- 
lement pressés  de  dedans  en  dehors,  suivant  les 
directions  perpendiculaires  aux  parois;  et,  relati- 
vement à  une  aire  a,  prise  sur  une  de  ces  parois, 
ou  sur  la  surface  du  piston,  la  pression  sera  une 
force  perpendiculaire  à  son  plan,  appliquée  à  son 

centre  de  gravité,  et  égale  à  —  ;  a  étant  l'aire  en- 
tière de  la  base  du  piston,  en  contact  avec  le  li- 
quide. 

Cette  pression  transmise  s'exerce  de  la  même  ma- 
nière dans  l'intérieur  du  liquide;  et  si  l'on  y  considère 
une  portion  du  liquide  terminée  par  des  faces  planes^ 
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ou  un  polyèdre  solide  qui  y  soit  plongé ,  chaque  par- 
tie CL  de  l'une  des  faces  éprouvera  aussi ,  de  dehors 

en  dedans,  la  pression  normale  égale  à  — . 

On  étend,  sans  difficulté,  ces  résultats  au  cas  où  la 
surface  pressée  n'est  plus  supposée  plane;  il  suffit 
alors  de  la  décomposer  en  élémens  infiniment  petits, 
que  l'on  regardera  comme  les  faces  planes  d'un  po- 
lyèdre infinitésimal;  et  si  l'on  désigne  par  cj  l'aire 

d'un  de  ces  élémens ,  on  aura   —   pour   la   pression 

normale  qu'il  éprouve;  a  étant  toujours  l'aire  du 
piston ,  et  P  la  force  perpendiculaire  qui  y  est  appli- 
quée. En  désignant  par/?  la  pression  constante  qu'é- 
prouverait une  aire  plane  égale  à  l'unité,  on  aura 

P 

-  =  py  et  les  produits  pa  et  pet   exprimeront  les 

pressions  sur  l'élément  co  et  sur  l'aire  plane  égale 
à  a. 

Si  le  liquide  a  un  certain  degré  de  viscosité,  la  pro- 
priété de  presser  également  en  tous  sens  a  encore 
lieu;  seulement,  il  arrive  que  la  pression  ne  se  trans- 
met pas  latéralement  avec  la  même  rapidité  que  sui- 
vant la  direction  même  de  la  force  P;  mais,  après  un 
temps  convenable ,  la  pression  latérale  devient  égale 
à  la  pression  directe;  et  c'est  à  cet  instant  que  l'on 
considère  l'équilibre  du  liquide. 

678.  Quand  le  liquide  contenu  dans  un  vase  est 
pesant,  il  transmet  les  pressions  que  l'on  exerce  a  sa 
surface  ,  de  la  même  manière  que  quand  il  est  dénué 
de  pesanteur  ;  mais  il  exerce  en  outre,  sur  les  parois 
du  vase,  une  pression  due  à  son  poids  et  variable 
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d'un  point  à  un  autre  :  il  en  est  de  même  à  l'égard 
d'un  liquide  dont  les  points  sont  sollicités  par  la  pe- 
santeur et  par  d'autres  forces  données,  et  qui  de- 
meure en  équilibre  dans  un  vase.  Si  les  parois  du 
vase  sont  nécessaires  à  l'équilibre ,  en  sorte  qu^on  n'j 
puisse  pas  faire  une  ouverture  sans  que  le  liquide  ne 
s'échappe  aussitôt,  il  en  faudra  conclure  que  les  pa- 
rois éprouvent,  en  chaque  point,  une  pression  parti- 
culière, dirigée  de  dedans  en  dehors,  suivant  une 
normale  à  la  surface  du  vase  ;  car  ce  n'est  que  suivant 
cette  direction  qu'une  surface  peut  empêcher  de  se 
mouvoir  un  point  matériel  en  contact  avec  elle , 
et  détruire,  par  sa  résistance,  la  force  motrice  de 
ce  mobile. 

La  même  chose  a  lieu  dans  l'intérieur  du  liquide, 
comme  on  l'a  dit  dans  le  numéro  précédent,  soit  sur 
des  portions  du  liquide  même,  soit  sur  des  corps  qui  y 
sont  plongés.  La  pression  en  un  point  quelconque  est 
une  quantité  inconnue,  que  nous  déterminerons  dans  la 
suite ,  et  qui  dépendra  de  la  position  de  ce  point  et 
des  forces  motrices  appliquées  au  fluide.  Comme  elle 
change,  en  général,  d'un  point  à  un  autre,  on  ne 
peut  la  supposer  rigoureusement  constante  que  dans 
une  étendue  infiniment  petite  ;  or ,  pour  mesurer  la 
pression  exercée  sur  un  élétiient  déterminé  d'une  sur- 
face, on  conçoit  une  aire  plane,  que  l'on  prend  pour 
unité ,  et  qui  éprouve ,  dans  toute  son  étendue ,  la 
même  pression  que  cet  élément  :  p  étant  la  pression 
totale  que  cette  aire  supporte ,  et  cj  l'étendue  infini- 
ment petite  de  cet  élément,  le  produit /?£y  sera  la 
pression  correspondante  à  cet  élément ,  et  normale  à 
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la  stirface  dont  il  fait  partie.  Le  coefficient  p  sera 
une  fonction  des  coordonnées  de  ce  même  élément , 
que  nous  appellerons  la  pression  rapportée  à  Vunité 
de  surface. 

Cela  posé,  si  l'on  enlève  une  portion  plane  de 
la  surface  du  vase  ,  qu'on  la  remplace  par  un  pis- 
ton de  même  étendue ,  et  qu'on  applique  à  ce  pis- 
ton une  force  égale  et  contraire  à  celle  que  cette 
portion  du  vase  éprouvait,  il  est  évident  que  l'é- 
quilibre subsistera  comme  auparavant.  De  plus,  si 
le  vase  est  fermé  de  toutes  parts,  partout  en  con- 
tact avec  le  liquide ,  et  fixement  attaché ,  l'équilibre 
ne  sera  pas  non  plus  troublé  en  ajoutant  à  cette 
première  force  une  autre  force  quelconque  P;  car 
les  forces  appliquées  aux  points  du  fluide  étant  en 
équilibre,  tout  doit  se  passer,  relativement  à  cette 
force  P,  comme  si  ces  forces  n'existaient  pas,  et  de 
même  que  dans  le  numéro  précédent.  Par  conséquent 
la  pression  exercée  par  cette  force  P,  sur  la  surface  du 
liquide  en  contact  avec  le  piston  ,  sera  transmise 
également  en  tous  sens ,  par  l'intermédiaire  du 
fluide ,  et  la  pression  p ,  rapportée  à  l'unité  de  sur- 
face, se  trouvera  augmentée,  en  chaque  point,  d'une 

P 
quantité  constante  et  égale  à  -;   a    étant   toujours 

l'aire  du  piston,  en  contact  avec  le  liquide. 

Il  est  important  de  distinguer,  comme  nous  le 
faisons  ici^  les  deux  sortes  de  pressions  qui  sont 
exercées  sur  les  parois  d'un  vase  contenant  un  li- 
quide en  équilibre ,  ou  que  supportent  les  parties 
mêmes  de  ce  fluide  :   l'une   de   ces  pressions,  qui 
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varie  d'un  point  à  un  autre ,  est  due  au  poids  et 
aux  autres  forces  motrices  de  la  masse  fluide;  Fautre, 
qui  est  partout  la  même,  provient  des  forces  appli- 
quées à  sa  surface,  et  transmises  par  son  intermédiaire. 
Ces  deux  pressions  s'ajoutent  en  chaque  point,  pour 
former  la  pression  totale. 

579.  D'après  la  propriété  de  transmettre  également 
en  tous  sens  les  pressions  exercées  sur  sa  surface,  un 
fluide  incompressible ,  contenu  dans  un  vase  fixe- 
ment attaché,  doit  être  regardé  comme  une  véritable 
machine;  car  une  machine  est,  en  général,  un  ap- 
pareil au  moyen  duquel  une  force  agit  sur  des  points 
qui  sont  hors  de  sa  direction ,  et  exerce  sur  ces 
points  des  efforts  plus  grands  ou  plus  petits  que  si 
elle  y  était  immédiatement  appliquée,  ce  qui  est  le 
cas  de  la  force  P,  que  nous  avons  considérée  dans  les 
numéros  précédens. 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles  s'observe  dans 
l'équilibre  de  cette  machine,  comme  dans  celui  de 
toutes  les  autres  machines  connues.  Pour  le  prouver, 
considérons  un  vase  immobile  et  de  forme  quelcon- 
que (fig-  55),  qui  ait  un  nombre  quelconque  dW- 
vertures;  à  chacune  de  ces  ouvertures,  appliquons 
un  cylindre  qui  se  prolonge  indéfiniment  en  dehors 
du  vase;  emplissons  ce  vase  d'un  liquide,  tel  que 
l'eau ,  dont  nous  ne  considérerons  pas  la  pesanteur  ; 
supposons  que  l'eau  s'étende  dans  tous  les  cylin- 
dres ,  jusqu'à  une  certaine  distance  de  leurs  orifices, 
et  qu'elle  y  soit  terminée  par  des  surfaces  planes,  per- 
pendiculaires aux  longueurs  des  cylindres  ;  enfin  , 
posons  sur  ces  surfaces  EF,'  ET',  E'T^',  etc.,  des 


HYDROSTATIQUE.  5,3 

pistons  qui  les  recouvrent  exactement ,  et  qui  puis- 
sent ,  néanmoins ,  glisser  sans  frottement  le  long  des 
cylindres.  Soient  a^  a' y  a",  etc.,  les  bases  de  ces  pis- 
tons, qui  sont  aussi  celles  des  cylindres;  appliquons 
à  ces  corps  des  forces  P,  P',  P",  etc. ,  perpendiculaires 
à  leurs  bases,  et  dirigées  de  dehors  en  dedans;  et 
supposons  que  ces  forces  données ,  qui  agiront  lune 
sur  l'autre  par  l'intermédiaire  de  l'eau,  se  fassent 
équilibre.  Dans  cet  état,  la  pression  rapportée  à  l'u- 
nité de  surface  doit  être  la  même  sur  toutes  les  pa- 
rois du  vase,  en  y  comprenant  les  bases  des  pis- 
tons (n**  577).  Si  donc  on  la  représente  par  p,  qn 
aura  pa ,  p'a ^  p'a ,  etc. ,  pour  les  pressions  totales 
que  supportent  de  dedans  en  dehors  les  bases  des 
pistons.  Pour  l'équilibre ,  ces  pressions  doivent  être 
respectivement  égales  aux  forces  P,  P',  P'',  etc.  :  par 
conséquent ,  on  aura 

V  =  ap,     Y  =  a'p,     F'  =  a"p,     etc.      (a) 

L'une  de  ces  équations  servira  à  déterminer  la  valeur 
àe  p;  et  en  la  substituant  dans  toutes  les  autres ,  on 
aura  les  équations  d'équilibre  du  système,  qui  seront 
en  nombre  égal  à  celui  des  pistons  moins  un. 

Maintenant ,  imaginons ,  conformément  à  l'énoncé 
du  principe  des  vitesses  virtuelles  ,  que  l'on  déplace 
les  parties  du  système,  de  manière  que  les  pistons 
répondent  actuellement  aux  sections  CD ,  CD' , 
CD",  etc.,  des  cylindres.  Une  partie  de  ces  corps 
aura  avancé,  et  l'autre  partie  aura  reculé  ;  je  repré- 
senterai leurs  déplacemens  par  h ,  k%  h!',  etc.  ;  et  je 
considérerai  ces  quantités  comme  positives  ou  comme 
2.  33 
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négatives ,  selon  que  les  pistons  auront  avance  ou  re- 
culé. Ainsi,  dans  la  figure,  la  distance  h  comprise 
entre  les  sections  EF  et  CD,  est  positive,  et  la  distance 
h!  comprise  entre  les  sections  ET'  et  QJW ,  est  néga- 
tive. Les  volumes  d'eau  qui  sortent  des  cylindres 
pour  entrer  dans  le  vase ,  répondent  aux  valeurs  po- 
sitives de  hi  h',  Wy  etc. ,  et  ceux  qui  sortent  du  vase 
pour  entrer  dans  les  cylindres,  à  leurs  valeurs  néga- 
tives ;  les  uns  et  les  autres  seront  exprimés  par  les 
produits  ah ,  d}i\  d'W ,  etc. ,  abstraction  faite  des 
signes.  Par  conséquent ,  l'eau  étant  considérée  comme 
incompressible,  et  la  figure  du  vase  comme  invaria- 
ble, la  somme  de  ces  produits,  positifs  ou  négatifs, 
devra  être  nulle,  et  l'on  aura 

ah  4-  a!}^  +  d^}i'  +  etc.  =  o.       {h) 

Je  multiplie  cette  équation  par  p  ;  et  en  ayant  égard 
aux  équations  {a)  ,  il  vient 

PA  +  F^'  +  P''A"  +  etc.  =  o;       {c) 

ce  qui  est  l'équation  résultante  du  principe  des  vi- 
tesses virtuelles,  appliqué  aux  forces  P,  P',  P",  etc. , 
et  aux  déplaceniens  h ,  K,  h!',  etc. ,  de  leurs  points 
d'application. 

La  condition  du  système,  qui  est  ici  l'invariabi- 
lité du  volume  du  liquide  ,  est  exprimée  par  Téqua- 
tion  (6).  Non -seulement  les  déplacemens  h^  h\ 
W,  etc. ,  remplissent  cette  condition ,  mais  aussi  les 
déplacemens  contraires  —  h,  —  h%  —  ^",  etc. ,  ainsi 
que  l'exige  le  principe  des  vitesses  virtuelles  (n°  55i). 
Les   quantités  h ,   h' ,   K'y  etc. ,  peuvent   avoir   des 
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grandeurs  finies ,  pourvu  qu'aucun  des  pistons  n'en- 
tre dans  le  vase,  et  ne  sorte  du  cylindre  où  il  doit 
être  contenu. 

58o.  Le  principe  de  l'égalité  de  pression  en  tous 
sens  convient  aux  fluides  élastiques  comme  aux  li- 
quides; mais  relativement  aux  premiers,  il  n'est  pas 
nécessaire  que  des  forces  motrices  agissent  sur  leurs 
molécules,  ou  qu'on  exerce  des  pressions  sur  leurs 
surfaces ,  pour  qu'ils  pressent  eux-mêmes  les  parois 
des  vases  qui  les  contiennent;  il  suffit  pour  cela  de 
leur  élasticité^  en  vertu  de  laquelle  ces  fluides  font 
continuellement  effort  pour  occuper  un  plus  grand 
volume.  En  supposant  donc  qu'une  masse  d'air,  d'un 
gaz  ou  d'une  vapeur,  soit  contenue    dans  un  vase 
fermé  de  toutes  parts,   et  qu'on  fasse  abstraction  de 
la  pesanteur  du  fluide,  les  parois  du  vase  éprouve- 
ront des  pressions  égales  en  tous  leurs   points ,  et 
dirigées  de  dedans  en  dehors,  suivant  les  normales  à 
ces  parois.  La  pression  rapportée  à  Tunité  de  surface 
sera  la  même  dans  toute  l'étendue  du  vase;  pour  la 
déterminer,  on  fera  une  ouverture  en  un  endroit  du 
vase,  pris  au  hasard;  on  y  appliquera  un  piston,  et 
à  ce  corps ,  la  force  nécessaire  pour  le  maintenir  en 
équilibre;  en  divisant  cette  force  par  l'aire  de  la  base 
du  piston  en  contact  avec  le  fluide,  on  aura  la  pres- 
sion demandée;  et  l'on  trouvera  toujours  le  même 
quotient ,  quel  que  soit  l'endroit  oii  le  piston  aura 
été  appliqué.  Si,  par  exemple,  le  vase  représenté  par 
la  figure  35,  est  rempli  d'un  fluide  élastique,  les 
forces  P ,  P' ,  P" ,  etc. ,   qu'on  devra  appliquer  aux 
pistons  qui  ferment  les  cylindres,  pour  les  empêcher 

33,. 
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de  glisser,  seront  proportionnelles  aux  bases  a,  a\ 
a!' ,  etc.  ;  le  rapport  de  chaque  force  à  la  base  corres- 
pondante, sera  le  même  pour  tous  les  pistons;  et 
l'équation  {c)  aura  encore  lieu ,  mais  seulement  pour 
les  mouvemens  du  système  dans  lesquels  le  volume 
total  du  fluide  ne  changera  pas. 

Cette  pression  constante  qu'un  fluide  élastique 
exerce  sur  les  parois  du  vase  qui  le  renferme, 
dépend  de  sa  matière ,  de  sa  densité  et  de  sa  tem- 
pérature. On  la  nomme  aussi  la  force  élastique  du 
fluide.  L'expérience  prouve  que  pour  un  même 
fluide,  et  la  température  ne  changeant  pas,  la  force 
élastique  est  proportionnelle  à  la  densité;  de  sorte 
qu'en  désignant  par  p  la  mesure  de  la  force  élasti- 
que, c'est-à-dire,  la  pression  rapportée  à  l'unité  de 
surface  ,  et  par  p  la  densité ,  on  a  dans  chaque 
fluide , 

p  =  kp; 

k  étant  un  coefficient  qui  ne  dépend  plus  que  de  la 
matière  et  de  la  température  du  fluide. 

Lorsqu'on  aura  égard  à  la  pesant^eur  du  fluide, 
ou  plus  généralement,  lorsque  ses  molécules  seront 
sollicitées  par  des  forces  données,  la  pression  p  variera 
d'un  point  à  un  autre  du  vase ,  suivant  une  loi  dé- 
pendante de  ces  forces ,  et  qu'on  déterminera  dans  la 
suite. 
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CHAPITRE  II. 

ÉQUATIONS    GENERALES    DE    L'ÉQUU.IBRfi    DES 
FLUIDES. 

58 1 .  Pour  traiter  la  question  de  la  manière  la  plus 
générale  ,  considérons  une  niasse  fluide  ABCD 
(fig.  56),  homogène  ou  hétérogène ,  compressible  ou 
incompressible,  dont  tous  les  points  matériels  sont 
sollicités  par  des  forces  données,  et  proposons-nous 
d'exprimer  par  des  équations  lés  conditions  de  soa 
équilibre. 

Soient  x,  j ,  z,  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque M  de  celte  masse ,  parallèles  aux  axes  rectan- 
gulaires 0^ ,  Oj ,  Oz  ;  nous  supposerons,  pour  fixer 
les  idées ,  le  plan  des  oc  et  j-  horizontal ,  Taxe  Oz 
dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  et  la  masse  ABCD 
comprise  au-dessous  du  plan  des  œ  etj ,  dans  l'angle 
trièdre  des  trois  plans  des  coordonnées  positives. 
Partageons  la  masse  fluide  en  parties  que  nous  trai- 
terons comme  des  élémens  infiniment  petits ,  d'après 
ce  qu'on  a  dit  précédemment  (n*'  ^74);  supposons 
ces  élémens  compris  entre  des  plans  infiniment  rap^ 
proches  l'un  de  l'autre,  et  parallèles  à  ceux  des  coor- 
données ;  de  sorte  que  ces  élémens  soient  des  parallé- 
lépipèdes rectangles,  dont  les  côtés  adjacens  seront 
parallèles  aux  axes  et  égaux  aux  difléreutieiîes  des 
coordonnées  :  les  deux  bases  horizontales  de  celui  qui 
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répond  au  point  quelconque  M,  et  qui  est  repré- 
sente' dans  la  figure,  seront  égales  à  dxdj;  il  aura  Vis 
pour  sa  hauteur  verticale  MM',  et  dxdjdz  pour  sou 
volume. 

En  appelant  p,  la  densité  du  fluide  en  ce  point 
M,  telle  qu'elle  a  été  définie  dans  le  n°  g8,  et  dési- 
gnant par  dm  l'élément  différentiel  de  la  masse  cor- 
respondant à  ce  même  point  «  on  aura  donc 

dm  z=  ^dxdjdz. 

Le  facteur  p  sera  une  quantité  constante  dans  les 
liquides  homogènes,  abstraction  faite  des  petites 
compressions  qu'ils  éprouveront  et  qui  pourront  être 
inégales  en  des  points  différens  j  f  sera  une  fonction 
connue  ou  inconnue  des  coordonnées  x ,  j,  js,  dans 
les  liquides  hétérogènes,  et  dans  les  fluides  élastiques 
qui  ne  seront  pas  partout  également  comprimés. 

Soient  aussi  Xc/w,  Xdm^  Zdm,  les  composantes 
parallèles  aux  axes  des  x  ,j ,  z,  de  la  force  motrice 
donnée  qui  agit  sur  l'élément  dm,  de  sorte  que  X, 
Y,  Z,  soient  les  composantes  de  cette  force  rapportée 
à  l'unité  de  masse,  ou  de  la  force  accélératrice  relative 
au  point  M.  Chacune  de  ces  trois  quantités  sera  une 
fonction  de  .r,  ^,  Zy  dont  on  regardera  les  valeurs 
comme  positives  ou  comme  négatives,  selon  que  la 
force  qu'elle  représente  tendra  à  augmenter  ou  à  di- 
minuer la  coordonnée  à  laquelle  elle  est  parallèle. 
L'élément  dm  sera ,  en  outre ,  pressé  de  dehors  en 
dedans  sur  ses  six  faces ,  par  le  fluide  environnant  ; 
et^  pour  qu'il  demeure  en  repos,  ces  pressions  exté- 
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rieures  devront  faire  équilibre  aux  forces  intérieures 
ILdm,  Ydm ,  Zdm. 

Cela  e'tant,  désignons  par  pdxdj,  la  pression 
verticale  qui  s'exerce  sur  la  base  supérieure  dxdj , 
dans  le  sens  de  la  pesanteur,  de  manière  que  p 
exprime  la  pression  rapportée  à  Tunité  de  surface, 
qui  répond  à  cette  base  infiniment  petite  (n**  077). 
Cette  quantité  p  sera  une  fonction  inconnue  des 
coordonnées  ^,  j^,  2;  au  point  M',  dont  les  coor- 
données sont  x,j',  z-^dzy  elle  deviendra  p^-~dz, 

et  elle  exprimera  la  pression  verticale,  rapportée  à  l'u- 
nité de  surface  et  relative  à  la  base  inférieure  à^dm. 
Cette  seconde  base  éprouvera  donc ,  dans  le  sens  de  la 

pesanteur,  une  pression  égale  à  [P  +  -j  dz\  dœdj-^  la 

résistance  du  fluide  sur  lequel  l'élément  dmesl  appuyé, 
sera  une  force  égale  et  contraire  à  cette  pression;  en  sorte 
que  cet  élément  sera  poussé  verticalement  parles  deux 

forces  contraires  pdûc  djetfp  -h  -^^^)  dxdj ,  ou  par 

une  force  égale  à  leur  différence  -jdx  djdz  et  dirigée 

du  bas  en  haut.  Or,  pour  que  cet  élément  dm  ne 
s'élève  ni  ne  s'abaisse ,  il  faudra  que  cette  force  soit 
égale  à  là  composante  verticale  Tidin  de  la  force  mo? 
trice ,  qui  agit  dans  le  sens  opposé  ;  par  conséquent  y 
on  aura  d'abord 

-^  dxdjdz  =  Z^/Wc 

On  trouvera  de  même  les  équations 
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~  dœdjdz  =  Xdniy      -y-  dxdydz  ■=.  "Kdm^ 

qui  seront  nécessaires  pour  que  Télément  dm  ne  se 
meuve  ni  dans  le  sens  desj^,  ni  dans  le  sens  des  x^ 
et  dans  lesquelles  ^  et  r  représentent  les  pressions 
rapportées  à  Funité  de  surface  ^  qui  répondent  aux 
faces  de  dm ,  parallèles  aux  plans  des  x  et  z  et  des  jr 
et  z ,  et  les  plus  voisines  de  ces  plans.  Eu  substituant 
dans  ces  trois  équations ,  la  valeur  précédente  de  dm^ 
et  supprimant  le  facteur  commun  dxdjdz,  elles 
deviennent 

582.  Observons  actuellement  que  si  les  élémens 
dans  lesquels  nous  avons  partagé  la  masse  ABCD^ 
étaient  solides,  de  sorte  que  cette  masse  fût  un  assem- 
blage de  parallélépipèdes  rectangles,  solides  et  juxta- 
posés, il  n'y  aurait  aucune  relation  nécessaire  entre 
les  pressions  que  chacun  de  ces  parallélépipèdes 
éprouverait  sur  ses  faces  non  parallèles;  Félément 
dm  pourrait ,  par  exemple ,  éprouver  une  pression 
quelconque  sur  ses  bases  horizontales,  et  n'en  éprou- 
ver aucune  sur  ses  faces  verticales;  mais  cet  élément 
infiniment  petit  devant  être  considéré  comme  fluide, 
aussi  bien  que  toutes  les  parties  de  la  masse  totale,  qui 
auraient  une  grandeur  finie  {n°  5']4)r  ^^  suit  de  la 
propriété  fondamentale  des  fluides,  que  les  trois  quan- 
tités p ,  q,  r,  doivent  être  égaies  entre  elles,  ou  du 
moins  ;  qu'il  ne  peut  exister  entre  elles  qu'une  diffé- 
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rence  infiniment  petite ,  négligeable  dans  les  équa- 
tions (i). 

En  effet,  la  pression  que  le  fluide  environnant 
exerce  sur  chacune  des  faces  du  parallélépipède 
dxdjdzf  se  transmet  sur  les  autres  faces,  par  l'inter- 
médiaire du  fluide ,  dont  l'élément  dm  est  composé  ; 
cette  transmission  se  fait  de  la  manière  que  Ton  a  ex- 
pliquée précédemment,  et  d'où  il  résulte  qu'ayant 
appelé  pdxdy  la  pression  qui  a  lieu  de  dehors  en 
dedans,  sur  la  base  horizontale  supérieure,  il  faudra 
représenter,  en  même  temps,  par  pdx  dz  q\  pdjdz, 
les  pressions  transmises  sur  les  faces  latérales ,  et  qui 
s'exerceront  de  dedans  en  dehors  ;  de  plus ,  à  ces 
pressions  transmises,  il  faudra  ajouter  celles  qui  ré- 
sultent de  la  force  motrice  du  fluide  dm  ;  par  consé- 
quent ,  si  l'on  appelle  y  la  pression  due  à  cette  force , 
et  exercée,  par  exemple,  sur  la  face  djdz,  la  plus 
voisine  du  plan  des  j"  et  js  ^  on  aura  pdj'  dz-^y  pour 
la  pression  totale ,  qui  a  lieu  de  dedans  en  dehors,  ou 
de  droite  à  gauche,  sur  cette  même  face.  D'un  autre 
côté,  la  pression  provenant  du  fluide  environnant, 
et  exercée  de  dehors  en  dedans,  ou  de  gauche  à  droite, 
sur  cette  face  djdz,  a  été  représentée  par  rdj-dz; 
cette  force  est  la  résistance  que  le  fluide  environnant 
oppose  à  la  pression  intérieure  pdjdz  -f-  y  ;  par  con^ 
séquent  il  faut  qu'on  ait 

rd/ydz  -=2  pdydz  +  >. 

Or,  quoique  la  valeur  de  y  soit  inconnue,  nous 
sommes  certain ,  néanmoins ,  qae  cette  quantité  ne 
peut  être  qu'un  infinîmeiit  petit  du  troisième  ordre ^ 
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comme  la  force  motrice  de  ^/w,  dont  elle  provient  j  en 
négligeant  donc  y  par  rapport  à  pdj-  dz,  nous  aurons 
rz=:p'y  et  Ton  prouvera  de  même  que  l'on  doit  aussi 
avoir  ^=^. 

La  conclusion  serait  encore  la  même ,  si  l'ëlément 
dm,  au  lieu  d'être  un  parallélépipède  rectangle,  était 
un  polyèdre  quelconque  dont  toutes  les  dimensions 
fussent  toujours  infiniment  petites;  et  l'on  démon- 
trerait de  la  même  manière,  que  la  pression  extérieure 
exercée  normalement  sur  toutes  ses  faces  parle  fluide 
environnant,  est  proportionnelle  à  leurs  aires  respec- 
tives ,  et  indépendante  de  la  force  motrice  du  polyè- 
dre. Il  s'ensuit  donc  que  tous  les  éiémens  de  surface 
qui  passent  par  le  point  M ,  éprouvent  une  même 
pression  rapportée  à  Funité  de  surface ,  et  que  si  ca 
est  Taire  de  l'un  d'entre  eux,  la  pression  normale  qu'il 
supporte,  sur  l'un  ou  l'autre  de  ses  deux  côtés,  est 
égale  hi  pcô,  quelle  que  soit  la  direction  du  plan  au- 
quel il  appartient. 

D'après  la  condition  r=:.q=p,  les  équations  (i) 
deviennent 

|  =  pX,     f  =  pY,    J=pZ.        (.) 

et  elles  sont  maintenant  les  équations  générales  de 
l'Hydrostatique ,  qu'il  s'agissait  de  trouver. 

585.  Les  conditions  d'équilibre  qu'elles  expriment 
se  réduisent,  dans  chaque  cas  particulier,  à  ce  qu'on 
puisse  trouver  pourp  une  fonction  de  x,  j ,  s,  qui 
satisfasse  en  même  temps  à  ces  trois  équations.  Or^^ 
si  on  les  ajoute  après  les  avoir  multipliées  par  dx^ 
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dj  y  dzy  il  vient 

dp  =  p  (K.djc  +  Ydj  +  Zdz)  ;  (3) 

il  faudra  donc,  pour  que  la  valeur  de  p  soit  possible^ 
que  le  produit  de  p  et  de  la  formule  lLdx-\-Ydj'{'Zdz, 
soit  une  différentielle  exacte  d'une  fonction  de  trois 
variables  indépendantes  oc ,  j ,  z.  Réciproquement , 
quand  cette  condition  sera  remplie  ,  on  prendra  pour 
p  l'intégrale  de  ce  produit,  et  l'on  satisfera  de  cette 
manière  aux  équations  (2). 

En  mettant  dans  cette  valeur  de  p ,  à  la  place  de 
X ,  jr ,  :z ,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
la  surface  de  ABCD,  on  aura  la  pression  qui  aura 
lieu  en  ce  point  sur  la  paroi  du  vase  dans  lequel 
cette  masse  fluide  sera  contenue;  pression  qui  sera 
toujours  détruite,  pourvu  que  cette  paroi  soit  fixe  et 
susceptible  d'une  résistance  indéfinie;  mais  dans 
les  endroits  où  le  vase  est  ouvert ,  et  où  le  fluide  est 
entièrement  libre ,  rien  ne  pourra  détruire  la  pres- 
sion p;  par  conséquent,  il  faudra  que  sa  valeur  soit 
nulle ,  pour  tous  les  points  de  la  surface  libre  d'une 
masse  fluide  en  équilibre  ;  ce  qui  donne 

Xdx  +  Ydj  +  Zdz  =z  o,  (4) 

pour  l'équation  différentielle  de  cette  surface. 

Cette  équation  subsistera  encore  lorsqu'on  exercera 
une  pression  constante  à  la  surface  libre  du  fluide  ; 
car  alors  il  faudra  qu'on  ait  dp=zo,  pour  tous  ses 
points  ;  et  la  densité  p  n'étant  pas  nulle ,  l'équation  (4) 
résulte  alors  de  la  formule  (5).  Si  l'on  exerçait,  par 
un  moyen  quelconque,  une  pression  variable  d'un 
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point  à  un  autre  de  la  surface  libre  d'un  fluide ,  et 
que  cette  pression  rapportée  à  Tunité  de  surface ,  fût 
représentée  ipdirf{x,jy  z),  il  faudrait  que  la  valeur 
dé  p,  tirée  de  l'équation  (4),  coïncidât,  pour  tous  les 
points  delà  surface  libre,  avec  cette  fonction  donnée 
de  oc,j,  z;  et,  dans  ce  cas,  l'équation  difl'érentieîle 
de  cette  surface  serait 

pi^dx  +  Xdj  +  Zdz)  =  dfioc.j,  z). 

Dans  la  suite,  nous  supposerons  toujours  que  la  pres- 
sion extérieure  est  nulle  ou  constante  dans  toute  l'é- 
tendue de  la  surface  libre  d'un  fluide  en  équilibre, 

La  pression  p  étant  proportionnelle  à  la  densité, 
dans  les  fluides  élastiques  (n°  58o),  il  s'ensuit  que 
cette  pression  ne  peut  jamais  être  zéro  dans  un  fluide 
de  cette  nature,  tant  que  la  densité  n'est  pas  nulle, 
t'est-à-dire,  tant  que  le  fluide  existé,  et  qu'il  n'a  pas 
perdu,  par  le  froid,  toute  sa  force  élastique.  Un  fluide 
élastique  ne  peut  donc  être  en  équilibre  que  quand 
il  est  contenu  dans  un  vase  fermé  de  toutes  parts,  où 
bien  lorsqu'on  exerce  à  sa  surface  des  pressions  diri- 
gées de  dehors  en  dédans. 

534.  Il  suit  de  l'équation  (4),  que  la  résultante 
des  forces  accélératrices  X ,  Y ,  Z ,  qui  agissent  sur 
chaque  point  d'un  liquide  eh  équilibré,  appartenant 
à  sa  surface  libre,  est  perpendiculaire  à  cette  surface, 
soit  qu'il  n'y  ait  aucune  pression  extérieure,  soit 
qu'on  exerce  à  cette  surface  une  pression  constante 
d'un  point  à  un  autre.  En  eflet,  traçoùs  siir  \û  siïr- 
face  libre  une  courbe  quelconque,  et  soit  ds  rélénient 
diftérentiel  de  cette  courbe ,  cori-éspondânt  au  point 
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dont  les  coordonnées  sont  x^  j ,  z,  de   sorte  que 

—  ,  -j-y  --r,soientlescosinusdes  angles  que  ia tangente 

à  cette  courbe,  en  ce  même  point ,  fait  avec  des  parallè- 
les aux  axes  des  coordonnées.  Appelons  R  la  résultante 
des  forces  X,  Y,  Z;  les  cosinus  des  angles  que  fait  sa 

direction  avec  ces  parallèles,  seront  ^,  ^^-^  ^  ?  or,  si 
Ton  divise  lequation  (4)  par  Kdsy  on  aura 

ce  qui  montre  que  la  direction  de  la  force  R ,  et  la 
tangente  à  la  courbe  qu'on  a  tracée  arbitrairement 
sur  la  surface ,  sont  perpendiculaires  l'une  à  l'autre , 
et,  par  conséquent,  que  cette  direction  coïncide  avec 
la  normale  au  point  que  l'on  considère.  Cette  force 
agira  ,  en  général ,  de  dehors  en  dedans  ,*  mais  quand 
la  pression  extérieure  ne  sera  pas  nulle ,  elle  pourra 
être  dirigée,  au  contraire,  de  dedans  en  dehors. 

Si  l'on  intègre  l'équation  (4) ,  et  qu'on  donne  à  la 
constante  arbitraire,  contenue  dans  son  intégrale, 
autant  de  valeurs  particulières  qu'on  voudra ,  les 
équations  déterminées  qui  en  résulteront,  appartien- 
dront à  autant  de  surfaces,  dont  chacune  aura  l'é- 
quation (4)  pour  équation  différentielle,  et  jouira, 
par  conséquent ,  des  propriétés  d'être  également 
pressée  dans  toute  son  étendue  et  de  couper  à  angle 
droit ,  en  tous  ses  points,  la  direction  de  la  résultante 
des  forces  X ,  Y,  Z.  Celles  de  ces  surfaces  qui  passent 
dans  l'intérieur  du  fluide,  d'après  la  valeur  de  la 
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constante  arbitraire,  sont  ce  qu'on  appelle  des  sur- 
faces de  nweau.  Si  Ton  fait  croître  cette  constante 
par  degrés  infiniment  petits  ,  on  divisera  la  masse 
fluide  en  une  infinité  de  couches  infiniment  minces, 
et  comprises  entre  deux  surfaces  de  niveau  consécu- 
tives, que  l'on  nomme,  pour  cette  raison,  des  cou- 
ches de  niveau, 

La  valeur  de  la  constante  qui  répond  à  la  surface 
extérieure  se  déterminera,  dans  chaque  cas,  d'après 
le  volume  donné  du  liquide  ;  en  sorte  que  la  pression 
extérieure  n'aura  aucune  influence ,  ni  sur  la  figure 
d'équilibre,  ni  sur  les  dimensions  de  ce  fluide  regardé 
comme  incompressible.  L'équilibre  ne  sera  pas  trou- 
blé si  le  liquide  vient  à  se  solidifier;  il  s'ensuit  donc 
qu'une  pression  constante  et  normale ,  exercée  de  de- 
hors en  dedans  sur  tous  les  élémens  de  la  surface 
d'un  corps  liquide  ou  solide,  se  détruit  d'elle-même, 
et  ne  peut  imprimer  à  ce  corps  aucun  mouvement 
de  translation  ou  de  rotation.  Pour  un  liquide ,  cet 
équilibre  des  pressions  extérieures  résulte  de  la  pro- 
priété caractéristique  des  fluides,  de  transmettre  éga- 
lement en  tous  sens  les  pressions  exercées  à  leur  sur- 
face (n*^  ^77)?  ^^  vérifiera,  par  la  suite,  qu'il  est 
indépendant  de  cette  propriété,  et  qu'il  a  également 
lieu  pour  un  corps  solide  de  forme  quelconque. 

5^5,  Supposons  actuellement  que  le  fluide  en  équi- 
libre soit  formé  d'une  matière  homogène ,  et  qu'il  ait 
partout  la  même  température  et  la  même  densité. 
La  quantité  f  étant  constante,  il  faudra,  d'après  l'é^ 
quation  (5),  que  la  formule  ^dœ  -^-Xdj+Zdz  soit 
la  différentielle  exacte  d'une  fonction  de  trois  varia- 
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blés  indépendantes.  Si  cela  n'a  pas  lieu,  l'équilibre 
est  impossible  dans  la  masse  fluide,  quelque  forme 
qu'on  lui  donne,  et  lors  même  qu'elle  serait  ren- 
fermée dans  un  vase  fermé  de  toutes  parts. 

Mais  la  condition  d'intégrabilité  est  toujours  rem- 
plie à  l'égard  des  forces  de  la  nature ,  qui  sont  des 
attractions  ou  des  répulsions ,  dont  les  intensités  va- 
rient en  fonctions  des  distances  aux  centres  dont  elles 
émanent  (n**  i58).  L'équilibre  d'un  liquide  homogène, 
soumis  à  de  semblables  forces,  sera  donc  possible;  et 
pour  qu'il  ait  lieu  effectivement ,  il  faudra  donner  au 
fluide  une  forme ,  telle  que  sa  surface  libre  coupe  à 
angle  droit ,  dans  toute  son  étendue ,  la  résultante  de 
ces  forces  attractives  ou  répulsives. 

Si,  par  exemple,  la  masse  fluide  est  entièrement 
libre  ;  que  l'on  exerce  a  sa  surface  une  pression  cons- 
tante ,  et  qu'il  n'y  ait  qu'une  seule  force  dirigée  vers 
im  centre  fixe ,  la  figure  de  la  masse  ABCD,  en  équi- 
libre autour  de  ce  point ,  sera  une  sphère  qui  aura 
ce  point  pour  centre,  et  dont  le  rayon  se  déduira 
du  volume  donné  de  cette  masse.  En  supposant  que 
la  force  dirigée  vers  le  centre  fixe  soit  une  attraction 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  désignant 
par  g  l'intensité  de  cette  force  accélératrice  à  la  sur- 
face du  liquide,  par  a  son  rayon,  et  par  fw  la  pres- 
sion extérieure,  ^  sera  l'attraction  à  la  distance  r, 
et  l'on  conclura  de  l'équation  (4) 

P  =  "^  +^^  —  gpci, 
pour  la  pression  à  la  même  distance.  La  même  chose 
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aura  lieu  si  l'on  remplace  le  centre  fixe  par  une  sphère 
solide  dont  tous  les  points  attirent  ceux  du  liquide 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance;  mais  alors 
c  étant  le  rayon  de  cette  sphère ,  la  valeur  de  p  ne 
s'appliquera  qu'aux  valeurs  de  r  comprises  depuis 
r=c  jusqu'à  r  =  a.  Lorsqu'on  changera  l'attraction 
en  une  force  répulsive,  il  suffira  de  changer  le  signe 
de  g;  en  sorte  que  l'on  aura 

/?  =  ^  +  gpa  —  ^. 

La  plus  petite  valeur  de  p  répondra  h  r=  c  ^  et 
sera 

Il  faudra  qu'elle  soit  positive,  sans  quoi  la  couche  li- 
quide se  détacherait  du  corps  solide,  et  serait  dis- 
persée dans  l'espace  ;  par  conséquent  ,  il  faudra 
que  la  pression  extérieure  ^  surpasse  la  quantité 
gpa  [a  c )^  £^  général,  il  est  nécessaire,  dans  l'équi- 
libre d'un  fluide,  que  la  pression  p  ait  une  valeur 
positive  dans  toute  l'étendue  de  sa  masse ,  afin  que 
les  parties  contiguës  s'appuient  partout  l'une  contre 
l'autre ,  et  que  le  fluide  ne  se  divise  pas. 

Quand  le  rayon  c  est  très  grand,  la  force  attractive 
dirigée  vers  le  centre  de  la  sphère  est  sensiblement  pa- 
rallèle ,  et  la  surface  du  liquide ,  sensiblement  plane 
et  perpendiculaire  à  la  direction  de  cette  force,  dans 
une  étendue  peu  considérable.  Ce  cas  est  celui  d'un 
liquide  pesant,  que  nous  considérerons  spécialement 
dans  le  chapitre  suivant. 
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586.  Quelles  que  soient  les  forces  d'attraction  ou 
de  répulsion  dirigées  vers  des  centres  fixes  qui  agis- 
sent sur  tous  ]es  points  d  une  niasse  fluide  ABGD , 
faisons 

X^x  +  Ydj  +  Zdz  =  d(p  ; 

<p  désignant  une  fonction  des  coordonnées  ^,  j",  z, 
dépendante  des  lois  de  ces  forces  en  fonctions  des 
distances. 

L'équation  (5)  deviendra  alors 

dp  ==.  f>d<p. 

Pour  qu'elle  subsiste  quand  la  densité  p  sera  variable, 
il  faudra  que  cette  densité  soit  une  fonction  de  la 
quantité  (P;  et,  réciproquement,  lorsque  cette  con- 
dition sera  rernplie,  il  y  aura  toujours  une  valeur  de 
p  qui  satisfera  à  cette  équation  d'équilibre.  Or,  d'après 
l'équation  (4),  la  quantité  (p  est  constante  dans  toute 
l'étendue  de  chaque  couche  de  niveau;  dans  un 
fluide  hétérogène  et  dans  un  fluide  compressible  en 
équilibre,  il  est  donc  nécessaire  que  la  densité  soit 
constante  dans  toute  l'étendue  d'une  même  couche  ; 
et  la  couche  superficielle,  soumise  à  une  pression 
constante  et  donnée ,  étant  une  couche  de  niveau ,  il 
faut  aussi  qu'elle  ait  une  même  densité  dans  toute 
son  étendue. 

Si  le  fluide  est  incompressible ,  la  densité  p  pourra 
être  une  fonction  quelconque,  continue  ou  disconti- 
nue ,  de  la  quantité  (p  ;  quand  elle  sera  donnée  ,  on 
en  conclura  la  valeur  de  p  en  fonction  de  p ,  en  inté- 
2.  34 
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grant  la  formule  pdç ,  et  déterminant  la  constante  ar- 
bitraire d'après  la  grandeur  constante ,  et  aussi  don- 
née ,  de  la  pression  extérieure. 

Dans  le  cas  d'un  liquide  hétérogène  soumis  à  une 
force  centrale,  il  faudra,  pour  l'équilibre,  que  sa  masse 
soit  formée  de  couches  sphériques  et  concentriques , 
dont  la  densité  sera  la  même  dans  toute  l'étendue  de 
chacune  d'elles ,  et  pourra  varier  arbitrairement  d'une 
couche  à  une  autre.  De  même,  si  plusieurs  liquides 
pesans  sont  contenus  dans  un  vase ,  il  faudra ,  pour 
l'équilibre,  que  chaque  couche  horizontale  et  infini- 
ment mince  ne  contienne  qu'un  seul  liquide  ;  condi- 
dition  qui  sera  remplie,  si  la  surface  supérieure, 
qu'on  suppose  soumise  à  une  pression  constante,  et 
les  surfaces  de  séparation  de  deux  liquides  consécu- 
tifs, sont  toutes  planes  et  horizontales.  La  stabilité 
de  l'équilibre  exigera,  de  plus,  que  les  densités  des 
liquides  superposés  décroissent,  en  allant  du  liquide 
le  plus  bas  au  liquide  le  plus  élevé,  afin  que  le 
centre  de  gravité  de  ce  système  de  corps  pesans,  soit 
le  pl^s  bas  possible  (n**  548). 

587.  Dans  un  fluide  élastique,  la  densité  est  liée  à 
la  pression  (n''  58o) ,  et  ne  peut  plus  être  donnée  ar- 
bitrairement, comme  dans  un  fluide  incompressible 
et  hétérogène.  En  divisant  les  équations  dpz=zpd<p  et 
paÈ^kp  l'une  par  l'autre,  il  vient 

dp   d(p 


k-      (5) 


Si  la  température  est  partout  la  même ,  k  sera  une 
quantité  constante  j  et ,  en  intégrant ,  on  aura 
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p=^e'',     p  =  ^  e  ^  ,         (6) 


pour  expnmer  les  lois  de  la  pression  et  de  la  densité , 
dans  1  état  d'équilibre  du  fluide  ;  e  désignant  la  baso 
des  logarithmes  népériens  ,  et  m  étant  une  constante 
arbitraire ,  qui  exprimera  une  certaine  pression,  et  se 
déterminera  d  après  la  pression  qui  aura  lieu  en  un 
point  donné. 

Si  la  température  varie  d'un  point  à  un  autre ,  k 
variera  également;  mais  pour  que  Téquation  (5)  sub- 
siste, il  faudra  que  cette  quantité  soit  une  fonction 
de  <p y  qui  pourra  être  donnée  arbitrairement.  La 
température  devra  donc  être  aussi  une  fonction  de  cp; 
par  conséquent,  la  température  est  constante  dans 
toute  l'étendue  de  chaque  couche  de  niveau  d'un 
fluide  élastique  en  équilibre.  Cette  condition  étant 
remplie,  il  faudra  remplacer  les  équations  (6)  par 
celles-ci  : 


I    k  ^       I    k 


Abstraction  faite  de  la  force  centrifuge  et  de  la  non- 
sphéricité  de  la  terre,  la  pesanteur  des  molécules 
d'air  est  dirigée  vers  le  centre  de  la  terre,  et  les  cou- 
ches de  niveau  de  la  terre  sont  sphériques  et  concen- 
triques. Pour  que  l'atmosphère  demeurât  en  équi- 
libre, il  faudrait  donc  que  la  température  fut  partout 
la  même,  à  une  même  hauteur  au-dessus  de  la  sur- 
face de  la  terre ,  et  qu'elle  ne  variât  qu'avec  l'éléva- 
tion des  couches  concentriques.  Or,  il  n'en  est  pas 

34.. 


532  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

ainsi  ;  et  le  soleil  échauffe  inégalement  les  différens 
points  de  la  surface  de  la  terre  et  de  chaque  couche 
atmosphérique.  La  température  dépendant  de  la  la- 
titude, cette  circonstance  empêche  l'équilibre  d'a- 
voir lieu,  et  produit  des  vents  permanens,  que  l'on 
observe,  en  effet,  près  de  l'équateur.  Au  reste,  la 
condition  de  l'équilibre  des  couches  atmosphériques 
ne  pourrait  rien  nous  apprendre ,  relativement  à  la 
variation  de  la  température  dans  le  sens  vertical;  car 
réquation  (5)  a  lieu  «  quelle  que  soit  la  valeur  de  k 
en  fonction  de  (p,  et,  par  conséquent,  quelle  que  soit 
la  loi  de  cette  variation. 

Lorsque  la  masse  ABCD  est  composée  de  plusieurs 
gaz  de  nature  diverse ,  les  conditions  d'équilibre 
peuvent  être  remplies  de  deux  manières  différentes  : 
quand  ces  gaz  sont  parfaitement  mêlés  ensemble , 
de  sorte  qu'ils  forment  un  fluide  homogène  dans 
toutes  ses  parties;  et  quand  ils  sont,  au  contraire, 
disposés  en  couches  superposées,  dont  les  surfaces  de 
séparation  sont  toutes  des  surfaces  de  niveau.  Le 
premier  cas  a  lieu  dans  l'atmosphère  dont  la  compo- 
sition a  été  trouvée  la  même  à  toutes  les  hauteurs. 
Cet  état  d'un  mélange  parfait  est  celui  de  l'équilibre 
le  plus  stable  ;  et  quand  deux  gaz  différens  sont  su- 
perposés dans  un  vase  fermé  de  toutes  parts,  ils  fi- 
nissent, à  la  longue,  par  se  mêler  exactement,  à 
moins  qu'on  ne  parvienne  à  garantir  le  vase  qui  con- 
tient ces  fluides,  des  plus  petites  agitations. 

588.  Les  centres  des  forces  attractives  ou  répul- 
sives, qui  agissent  sur  chaque  point  M  de  la  masse 
fluide  ABCD,  peuvent  être  tous  les  autres  points  ma- 
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teriels  de  cette  niasse.  Dans  ce  cas,  les  composantes 
X ,  Y,  Z,  de  la  force  accélératrice  totale  du  point  M, 
se  composeront  d'une  infinité  de  termes  ;  ce  qui 
n  empêchera  pas  qu'elles  ne  soient  de  certaines  fonc- 
tions de  Xj  jTy  z^  communes  à  tous  les  points  des 
fluides,  en  supposant  que  la  loi  naturelle  de  l'action 
égale  et  contraire  à  la  réaction ,  ait  lieu  dans  leurs 
attractions  et  répulsions  mutuelles,  et  que  tous  ces 
points   soient  d'ailleurs  soumis  aux   mêmes   forces 


étrangères. 


Dans  la  nature,  ces  actions  mutuelles  sont  de  deux 
sortes  différentes  :  les  unes  varient  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance ,  et  les  intensités  des  autres 
sont  exprimées  par  des  fonctions  qui  décroissent  avec 
une  extrême  rapidité  et  n'ont  de  valeurs  sensibles 
que  pour  des  distances  insensibles.  On  calculera  les 
composantes  totales  X,  Y,  Z,  des  forces  de  la  pre- 
mière espèce,  en  partageant  la  masse  de  ABCD  en 
élémens  infiniment  petits  (n°  98) ,  et  faisant  ensuite , 
par  le  calcul  intégral,  les  sommes  des  attractions  ou 
répulsions  de  tous  ces  points,  suivant  chaque  direc- 
tion. Quant  aux  actions  de  la  seconde  espèce,  que 
l'on  appelle  proprement  les  forces  moléculaires,  et 
qui  sont  attractives  ou  répulsives,  selon  que  l'attrac- 
tion de  la  matière  pondérable  est  plus  grande  ou  plus 
petite  que  la  répulsion  calorifique,  on  ne  devra  pas 
en  tenir  compte  dans  le  calcul  des  forces  X ,  Y,  Z , 
relatives  à  un  point  intérieur  M;  car  ce  sont  précisé-^ 
ment  ces  forces  moléculaires  qui  produisent  la  pres- 
sion/?, égale  en  tous  sens  autour  de  M,  à  laquelle  on 
a  déjà  eu  égard  en  formant  les  équations  d'équilibre. 
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Il  résulte  de  cette  dernière  considération ,  que  les 
équations  (2)  auxquelles  on  est  parvenu ,  sont  les  con- 
ditions d'équilibre,  nécessaires  et  suffisantes ^  de 
toutes  les  forces,  y  compris  les  actions  moléculaires, 
qui  agissent  sur  un  élément  quelconque  dm  de  la 
masse  fluide  ;  en  sorte  que  l'équilibre  a  lieu ,  certai- 
nement, quand  il  existe  une  valeur  de  p  qui  satisfait 
à  ces  équations  pour  tous  les  points  du  fluide ,  qui 
coïncide  avec  la  valeur  donnée  directement  de  la 
pression  à  la  surface  libre ,  et  qui  ne  devient  négative 
en  aucun  point ,  afin  que  les  parties  du  fluide  restent 
contiguës. 

Si  la  loi  des  forces  moléculaires,  en  fonction  de  la 
distance,  était  donnée,  et  qu'on  pût  déduire  de  ces 
forces  l'expression  de  la  quantité  p  en  fonction  de 
l'intervalle  moyen  des  molécules  (n°  98) ,  on  substi- 
tuerait cette  expression  dans  les  éqwations  (2)  ;  l'une 
d'elles  déterminerait  la  grandeur  de  cet  intervalle, 
qui  a  lieu ,  dans  l'état  d'équilibre,  autour  du  point  M; 
et  les  deux  autres  exprimeraient  les  conditions  de 
cet  équilibre.  La  valeur  numérique  de  p  résulte-^ 
rait  ensuite  de  celle  de  Tintervalle  moyen ,  ou  de 
la  valeur  correspondante  de  la  densité;  et  j'ai  ex- 
pliqué ,  dans  le  mémoire  cité  précédemment  (n*  576), 
comment  cette  pression  p  peut  varier,  dans  de  très 
grands  rapports,  pour  les  très  petites  variations  de 
la  densité  qu'on  observe  dans  les  liquides.  Mais  la 
détermination  directe  de  la  pression  p  étant  impos- 
sible ,  on  est  obligé  de  déduire  sa  valeur  des  con- 
ditions mêmes  de  l'équilibre ,  ou  de  la  formule  (5) , 
qui  en  est  la  conséquence. 
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Lorsque  le  point  M  est  situé  à  la  surface  du 
fluide ,  ou  qu'il  n'en  est  éloigné  que  d'une  distance 
moindre  que  le  rayon  d'activité  des  forces  molécu- 
laires, on  doit  avoir  égard  à  ces  forces  et  à  la  va- 
riation rapide  de  la  densité  superficielle ,  dans  le 
calcul  des  composantes  X,  Y,  Z,  et,  par  suite,  de 
la  valeur  de  />,  déduite  de  la  formule  (3).  Il  en 
résulte  une  influence  des  forces  moléculaires  sur  la 
figure  du  liquide  en  équilibre,  qui  n'est  pas  sensi- 
ble, en  général,  et  qui  ne  le  devient  que  dans  les 
espaces  capillaires.  On  n  j  aura  point  égard  dans  ce 
Traité;  et,  pour  tout  ce  qui  concerne  les  phéno- 
mènes de  la  capillarité ,  je  renverrai  à  la  Nouvelle 
théorie  de  V Action  capillaire ^  que  j'ai  publiée  il  y 
a  deux  ans. 

589.  Si  un  liquide  homogène  ou  hétérogène 
tourne  uniformément  autour  d'un  axe  fixe ,  les  for- 
mules précédentes  feront  connaître  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'il  conserve  une  fi- 
gure permanente,  et  se  meuve  comme  un  corps  so- 
lide. Il  suffira  pour  cela,  de  joindre  aux  composantes 
X,  Y,  Z,  celles  de  la  force  centrifuge  qui  résulte 
de  cette  rotation. 

Prenons  alors  l'axe  de  rotation  pour  celui  des  z. 
Soit  r  la  distance  du  point  quelconque  M  à  cette 
droite ,  de  sorte  qu'on  ait 

Appelons  a  la  vitesse  angulaire  constante  et  com- 
mune à  tous  les  points  du  fluide;  ra  sera  la  vitesse 
absolue  du  point  M;  et  comme  il  décrira  un  cercle 
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dont  le  rayon  est  r,  la  force  centrifuge  aura  rct*  pour 
valeur  (n°  174)-  Cette  force  étant  dirigée  suivant  le 
prolongement  de  r,  on  obtiendra  ses  composantes 
parallèles  aux  axes  des  ûc  et  des  j  en  la  multipliant 

par  -  et -;  ce  qui  donne  occl"  et  jct^  ^  qu'il  faudra 

ajouter  aux  forces  X  et  Y;  et  comme  la  force  Z  ne 
changera  pas,  là  formule  (5)  deviendra 

dp  =  f  (%.djc  +  Ydj  +  Zdz + aJ^xdx  +  ctydj) .     (a) 

La  quantité  comprise  entre  les  parenthèses  sera 
encore  une  différentielle  exacte,  savoir,  la  différen- 
tielle de  la  fonction  ^  du  n°  SSQ^  augmentée  de 
^cl\oc''  +  J"*),  ou  de  Y  ^^r^'  Par  conséquent,  la  forme 
permanente  sera  possible;  et  si  la  surface  libre  du 
liquide  éprouve  une  pression  constante  dans  toute 
son  étendue ^  Féquation  commune  à  cette  suiface  et 
à  toutes  les  surfaces  de  niveau  sera 

^dx  +  Ydj  -1-  Zdz  -I-  a*  (xdx  +  jdj)  ==_  o.    (h) 

Dans  le  cas  d'un  liquide  homogène ,  il  suffira  que 
la  surface  libre  soit  déterminée  par  l'intégrale  de  cette 
équation  différentielle,  dont  on  déterminera  la  cons- 
tante arbitraire ,  d après  le  volume  entier  du  liquide, 
comme  on  le  verra  tout  à  l'heure  par  un  exemple. 
Dans  le  cas  d'un  liquide  hétérogène,  il  faudra,  de 
plus,  qu'il  se  compose  de  couches  homogènes,  dont 
les  figures  seront  aussi  déterminées  par  l'intégrale  de 
cette  même  équation,  et  qui  ne  différeront  de  la 
figure  extérieure,  que  par  les  valeurs  de  la  cons- 
tante arbitraire. 
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590.  Appliquons  l'équation  (b)  au  cas  d  un  liquide 

homogène,  soumis  à  la  pesanteur,  tournant  autour 

d'un  axe  vertical ,  et  contenu  dans  un  vase  ouvert  à 

sa  partie  supérieure. 

En  appelant  g  la  gravité ,  et  comptant  les  z  posi- 
tives dans  le  sens  contraire  à  cette  force,  nous  au- 
rons 

X  =  o,    Y  =  o,     Z  =  -  g. 

L'équation  (b)  deviendra  donc 

gdz  =  a*  (xdjc  4-  jdj)  ; 

d'où  Fou  tire  en  intégrant ,  et  désignant  par  c  la  cons- 
tante arbitraire 

^  =  ~(^'  +rj  +  ^; 

ce  qui  montre  que  la  figure  libi^e  du  liquide  sera 
celle  d'un  paraboloïde  de  révolution  dont  l'axe  sera 
celui  de  la  rotation. 

Pour  déterminer  la  constante  c,  supposons  que 
le  vase  soit  un  cylindre  vertical  à  base  circulaire, 
dont  Taxe  de  figure  soit  Taxe  des  z  ou  de  rotation. 
Appelons  a  son  rayon ,  et  ^  la  hauteur  due  à  la  vi- 
tesse absolue  aoL  de  la  surface,  de  sorte  qu'on  ait 

a*oL*  =  2ghf  et  par  conséquent  z=i=-^+c.   Soit 

aussi  b  la  hauteur  de  l'eau  avant  le  mouvement;  yra^b 
sera  le  volume  du  liquide  qui  ne  changera  pas  pen- 
dant la  rotation;  or,  en  divisant  le  paraboloïde  en 
couches  cylindriques  et  infiniment  minces,  qui  aient 
pour. axe  commun  celui  des  z,  on  aura  27rrdr  pour 
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la  base ,  et  27rzrdr  pour  le  volume  de  la  couche  dont 
le  rayon  est  r  et  l'épaisseur  dr;  ce  volume  total  s'ob- 
tiendra donc  en  intégrant  nirzrdr  y  depuis  r  =  o  jus- 
qu'à r=a;  d'où  Ton  conclut 


a^b  =  2  I     zrdr. 


En  substituant  pour  r  sa  valeur  et  effectuant  Imtë- 
gration ,  on  en  déduit 

C      =      b      —      \hy 

pour  la  valeur  de  ^. 

L'équation  de  la  surface  supérieure  du  liquide  sera 
donc 

La  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  de  z  qui 
répondent  à  r  =  o  et  r  =  a,  seront  b —  \h  et 
b^^h;  en  sorte  que  l'abaissement  du  liquide  danst 
l'axe  et  son  élévation  à  la  circonférence ,  qui  résul- 
teront de  la  rotation ,  seront  les  mêmes ,  et  auront 
pour  valeur  la  moitié  de  la  hauteur  due  à  la  vitesse  de 
la  circonférence. 

5g i.  Quand  les  forces  dont  X^  Y,  Z,  sont  les 
composantes,  proviennent  des  attractions  de  tous  les 
points  du  liquide ,  en  raison  inverse  du  carré  des  dis- 
tances ,  ou  suivant  d'autres  lois ,  les  valeurs  totales 
de  X ,  Y,  Z,  dépendent ,  en  général,  de  la  forme  du 
liquide  et  de  ses  couches  de  niveau;  et,  réciproque- 
ment, cette  forme  dépend  des  valeurs  de  ces  compo- 
santes. Cette  dépendance  mutuelle  des  attractions  du 
fluide  et  de  sa  JSgure ,  rend  la  détermination  de  celle- 
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ci  très  difficile  au  moyen  de  1  équation  {b).  Lors 
même  que  le  liquide  est  homogène,  on  n  est  parvenu 
a  résoudre  ce  problème ,  dans  le  cas  ordinaire  de  Tat- 
traclion  en  raison  inverse  du  carré  des  distances, 
qu'en  supposant  la  force  centrifuge  peu  considérable, 
de  manière  que  le  fluide  s'écarte  peu  de  la  forme 
sphérique  qu'il  pourrait  prendre  si  cette  force  était 
tout-à-fait  nulle,  c'est-à-dire,  si  le  fluide  était  en 
repos.  On  démontre  alors ,  par  une  analyse  fondée 
sur  la  considération  des  séries,  et  qui  ne  peut  pas 
trouver  place  ici,  que  la  figure  du  fluide  est  néces- 
sairement celle  d'un  ellipsoïde  de  révolution ,  dont 
on  détermine  l'aplatissement,  d'après  la  grandeur 
de  la  force  centrifuge  à  l'équateur,  comparée  à  l'at- 
traction du  fluide  au  même  point. 

Mais,  il  est  facile  de  vérifier  que  la  figure  ellipti- 
que satisfait  toujours  à  l'équation  (b) ,  lorsque  la 
vitesse  a  ne  dépasse  pas  une  certaine  limite,  et  qu'il 
y  a  alors  deux  ellipsoïdes  de  révolution  qui  répon- 
dent à  une  même  valeur  de  cette  vitesse  de  rotation. 
Supposons,  en  effet,  que  la  surface  du  fluide,  dans  son 
état  permanent,  a  pour  équation 

qui  est  celle  d'un  ellipsoïde  de  révolution ,  dont  l'axe 
de  figure  et  le  diamètre  de  l'équateur  ont  2c  et 
2C  Vi  +>*  pour  longueurs.  Appelons  X,  Y,  Z,  les 
composantes  de  la  force  accélératrice  provenant  de 
l'attraction  totale  de  ce  corps  sur  le  point  de  sa  sur- 
face qui  répond  à  Jc ,  j ,  2,  et  dirigées  suivant  les 
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prolongemens  de  ces  coordonnées,  c'est-à-dire,  eu 
sens  contraire  des  composantes  dont  on  a  donné  les 
expressions  dans  le  n°  io6.  En  changeant  les  signes' 
de  ces  expressions,  et  observant  que  |7rpc^(i  -{-y'') 
est  la  masse  de  l'ellipsoïde ,  nous  aurons 

X   =  ^  [>  -(I  +y)  arc  (tang  =  >)] , 

Y    =  ^  [>  -  (1  +>•)  arc  (tang  =  >)]  , 

Z    =  ^-^^^^^^±^  [arc  (tang  =  >)  -  7]  ; 

y  étant,  comme  dans  le  n°  cité,  l'intensité  de  l'at- 
traction à  l'unité  de  distance,  et  entre  des  masses 
dont  chacune  est  égale  à  l'unité.  Il  s'agira  donc  de 
prouver  que  ces  valeurs,  jointes  à  l'équation  (c),  sa- 
tisfont à  l'équation  (b).  Or,  en  les  substituant  dans 
cette  équation,  multipliant  tous  ses  termes  par  7^, 
ce  qui  suppose  que  y  ne  soit  pas  zéro,  et  faisant 
pour  abréger 


4-/p        ^ 
il  vient 

[ï  >  —  T  (  I  +  >')  arc  (tang  =  >)  +  ey']  {ocdx  +jdj) 
+  (i  +  >')  [arc  (tang  =  y)—y'\  zdz  =  o  ; 

en  différentiant  l'équation  (c),  on  a 

xdx  -j-  jrdj  +  (  I  +  y"")  zdz  =  o  ; 

et,  pour  que  cette  équation  différentielle  coïncide 
avec  la  précédente,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  qu'on 
ait 
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^>— î(i+>*)a^'c(taiig=>)+^y=arc(tang=>)— ^, 

ou  bien  en  réduisant 


"3 


y 


arc(tang  =:  y)  =z  o;       (d) 


en  sorte  qu'il  ne  restera  plus  qu'à  s'assurer  si  cette 
équation  a  des  racines  réelles ,  et  à  en  déterminer  le 
nombre. 

Pour  cela,  je  représente  par  Q  son  premier  mem- 
bre ,  et  je  suppose  que  l'on  trace  la  courbe  dont  y  eXQ 
sont  l'abscisse  et  l'ordonnée  courantes  :  cette  courbe 
coupera  l'axe  des  abscisses  à  l'origine  ;  mais  la  racine 
^  =  o  est  étrangère  à  la  question ,  tant  que  la  vitesse  a, 
et  par  suite  e  n'est  pas  zéro.  Les  autres  racines  de  l'é- 
quation (d)  sont  deux  à  deux  égales  et  de  signes 
contraires;  mais  il  suffira  de  considérer  ses  racines 
positives,  par  exemple,  attendu  que  l'équation  [c)  ne 
contient  que  le  carré  de  y. 

Cela  étant,  si  l'on  égale  à  zéro  la  différentielle  de  èy 
on  trouve 

€/  +  2(5g  —   i)>*  +  96  =  G,  (e) 

pour  déterminer  les  abscisses  correspondantes  aux 
niaœima  et  aux  minima  de  cette  ordonnée.  Or,  cette 
équation  étant  du  second  degré  par  rapport  à  }.*,  il 
s'ensuit  qu'il  ne  peut  exister  qu'un  maximum  et  un 
minimum  de  chaque  côté  de  l'origine  des  abscisses; 
d'où  l'on  conclut  d'abord  que  la  courbe  ne  pourra 
couper  qu'en  deux  points  l'axe  des  abscisses  positives, 
au-delà  de  cette  origine  ;  en  sorte  qu'il  existera ,  au 
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plus,  deux  racines  réelles  et  positives  de  l'ëquation  (d). 
Observons  en  outre,  que  si  les  équations  (d)  et  (e)  ont 
lieu  pour  une  même  valeur  de  y^  la  courbe  touchera 
l'axe  des  abscisses  en  un  point  qui  répondra  à  une 
racine  double  de  Féquation  (d).  Or,  on  tire  de  l'é- 
quation (e). 


"~  (i4->^)(9H->^)' 
en  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (d),  il  vient 

équation  qui  ne  peut  avoir  qu'une  seule  racine  posi- 
tive, outre  ^  ==  o.  Cette  racine  existe  effective- 
ment; et  par  des  essais,  on  trouve  pour  sa  valeur 
approchée 

y  z==  2,5295. 

La  valeur  correspondante  de  e  est 
6  z=  0,1 125; 

d'où  nous  pouvons  conclure  que  pour  des  valeurs  de 
è  plus  petites  que  cette  fraction ,  il  y  a  deux  inter- 
sections distinctes  de  l'axe  des  abscisses  positives,  et 
deux  racines  inégales  de  l'équation  (d);  que  pour 
cette  valeur  de  g,  ces  intersections  se  changent  en  un 
contact,  et  les  deux  racines  deviennent  égales;  et 
qu'enfin,  pour  des  valeurs  plus  grandes  de  6,  les  in- 
tersections n'ont  plus  lieu,  non  plus  que  les  racines 
réelles  de  l'équation  (d),  11  est  certain  que  ces  raci- 
nes répondent  aux  moindres  valeurs  de  e,  et  non 
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pas  aux  plus  grandes;  car  pour  g  =  co  ,  rë<|uation  (d) 
n'a  aucune  racine  JifFérente  de  zéro;  et,  au  con- 
traire, quand  6  est  une  très  petite  fraction,  on  dé- 
termine aisément  les  deux  racines  réelles  de  cette 
équation. 

Lorsqu'on  aura  déterminé,  au  moyen  de  l'équa- 
tion [d)  y  les  deux  valeurs  approchées  de  y  qui  répon- 
dent à  une  valeur  donnée  de  6  moindre  que  la  frac- 
tion précédente,  les  valeurs  précédentes  deX,  Y,  Z, 
feront  connaître  l'attraction  du  fluide  en  un  point 
quelconque  de  son  intérieur  ou  de  sa  surface ,  et  on 
déduira  les  valeurs  de  c,  du  volume  aussi  donné  du 
liquide.  Quand  la  valeur  de  g  surpassera  cette  frac- 
tion ,  on  ne  sera  pas  en  droit  d'en  conclure  que  la 
figure  permanente  du  liquide  soit  impossible ,  mais 
seulement  qu'elle  ne  peut  pas  être  un  ellipsoïde  de 
révolution  ;  car  si  Ton  excepte  le  cas  où  l'on  suppose 
cette  figure  très  peu  différente  d'une  sphère,  on  n'a 
point  encore  démontré  que  la  figure  elliptique  de 
révolution  soit  la  seule  qui  convienne  à  l'équilibre 
des  forces  centrifuges  et  des  actions  mutuelles  des 
molécules:  on  n'a  même  pas  prouvé  que  la  sphère 
soit  la  seule  figure  que  puisse  prendre  une  masse 
fluide  en  repos,  dont  les  molécules  s'attirent  mu- 
tuellement, quelque  naturel  que  cela  paraisse. 

592.  Si  la  quantité  g  est  une  très  petite  fraci:ion , 
on  satisfait  à  l'équation  {d)  en  prenant  pour  ^  une 
quantité  très  petite.  On  a  alors 

arc(tang  ==  y)  =  y  ^  ^y^  +  etc.. 


3  4-  y^  3  9 


+  etc. 
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et  en  isubstituant  ces  valeurs  dans  Tëquation  (d)^  sup- 
primant le  facteur  y ,  commun  à  tous  les  termes ,  et 
négligeant  ensuite  les  puissances  de  y  supérieures  à 
la  première,  on  trouve 

ce  qui  répond  à  un  ellipsoïde  très  peu  aplati.  L'apla- 
tissement sera  à  peu  près  Y  >*>  Puisque  les  deux 
demi-axes  soût  cet  c  \/i  +  >*-  On  pourra  prendre 
a^c  pour  la  force  centrifuge  à  l'équateur,  et  f'TT/pc 
pour  l'attraction  en  un  point  de  la  surface  ;  ce  qui  se- 
rait les  valeurs  exactes  de  ces  deux  forces ,  si  le  corps 
était  exactement  sphérique.  Le  rapport  de  la  première 
à  la  seconde  est  égal  à  5é;  par  conséquent,  lorsqu'un 
fluide  homogène  tourne  autour  d'un  axe  fixe,  et  s'é- 
carte très  peu  de  la  figure  sphérique,  son  aplatisse- 
ment est  égal  à  cinq  fois  la  force  centrifuge  à  l'équa- 
tion divisée  par  quatre  fois  l'attraction  à  la  surface.  On 
démontre  aussi  que  si  le  fluide  est  composé  de  cou- 
ches très  peu  aplaties,  dont  les  densités  décroissent 
du  centre  à  la  surface ,  l'aplatissement  sera  toujours 
plus  petit  qu»e  dans  le  cas  de  l'homogénéité,  et  ce- 
pendant plus  grand  que  les  deux  cinquièmes  de 
celui. qui  répond  à  ce  cas. 

Dans  le  mouvement  de  rotation  de  la  terre ,  le 
rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur,  ou  à 
l'attraction  terrestre ,  est  environ  -^  (n°  177)  à  l'é- 
quateur. Si  la  terre  était  une  masse  fluide  homogène, 
son  aplatissement  serait  donc  -^y  dont  les  deux 
cinquièmes  sont   5J0;  sa  valeur  -^,  qui  résulte  de 
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robservation,  est  comprise  entre  ces  deux  limites, 
comme  dans  le  cas  d'une  masse  fluide  dont  la  densité 
décroît  du  centre  à  la  surface. 
En  faisant 


=  c,      Vx*  +  j*  =  c  \/t  +  y\ 


dans  les  valeurs  de  Z  et  \/X'  + Y*,  et  développant 
ensuite  suivant  les  puissances  de  ^ ,  on  trouve 

Z=_Mf(,+iz:+etc.), 
\/XH^  Yï=  -  ^^(i  +^+  etc.) , 

pour  les  attractions  qui  ont  lieu  aux  pôles  et  à  Téqua- 
teur.  J'ajoute  à  la  seconde  la  force  centrifuge  a*c, 
dont  la  valeur  est  l^fir^c^,  ou  le  produit  de  f  ttJ^c  et 

de  — ,  d'après  ce  qui  précède  ;  il  vient 
VXwnr-  +  «V  =  _  4ff  (,  _  2^  +  etc.) , 

pour  la  pesanteur  à  i'équateur.  En  en  retranchant  la 
pesanteur  Z  au  pôle,  et  divisant  par  celle-ci ,  on  a 


j/X'^  +  Y'  +  ^^c— Z_ 


Z 


W  —  etc.  ; 


2 


en  sorte  qu'en  négligeant  le  carré  de  y"" ,  ce  rapport 

est  égal    à  l'aplatissement  -}/*,  et  par  conséquent, 

la  somme  de  ces  deux  quantités  a  pour  valeur  cinq 
fois  la  force  centrifuge  divisée  par  le  double  de  la 
2.  35 
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pesanteur  à  l'équateur,  conformément  au  théorème 

cité  dans  le  ii**  igS. 

Dans  ce  même  cas  d'une  très  petite  valeur  de  e,  on 
satisfait  encore  à  l'équation  [d)  au  moyen  d  une  très 
grande  valeur  de  >^.  On  a  identiquement 

arc  (tang  =  ^)  =  ^tT  —  arc  ftang  =  -j  ; 

pour  une  semblable  valeur  de  y  ^  on  aura  donc ,  en 
série  convergente, 

arc(tang  =  >)=^'7r  — J+^^3— ^:^5  +  etc.; 

gn  a  de  même 

=  r-.  —  71  +  etc*; 


y^^3         y         y^ 

et  en  substituant  ces  développemens  dans  lequa- 
tion  {d),  on  en  déduira  ensuite  une  valeur  de  y  or- 
donnée suivant  les  puissances  croissantes  de  e,  sa- 
voir, 

qui  sera  la  seconde  racine  réelle  de  cette  équation. 

Pour  de  plus  grands  détails  sur  cette  importante 
théorie  et  sur  son  application  à  la  figure  de  la  terre  ^ 
je  renverrai  aux  tomes  II  et  V  de  la  Mécanique 
céleste. 

595.  Il  y  a  une  différence  essentielle  entre  les  sur- 
faces de  niveau ,  tracées  dans  l'intérieur  d'un  liquide 
soumis  à  l'action  mutuelle  de  tous  ses  points,  et 
celles  qui  sont  décrites  dans  un  fluide  dont  les  points 
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ne  sont  sollicités  que  par  des  forces  étrangères  ^ 
c'est-à-dire,  par  des  attractions  ou  répulsions  qui 
émanent  de  centres  fixes,  et  sont  fonctions  des  dis- 
tances à  ces  centres.  Supposons  que  ABCD  (fig.  5 7) 
soit  la  surface  libre  d'un  liquide  en  repos ,  ou  tour- 
nant, pour  plus  de  généralité,  autour  dun  axe  fixe. 
Soit  EFGH  une  surface  de  niveau  tracée  dans  son  in- 
térieur; et  appelons  R  la  résultante  de  toutes  les 
forces  qui  agissent  au  point  quelconque  M  de  cette 
surface.  Dans  les  deux  cas  qu'on  vient  de  distinguer^ 
cette  force  sera  dirigée  suivant  la  normale  NMP  en 
ce  point;  or,  dans  le  second  cas,  sa  grandeur  et  sa 
direction  ne  dépendant  d'aucune  action  des  points  du 
fluide ,  elle  restera  encore  perpendiculaire  à  la  sur- 
face EFGH ,  si  l'on  enlève  la  couche  du  liquide  com- 
prise entre  EFGH  et  ABCD;  de  sorte  qu'après  cette 
soustraction ,  le  liquide  terminé  par  EFGH  demeu- 
rera encore  en  équilibre  :  mais  dans  le  cas  des  actions 
mutuelles  des  points  du  système ,  la  force  R  dépens 
dra  de  l'action  de  ce  liquide  intérieur  et  de  celle  de 
la  couche  extérieure  ;  elle  changera,  en  général,  de 
grandeur  et  de  direction,  lorsqu'on  supprimera  la 
couche  comprise  entre  ABCD  et  EFGH,  et  l'équilibre 
du  liquide  terminé  par  EFGH  n^aura  plus  lieu.  Pour 
qu'il  se  rétablisse,  il  faudra  que  la  surface  EFGH 
change ,  et  devienne  perpendiculaire ,  en  chaque 
point  M  ,  à  la  seule  partie  de  la  force  R  qui  sub- 
sistera. 

L'action  de  la  couche  extérieure,  comprise  entre 
ABCD  et  EFGH,  sera  nulle  sur  tous  les  points  du 
fluide  intérieur  et  de  la  surface  EFGH,  lorsque  la 

35.. 
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masse  entière  du  fluide  sera  homogène,  quelle  s'ë- 
cartera  peu  de  la  figure  spbërique ,  et  que  ses  points 
ne  seront  soUicitès  que  par  leurs  attractions  mutuelles 
en  raison  inverse  du  carré  des  distances,  et  par  la 
force  centrifuge.  En  etTet,  toutes  les  surfaces  de  ni- 
veau sont  alors  des  ellipsoïdes  semblables,  et,  consé- 
quemment ,  la  couche  comprise  entre  deux  de  ces  sur- 
faces ABCD  et  EFGH ,  n'exerce  aucune  action  sur  les 
points  situés  dans  l'espace  inte'rieur  (n°  io5).  Mais 
cette  nullité  de  l'action  d'une  couche  terminée  par 
deux  surfaces  de  niveau,  sur  le  fluide  intérieur,  n'est 
pas  une  condition  de  l'équilibre  des  fluides;  les  forces 
étant  toujours  celles  qu'on  vient  de  supposer,  elle  n'a 
plus  lieu,  par  exemple,  lorsque  le  liquide  est  hété- 
rogène ;  ce  qui  rend  dissemblables  les  surfaces  de  ni- 
veau, qui  sont  encore  elliptiques,  et  telles  que  l'el- 
lipticité  de  la  surface  quelconque  EFGH  dépend  de 
l'épaisseur  et  de  la  constitution  de  la  couche  exté- 
rieure (*). 

Dans  le  cas  particulier  de  l'homogénéité ,  on  peut 
enlever  ou  rétablir  à  volonté  la  couche  elliptique  com- 
prise entre  ABCD  et  EFGH ,  sans  troubler  l'équilibre 
ni  changer  la  forme  du  fluide  intérieur,  en  supposant 
que  la  vitesse  de  rotation  soit  toujours  la  même.  Mais 
il  y  a  aussi  d'autres  couches  qu'on  peut  ajouter  au 
fluide  terminé  par  EFGH ,  et  qui  ne  troublent  pas 
son  équilibre,  quoique  leur  attraction  ne  soit  pas 
nulle  sur  les  points  de  ce  liquide.  Il  est  évident  que  la 


C^)   Mécanique  céleste,  tome  II,  pages  85  et  suivantes. 
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surface  exlérieure  de  la  couche  additive  peut  être  ua 
ellipsoïde  semblable  à  EFGH ,  et  ayant  pour  centre 
un  point  de  Taxe  de  rotation  différent  du  point  G.  La 
surface  extérieure  de  cette  couche  peut  aussi  avoir 
ce  point  pour  centre,  et  être  un  ellipsoïde  dont  lapîa- 
tîssement  soit  différent  de  celui  de  la  surface  inté- 
rieure. Pour  le  faire  voir,  soient  ABCD  et  A^B'C'D' 
(fîg.  58)  les  deux  ellipsoïdes  différens  qui  satisfont  à 
la  condition  d'équilibre  d'un  même  fluide  homogène, 
tournant  autour  d'un  axe  fixe  avec  une  vitesse  angu- 
laire donnée  (n°  Sgi)  ;  soient  aussi  EFGH  et  ET^G'H^ 
deux  surfaces  de  niveau ,  tracées  dans  l'intérieur  de 
ces  ellipsoïdes,  semblables  aux  surfaces  extérieures, 
ayant  le  même  centre  0  que  celles-ci,  et  se  cou- 
pant au  point  M  :  sans  troubler  l'équilibre  du  li- 
quide terminé  par  EFGH,  on  y  pourra  ajouter  la 
couche  comprise  entre  les  deux  surfaces  EFGH  et 
A'B'C'D',  dissemblables  et  concentriques.  On  remar- 
quera que  non -seulement  l'action  de  cette  couche 
additive  sur  les  points  du  liquide  intérieur  et  de  la 
surface  EFGH ,  n'est  pas  nulle ,  mais  que  cette  ac- 
tion sur  chaque  point  de  la  surface  n'est  pas  diri- 
gée suivant  la  normale.  Ainsi,  au  point  M,  l'ac- 
tion de  la  couche  comprise  entre  les  surfaces  EFGH 
et  A'B'C'D',  n'est  pas  dirigée  suivant  la  normale  NMP 
à  la  première  surface  ;  car  déjà  Faction  du  liquide 
intérieur,  terminé  par  cette  surface,  est  dirigée  sui- 
vant NMP  ;  et  si  l'action  de  la  couche  additive  avait 
aussi  cette  direction ,  l'action  de  la  masse  totale , 
terminée  par  la  surface  A'B'C'D',  serait  encore  di- 
rigée suivant  cette  normale  j  tandis  qu'elle  doit  l'être 
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suivant  la  normale  N'MP'  à  l'autre  surface  de  ni-^ 

veau  ET'G'H'. 

Quelles  que  soient  les  forces  qui  agissent  sur  un 
fluide  homogène  ou  hétérogène  tournant  autour 
d'un  axe  Gxe ,  on  ne  doit  pas  perdre  de  vue  que 
la  seule  condition  d'équilibre  est  l'existence  d'une 
quantité  p  qui  satisfasse  à  l'équation  (a) ,  et  qui  soit 
nulle  ou  constante  à  la  surface  libre  du  liquide. 
Toute  autre  condition  qu'on  y  voudrait  ajouter  est 
{déjà  comprise  dans  celle-là ,  ou  ne  se  vérifiera  pas, 
594.  Parmi  les  différentes  lois  d'attraction ,  il  y 
en  a  une  qui  n'est  pas  celle  de  la  nature,  mais  qui 
jouit  d'une  propriété  remarquable.  Cette  loi  est  celle 
d'une  action  mutuelle  en  raison  directe  de  la  dis- 
tance, et  la  propriété  dont  il  s'agit  consiste  en  ce 
que  la  résultante  des  actions  de  tous  les  points  d'un 
corps,  sur  un  point  quelconque,  est  indépendante 
de  la  forme  et  de  la  constitution  de  ce  corps,  ho^ 
mogène  ou  hétérogène ,  et  la  même  que  si  la  masse 
entière  était  réunie  à  son  centre  de  gravité. 

En  effet ,  soient  x  ^  y ,  z,  les  coordonnées  du 
point  attiré ,  x' ^  f  y  z',  celles  d'un  point  attirant , 
f£  la  masse  de  ce  second  point  matériel ,  u  la  dis- 
tance des  deux  points,  kjxu  là  force  accélératrice 
dirigée  du  premier  point  vers  le  second  i  h  étant 
un  coefficient  constant.  Les  composantes  de  cette 
force  suivant  des  parallèles  aux  axes  des  coordon-^ 
nées ,  menées  par  le  point  attiré ,  seront  k jj.{x^  —  x^ ^ 
j^jji^  ^  y'  —  J")?  ^A*  (^' —  ^)  y-  puisque  les  cosinus  des 
angles  que  fait  sa  direction  avec  ces  droites  sont 
les  différences  x'  ^ —  ^  ^  J^  "^  J  7   ?'  "-  ^  ^  divisées 
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par  u.  Par  conséquent ,  si  l'on  appelle  X ,  Y ,  Z , 
les  composantes  totales  de  la  force  accélératrice  du 
point  attiré,  on  aura 

X  =  kl^fi^x^  —  kx^jXy 
Y  =  k^i^f  —  kj^i^^ 
Z  =  k^(JLZ^   —  kz^^; 

les  sommes  2  s'étendant  à  tous  les  points  du  corps 
attirant.  Or,  si  Ton  appelle  m  la  masse  entière  de 
ce  corps ,  et  ^, ,  ^, ,  z, ,  les  trois  coordonnées  de 
son  centre  de  gravité,  on  aura 

2f6  z=.  m  y 

^fjLx'  =  inx^ , 

2f*y  =  7wj., 

2  fJLz'  =  mZi  ', 

il  en  résultera  donc 

X  =  km(œ^  —  x) , 
Y  =  ^77z(j,  — jr), 
Z  =  km{z^  —  z)} 

équations  qui  renferment  évidemment  la  proposition 
qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

En  substituant  ces  valeurs  de  X,  Y,  Z,  dans  l'é- 

quation  (Z>),  et  faisant,  pour  abréger,  7^  =  6^   il 

vient 

(jp,.  —  x)  dx  -f  (  j,  —  j)  rfr  +  (^.  —  ^)  dz 

^é{xdx-tjdr)z=:oy 
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d'où  l'on  tire ,  en  intégrant  et  désignant  par  c  la 

constante  arbitraire , 

(x — ^,)*+ (  r  —  jO* + (^ — ^r)*— ^-^^  +  j*)  =  ^• 

Cette  équation  sera  celle  des  surfaces  de  niveau 
dans  un  liquide  tournant  autour  de  l'axe  des  z, 
dont  les  points  s'attirent  en  raison  directe  de  la  dis- 
tance ;  elle  fait  voir  que  toutes  ces  surfaces  seront 
concentriques  et  du  second  degré.  De  plus ,  si  Ton 
transporte  l'origine  des  coordonnées  à  leur  centre 
commun ,  c'est-à-dire,  au  centre  de  gravité  du  fluide, 
les  premières  puissances  des  coordonnées  courantes 
devront  disparaître;  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  à 
moins  qu'on  n'ait  a:»  =  o ,  j^',  =  o ,  z,  =  o.  L'équa- 
tion précédente  se  réduit  donc  à 

par  conséquent,  les  surfaces  de  niveau  sont  des  ellip- 
soïdes ou  des  hyperboloïdes  de  révolution,  selon 
qu'on  a  6  <  I  ou  6  >  I  ;  et ,  dans  les  deux  cas ,  elles 
ont  toutes  le  même  axe  de  figure,  qui  est  l'axe 
de  rotation. 

Le  volume  du  liquide  étant  donné,  l'hyperboloïde 
n'est  possible  que  quand  le  fluide  est  contenu  dans 
un  vase ,  et  alors  l'équation  {f)  s'applique  seulement 
à  la  partie  libre  de  sa  surface.  Lors  donc  qu'on  a 
6>  I,  la  figure  permanente  d'un  liquide  libre  de 
toutes  parts  est  impossible ,  dans  le  cas  des  forces  que 
nous  considérons.  Si  l'on  a  6  <  i ,  toutes  les  surfaces 
de  niveau  sont  des  ellipsoïdes  qui  diffèrent  par  les 


HYDROSTATIQUE.  553 

valeurs  de  c.  Pour  déterminer  la  valeur  de  celte 
quantité  qui  répond  à  la  surface  extérieure,  on  éga- 
lera le  volume  de  l'ellipsoïde ,  dont  l'expression  est 

JV^  ^  ^^  volume  donné  du  liquide.  Il  est  remar- 
3(1  — e)'  ^ 

quable  que ,  dans  cet  exemple ,  la  loi  des  densités  des 

couches  du  fluide  n'a  aucune  influence  sur  sa  figure 

extérieure  et  sur  celle  de  ses  couches  de  niveau. 
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CHAPITRE  m. 

DE  L'EQUILIBUE  DES  FLUIDES  PESANS, 

595.  Soit  ABCD  (fîg.  59)  un  vase  ouvert  à  sa  par- 
tie supérieure ,  et  dont  la  base  horizontale  AB  est 
posée  sur  un  plan  fixe.  Supposons  qu'un  liquide  pe- 
sant et  homogène  s'élève  dans  ce  vase  jusqu'en  A'B', 
Pour  l'équilibre  de  ce  liquide,  il  faudra  que  la  sur- 
face libre  A'B'  soit  horizontale  ou  perpendiculaire  à 
la  direction  de  la  pesanteur,  et  cet  équilibre  ne  sera 
pas  troublé ,  si  l'on  exerce  sur  cette  surface  une  pres- 
sion constante  et  de  grandeur  quelconque. 

La  pression  rapportée  à  l'unité  de  surface  sera  la 
même  dans  toute  l'étendue  de  chaque  section  hori- 
zontale du  liquide;  en  la  désignant  par  p  à  la  pro- 
fondeur z  au-dessous  de  A^B',  et  appelant  p  la  den- 
sité constante  du  liquide,  et  g  la  gravité,  on  aura 
dp  =  f^dz ,  d'après  l'équation  (5)  du  n*  585.  En  in- 
tégrant ,  on  aura  donc 

/?  =  pg2  +  ^; 

rzsr  étant  la  pression  extérieure,  qui  sera  généralement 
la  pression  atmosphérique  qui  répond  à  z  =  o.  Cette 
pression  constante  se  transmettra,  sans  altération, 
sur  tous  les  élémens  des  parois  du  vase  et  des  corps 
plongés  dans  le  liquide 3  elle  s'ajoutera;  en  chaque 
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point  (n**578),  à  la  pression  variable  due  à  la  pesan- 
teur du  liquide.  II  sera  donc  toujours  facile  d'y  avoir 
égard  ;  et,  pour  plus  de  simplicité,  nous  pouvons  la 
supposer  nulle,  et  réduire  Féquation  précédente  à 

p  =  fgz. 

Soient  b  la  base  AB  du  vase ,  P  la  pression  totale 
exercée  sur  celte  base ,  h  la  distance  de  A'B'  à  cette 
même  base ,  ou  la  hauteur  du  liquide  ;  nous  aurons 
à  la  fois 

2;  =  A,       F  =  bp  ~  fgbhi 

ce  qui  montre  que  la  pression  exercée  sur  la  base  ho- 
rizontale du  vase  est  égale  au  poids  d'un  cylindre 
rempli  du  liquide,  qui  aurait  pour  base  celle  du 
vase,  pour  hauteur  celle  du  liquide,  et  dont  le  vo- 
lume et  la  masse  seraient ,  conséquemment,  bh  et  fbh. 
Cette  pression  P  est  donc  indépendante  de  la  forme 
du  vase  ;  en  sorte  que  pour  les  trois  vases  représentés 
par  la  figure  40  ?  qui  ont  des  bases  équivalentes ,  po- 
sées sur  un  même  plan  horizontal ,  et  dans  lesquels 
un  même  liquide  s'élève  à  une  hauteur  qui  est  aussi 
la  même ,  les  pressions  exercées  sur  leurs  bases  sont 
égales ,  quoique  l'un  des  vases  soit  un  cylindre  droit, 
qu'un  autre  s'élargisse  en  partant  de  la  base,  et 
que  le  troisième  aille  en  se  rétrécissant.  Cette  pres- 
sion est ,  pour  chacune  des  trois  bases ,  le  poids  du 
liquide  contenu  dans  le  vase  cylindrique  ;  résultat 
très  remarquable,  qui  est  pleinement  confirmé  par 
l'expérience. 

Dans  le  cas  de  plusiems  liquides  superposés  dans 
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un  vase,  il  suffira,  et  il  sera  nécessaire  pour  leur 
équilibre,  que  la  surface  de  séparation  de  deux  li- 
quides consécutifs  soit  horizontale  (n'  586) j  et,  en 
effet,  si  cela  est ,  chaque  nouveau  liquide  super- 
posé exercera  sur  tous  les  points  de  sa  base  une 
pression  constante ,  qui  ne  troublera  pas  l'équilibre 
du  liquide  inférieur.  Voici  comment  on  pourra  dé- 
terminer la  pression  totale  exercée  sur  le  fond  du 
vase. 

596.  Versons  sur  le  fluide  en  équilibre  dans  le 
vase  ABCD  (fig.  5g)  un  nouveau  liquide,  dont  la 
densité  soit  p',  qui  ait  sa  surface  supérieure  A"B'' 
horizontale ,  comme  celle  du  premier ,  et  qui  s'é- 
lève à  une  hauteur  h'  au-dessus  du  niveau  A'B^  du 
premier;  ces  deux  fluides  demeureront  en  équilibre 
dans  le  vase.  En  appelant  b'  l'aire  de  A/B',  qui  est 
la  base  du  second  fluide,  il  exercera  sur  cette  base 
une  pression  égale  à  p'gh^b'.  Cette  pression  sera 
transmise,  par  l'intermédiaire  du  liquide  inférieur, 
sur  le  fond  AB  du  vase  ;  et  Taire  de  AB  étant  b , 
il  en  résultera,  sur  cette  surface  plane,  une  pres- 
sion exprimée  par  p^gh'b  (n°  ^77);  par  conséquent, 
la  pression  totale  exercée  par  les  deux  fluides  sur 
la  base  horizontale  du  vase,  sera  pghb -\~  p' gh' b , 

Si  l'on  verse  un  troisième  liquide  dans  le  vase , 
dont  la  surface  h!"W"  soit  encore  horizontale,  l'équi- 
libre ne  sera  pas  troublé;  p"  étant  sa  densité,  h\'  la 
hauteur  de  son  niveau  A^'^B'''  au-dessus  de  la  surface 
supérieure  A'^B^'  du  second  liquide,  et  U'  l'aire  de  cette 
dernière  surface ,  ce  troisième  liquide  exercera  sur  sa 
base  A'^B'',  une  pression  égale  à  fglï'V,  qui  sera 
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transmise  par  Je  second  liquide,  et  deviendra  ^'gWh' 
sur  la  surface  supérieure  A'B'  ou  V  du  liquide  infé- 
rieur; cette  pression  sera  transmise  de  même,  par 
l'intermédiaire  du  liquide  inférieur,  et  deviendra 
p^'ghl'b  sur  le  fond  AB  du  vase;  par  conséquent,  les 
trois  liquides  superposés  exerceront  sur  le  fond  du 
vase  une  pression  égale  à  pghb -\-  p'gh'b  ^  p'gh"b, 
ou  {ph  +  p'h'+p"k")gb. 

En  continuant  ainsi ,  on  voit  que  quand  un  nom- 
bre quelconque  de  liquides  de  différentes  densités,  sont 
superposés  et  en  équilibre  dans  un  vase ,  la  pression 
qu'ils  exercent  sur  la  base  horizontale  de  ce  vase, 
ne  dépend  que  de  l'étendue  de  cette  base ,  des 
épaisseurs  des  différens  fluides ,  et  de  leurs  densités. 
Dans  le  cas  d'un  vase  cylindrique  et  vertical,  elle  sera 
égale  à  la  somme  des  poids  de  tous  les  fluides;  et 
elle  ne  variera  pas  quand  on  changera  la  forme  du 
vase ,  pourvu  que  sa  base  ne  change  pas  d'étendue , 
non  plus  que  l'épaisseur  et  la  densité  de  chaque  li- 
quide. 

Ce  résultat  étant  indépendant  de  l'épaisseur  des  cou- 
ches horizontales,  il  subsiste  encore  lorsque  ces  couches 
sont  infiniment  minces,  c'est-à-dire,  lorsque  la  den- 
sité de  la  masse  fluide  varie  par  degrés  continus 
dans  le  sens  vertical,  et  convient,  par  conséquent, 
aux  fluides  compressibles.  Il  est  également  vrai  quand 
la  pesanteur  varie  d'une  couche  à  l'autre  avec  la  den- 
sité ;  ce  qui  arrive  lorsque  la  hauteur  du  fluide  n'est 
pas  négligeable  par  rapport  au  rayon  de  la  terre. 
C'est  aussi  ce  que  l'on  peut  déduire  de  l'équation 
dpK=pgdZf  qui    convient  a  l'équilibre  de  tous  les 
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fluides  pesans,  compressibles  ou  non,  et  dans  laquelle 
on  peut  supposer  la  gravité  g  et  la  densité  f ,  fonctions 
de  l'ordonnée  verticale  z, 

597.  Considérons  actuellement  l'équilibre  des  li- 
quides pesaas  contenus  dans  plusieurs  vases,  et  qui 
peuvent  s'écouler  de  l'un  dans  l'autre  par  des  ou- 
vertures latérales.  Si  l'on  ferme  à  la  fois  toutes  ces 
ouvertures,  l'équilibre  ne  sera  pas  troublé;  il  faudra 
donc  d'abord  que  les  liquides  soient  disposés,  dans 
chaque  vase,  par  couches  horizontales;  mais  cette 
condition  ne  suffira  pas;  et  il  faudra  encore,  quand 
les  ouvertures  ne  seront  plus  fermées,  qu'il  existe  un 
certain  rapport  entre  les  élévations  des  liquides  dans 
les  vases  différens ,  qui  dépendra  du  rapport  de  leurs 
densités. 

S'il  n'y  a  qu'un  seul  liquide  répandu  dans  plusieurs 
vases  communiquans ,  il  faudra  que  le  niveau  de  ce 
liquide  soit  le  même  dans  tous  ces  vases.  En  effet, 
considérons  un  liquide  homogène  contenu  dans  deux 
vases ,  par  exemple ,  qui  communiquent  latéralement 
par  le  canal  EF  (fîg.  4i)>  et  qui  sont  posés  sur  des 
plans  fixes  horizontaux.  Supposons  que  ce  liquide 
s'élève  jusqu'en  AB  dans  l'un  des  vases,  et  jusqu'en  CD 
dans  l'autre,  et  que  ces  deux  sections  horizontales  ne 
soient  pas  dans  un  même  plan ,  de  sorte  qu'en  pro- 
longeant le  plan  de  la  section  CD  de  l'un  des  vases , 
il  vienne  couper  l'autre  vase ,  suivant  une  section  aë 
située  à  une  distance  S"  au-dessous  de  AB.  Si  l'équi- 
libre existe  dans  cet  état,  il  ne  sera  pas  troublé  eu 
remplaçant  la  section  ouverte  CD  par  une  paroi  fixe  ; 
le  fluide  compris  entre  AB  et  uë,  exercera  sur  aê  une 
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pression  égale  à  pgyJ",  en  appelant  p  sa  densité ,  et  y 
Faire  de  cette  section  ctS;  cette  pression  se  transmettra^ 
par  Fintermédiaire  du  liquide  contenu  dans  les  deux 
vases,  jusque  sur  la  paroi  CD;  et  il  en  résultera,  sur 
ce  plan  horizontal ,  une  pression  dirigée  de  bas  en 
haut  et  exprimée  par  fgyc ,  en  désignant  par  c  Taire 
de  CD.  Par  conséquent ,  l'équilibre  n'aura  plus  lieu 
dès  que  l'on  enlèvera  la  paroi  CD ,  à  moins  que  la 
différence  de  niveau  cT  du  liquide  dans  les  deux  va- 
ses, ne  soit  nulle;  ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

Les  deux  sections  AB  et  CD  étant  comprises  dans 
un  même  plan ,  si  l'on  verse  au-dessus  de  AB  un 
liquide  qui  s'élève  jusqu'en  A'B',  et  dont  la  densité 
soit  f',  il  exercera  sur  AB  une  pression  égale  à  f'gbh; 
b  et  h  étant  l'aire  de  AB  et  la  distance  comprise 
entre  les  sections  horizontales  AB  et  A'B'.  Cette  pres- 
sion se  transmettra  sur  CD ,  où  elle  sera  égale  à  f'gch^ 
et  s'exercera  de  bas  en  haut;  et  pour  la  détruire,  il 
faudra  fermer  le  vase  en  CD  par  une  paroi  ^^e,  ou 
verser  au  -dessus  de  CD  un  fluide  dont  la  pression  sur 
CD  soit  égale  et  contraire  à  p'gch.  Dans  ce  dernier 
cas,  si  le  fluide  s'élève  jusqu'en  CD',  que  l'on  repré- 
sente par  f^  sa  densité  ,  et  par  k  la  distance  comprise 
entre  CD'  et  CD ,  la  pression  exercée  par  ce  fluide 
sur  CD,  sera  fgkc;  et  pour  l'équilibre,  il  faudra  qu'on 
ait  f>^k  =  p7^. 

On  voit  donc  que  pour  l'équilibre  des  liquides  dif- 
férens  contenus  dans  des  vases  communiquans,  il  est 
nécessaire  que  leurs  densités  soient  en  raison  inverse 
de  leurs  élévations  au-dessus  des  sections  de  ces  vases, 
faites  par  un  même  plan  horizontal.  Si  l'on  verse  de 
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nouveaux  liquides  au-dessus  de  ceux  qu'on  vient  de 
considérer ,  on  verra  de  même  qu'en  désignant  par 
h,  h',  W y  etc.,  les  épaisseurs  de  ces  liquides  dans 
l'un  des  vases >  et  par  p%  p'',  f^,  etc.,  leurs  densités, 
et  en  représentant  par  k^k^,  A:,^,  etc. ,  p/,  p,^ ,  ^^^^ ,  etc., 
les  quantités  analogues  dans  un  autre  vase,  il  faudra 
qu'on  ait  lequation 

p'Â  +  p''^^  +  P'W+  etc.  =  ^}CM,h  +  ^,n+  etc.  ; 

d'où  il  résultera  que  les  pressions  rapportées  à  l'unité 
de  surface  seront  égales  sur  les  deux  surfaces  supé- 
rieures AB  et  CD  du  liquide  homogène  qui  va  d'un 
vase  à  l'autre,  et  qui  peut  être  celui  dont  la  densité 
est  p^  ou  celui  dont  la  densité  est  p^,  ou  plus  généra- 
lement un  autre  liquide  quelconque,  pourvu  que  les 
deux  surfaces  AB  et  CD,  qui  le  terminent,  soient  com- 
prises dans  un  même  plan  horizontal. 

On  peut  remarquer  que  des  couches  infiniment 
minces,  comprises  dans  des  vases  différens,  et  conte- 
nues entre  les  mêmes  plans  horizontaux,  éprouveront 
la  même  pression  rapportée  à  l'unité  de  surface  •  mais 
au-dessus  du  plan  qui  termine  le  liquide  inférieur, 
elles  pourront  contenir  des  liquides  différens;  en  sorte 
que  les  propriétés  des  couches  de  niveau,  ou  perpen- 
diculaires à  la  direction  de  la  pesanteur,  ont  bien  lieu, 
quant  à  l'égalité  des  pressions ,  mais  non  plus  quant 
à  l'homogénéité  du  liquide  (n°  586),  lorsque  ses  cou- 
ches sont  interrompues  par  des  parois  fixes. 

5q8.  Les  lois  de  l'équilibre  des  fluides  pesans,  dans 
des  vases  communiquanS;  sont  susceptibles  d'un  grand 
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nombre  d'applications  dont  nous  nous  bornerons  à 
indiquer  les  plus  communes. 

Celle  qui  se  présente  la  première,  et  que  nous  ne 
ferons  qu'énoncer,  est  la  théorie  des  nivellemens  et 
des  instrumens  qu'on  appelle  des  niveaux. 

Dans  \q  siphon ,  àovLl  les  deux  branches  s'ouvrent 
à  leur  partie  supérieure,  et  qui  contient  de  l'eau  ou 
un  autre  liquide,  l'équilibre  a  lieu  quand  les  deux 
extrémités  du  fluide  sont  comprises  dans  un  même 
plan,  quelle  que  soit  la  grandeur  de  la  pression  at- 
mosphérique en  ces  deux  points.  L'équilibre  peut  aussi 
exister  dans  le  siphon  renversé ,  pourvu  qu'alors   la 
pression  atmosphérique  ait  une  grandeur  convenable. 
Soient  ABC  (fîg.  42) ,  ce  tube  renversé,  B  son  point 
le  plus  haut,  E  et  F  les  points  où  le  liquide  s'arrête 
dans  ses  deux  branches ,   et  qui  sont  situés  dans  un 
même  plan  horizontal.   Si  l'on  appelle  p  la  densité 
du  liquide  et  h  la  hauteur  du  point  B  au-dessus  de 
ce  plan ,  la  pression  rapportée  à  l'unité  de  surface , 
exercée  par  le  liquide  en  ces  points  E  et  F  sera  égale 
à   pg^;    et  en  appelant    ^  la   pression  atmosphé- 
rique qui  s'exerce  de  bas  en  haut  en  chacun  de  ces 
points ,  il  faudra  donc  qu'on  ait  <^à;  >>  pg^,  ou  tout  au 
plus ,  fzff  =  pg/z ,  pour  que  cette  pression  empêche  le 
liquide  de  s'écouler.  Dans  le  second  cas,  la  pression  au 
point  B  sera  nulle  ;  dans  le  premier ,  elle  sera  égale  à 
(UT  —  pgZ?  ;  et  si  l'on  avait  ^  <  pgA,  la  pression  au  point 
B  serait  négative ,  le  liquide  se  diviserait  en  ce  point, 
et  s'écoulerait  par  les  deux  branches  du  siphon.  Au 
reste,  dans  le  siphon  renversé,  l'équilibre  du  liquide 
n'est  qu'instantané;  et  ne  peut  s'observer  qu'à  raison  de 
2.  36 
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radhérence  de  ses  molécules  entre  elles  ou  contre 
Fintërieur  du  tube;  dès  que  son  extrémité  F  est  un 
peu  au-dessous  ou  au-dessus  de  son  extrémité  E, 
l'excès  de  la  pression  atmosphérique  sur  la  pression 
du  liquide,  est  pins  grand  ou  plus  peut  au  point  E 
qu'au  point  F ,  et  le  liquide  s'écoule  par  la  branche 
BC  ou  par  la  branche. BA  du  siphon.  Dans  l'usage 
ordinaire  de  ce  tube  renversé,  la  branche  la  plus 
courte  BA  est  plongée  dans  un  vase  H ,  contenant  un 
liquide  qui  s'élève  jusqu'au  point  D  du  tube;  on  fait 
le  vide,  en  aspirant  l'air  que  ce  tube  renferme;  le 
liquide  s'élève  au-dessus  de  son  niveau  primitif,  jus- 
qu'à ce  qu'il  ait  atteint  le  sommet  B  du  tube  ;  il  des- 
cend ensuite  jusqu'au  point  C,  puis  il  s'écoule  par 
cette  extrémité  du  tube.  L'écoulement  s'arrêterait, 
lorsque  le  point  D,  en  s'abaissant  dans  la  branche  BA, 
se  trouverait  au-dessous  du  point  C;  ce  qui  ne  peut 
arriver ,  puisqu'on  suppose  que  AB  est  la  plus  courte 
des  deux  branches  du  tube. 

La  presse  hydraulique,  dont  l'invention  est  attri- 
buée à  Pascal,  consiste  en  une  caisse  prismatique  et 
verticale  H  (fîg.  4^),  ouverte  à  sa  partie  supérieure, 
et  remplie  d'eau  jusqu'en  AB.  Un  couvercle  placé  sur 
AB,  ferme  exactement  la  caisse,  et  peut  cependant 
glisser  le  long  de  ses  parois.  Au-dessous  de  AB  se 
trouve  une  ouverture  C ,  à  laquelle  on  adapte  un  tube 
coudé  CDE,  dont  la  branche  verticale  DE  est  ouverte 
à  sa  partie  supérieure  E.  L'eau  de  la  caisse  s'écoule 
par  l'orifice  C;  et,  à  cause  du  couvercle  posé  sur 
AB,  ce  liquide  s'élève,  dans  le  tube  DE,  jusqu'au 
point  F,  situé  au-dessus  du  prolongement  de  cette 
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section  horizontale AB.  Cela  étant,  si  Ton  ajoute  au 

poids  du  couvercle  un  nouveau  poids  X,  le  liquide 

s'abaissera  en  A'B'  dans  la  caisse  H,  et  s'élèvera  en  F' 

dans  le  tube  DE.  Par  cette  addition  de  X,  la  pression 

rapportée  à  l'unité  de  surface  sera  plus  grande  en  A'B^ 

X 
qu'en  AB,  delà  quantiîé  t-,  en  désignant  par  h  l'aire 

de  la  section  horizontale  de  H  ;  en  même  temps ,  la 
pression,  aussi  rapportée  à  l'unité  de  surface,  et  duc 
au  poids  de  l'eau  contenue  dans  le  tube  vertical  DE, 
augmentera  d'une  quantité  f^.r ,  en  désignant  par  p  la 
densité  du  liquide ,  et  par  x  l'élévation  du  point  F' 
au-dessus  du  point  F.  Pour  que  l'équilibre  sub- 
siste ,  il  faudra  donc  qu'on  ait 

X  =  f^hx-, 

équation  qui  fera  connaître  le  poids  X  d'après  l'o]}- 
servaîion  de  x.  On  a  soin  que  h  soit  une  très  grande 
surface,  afin  que  des  élévations  peu  considérables  de 
l'eau  dans  le  tube  vertical,  puissent  répondre  à  de 
très  grandes  charges  du  couvercle  mobile,  et  servir 
à  les  mesurer.  La  section  horizontale  du  tube  est  très 
petite  par  rapport  à  3,  et  il  en  résulte  que  les  abais- 
semens  du  couvercle  dans  la  caisse  H  sont  très  petits, 
par  rapport  aux  élévations  du  liquide  dans  le  tube  ; 
car  si  l'on  appellç  j-  la  distance  comprise  entre  AB  et 
A'B',  et  c  la  section  horizontale  du  tube ,  on  aura 
brz=:  ex ,  puisque  le  volume  total  de  l'eau  doit  être 
invariable.  Le  tube  DE  pourrait,  au  reste,  n'être  ni 
vertical ,  ni  cylindrique  ;  et  la  formule  précédente 
donnerait  toujours  la  valeur  de  X,  pourvu  que  x  fût 

36,. 
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la  distance  comprise  entre  les  deux  niveaux  du  li- 
quide en  F  et  en  F'. 

Un  baromètre  est,  en  général,  un  tube  ABC 
(fîg.  44) ,  dont  les  deux  branches  BA  et  BC  sont  ver- 
ticales ,  et  qui  est  fermé  à  l'extrémité  A  de  BA ,  et 
ouvert  à  l'extrémité  C  de  BC.  On  fait  exactement  le 
vide  dans  ce  tube ,  puis  on  y  verse  du  mercure ,  qui 
s'élève  jusqu'en  D  dans  la  branche  AB,  et  à  une  moin- 
dre hauteur,  jusqu'en  E,  dans  la  branche  ouverte  CB. 
Si  Ton  mène  par  le  point  E  un  plan  horizontal  qui 
coupe  en  F  la  branche  AB ,  le  mercure  situé  au-des- 
sous de  ce  plan  sera  de  lui-même  en  équilibre  ;  et , 
pour  que  cet  état  subsiste ,  il  faudra  que  les  pressions 
rapportées  à  l'unité  de  surface ,  qui  sont  exercées  en 
F  par  le  mercure  FD ,  et  en  E  par  l'atmosphère , 
soient  égales  entre  elles.  D'après  cela,  j'appelle  ^^  la 
pression  atmosphérique,  je  désigne  par  m  la  densité 
du  mercure,  et  par  h  la  hauteur  verticale  du  point  D 
au-dessus  du  point  F,  c'est-à-dire,  la  différence  des 
niveaux  D  et  F  du  fluide  dans  les  deux  branches  du 
baromètre;  la  pression  du  mercure  au  point  F  aura 
pour  valeur  le  produit  mgh,  et  Ton  aura,  consé- 
quemment , 

mgh  =  'zzr. 

L'équilibre  du  mercure  ne  sera  pas  troublé ,  si  l'on 
imagine  que  la  branche  BC  se  prolonge  verticale- 
ment jusqu'à  l'extrémité  de  l'atmosphère;  par  con- 
séquent ,  la  pression  atmosphérique  ^ ,  qui  fait  équi- 
libre à  celle  du  mercure,  n'est  autre  chose  que  le 
poids  de   l'air  contenu  dans  un   cylindre  vertical 


•  HYDROSTATIQUE.  565 

ayant  pour  base  l'imite  de  surface,  et  s'étendant 
indéfiniment  dans  l'almosphère  :  il  de'pend  du  dé- 
croissement  de  la  pesanteur,  h  mesure  que  Ton  s'é- 
lève au-dessus  de  la  surface  de  la  terre,  de  la  den- 
sité et  de  la  température  des  couches  dair,  et  des 
quantités  de  vapeur  d'eau  qu'elles  peuvent  conte- 
nir. Ce  poids  pouvant  varier  dans  un  même  lieu 
de  la  terre  ,  la  hauteur  barométrique  ^  varie  aussi; 
elle  change  encore  de  grandeur,  a  raison  des  vents 
verlicaux,  qui  rendent  la  pression  atmosphérique 
plus  grande  ou  plus  petite  qu'elle  ne  serait  dans 
l'état  de  repos  de  l'air;  à  Paris,  la  valeur  la  plus 
commune  de  h  est  o'^j^ô. 

Si  Ton  remplaçait  le  mercure  par  un  aulre  li- 
quide dans  le  baromètre,  la  hauteur  h  changerait 
en  raison  inverse  de  la  densité  de  ce  liquide ,  com- 
parée à  celle  du  mercure,  en  supposant  toujours 
qu'il  y  ait  un  vide  sensiblement  parfait,  au-dessus 
du  niveau  D,  dans  la  branche  fermée  du  baromè- 
tre. Pour  Feau ,  cette  élévation  h  est  d'environ 
io™,4;  et  c'est  aussi  la  plus  grande  hauteur  à  la- 
quelle Feau  puisse  s'élever  dans  une  pompe  ^  au- 
dessus  de  son  niveau  extérieur.  Quand  il  exisîe  une 
couche  d'air  entre  la  surface  du  liquide  et  le  pis- 
toUy  cet  air  se  dilate;  il  exerce  sur  le  liquide  in- 
térieur une  pression  moindre  que  celle  de  l'atmos- 
phère, mais  qui  diminue  l'élévation  de  l'eau,  et  la 
réduit  à  une  grandeur  que  nous  déterminerons  dans 
un  autre  chapitre. 

59g.   Nous  allons   maintenant   nous  occuper  du 
calcul  des  pressions  exercées  par  les  liquides  pesans 
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sur  les  parois  inclinées  ou  courbes  des  vases  qui  les 
contiennent ,  et  sur  les  surfaces  des  corps  solides  qui 
y  sont  plonges. 

La  pression  exercée  par  un  liquide  homogène  sur 
une  paroi  plane  inclinée,  est  égale  au  poids  d'un 
prisme  de  ce  liquide  qui  aurait  pour  base  cette  pa- 
roi, et  pour  hauteur  la  distance  de  son  centre  de 
gravité  au  niveau  du  liquide.  En  effet ,  soient  a  un 
élément  de  cette  paroi,  et  z  sa  distance  au  niveau 
du  liquide  ;  la  pression  sur  cet  élément  sera  pcj  ou 
çgzcx),  en  mettant  pour  p  sa  valeur  précédente  (n°  SgS)  ; 
et  comme  les  pressions  sur  tous  les  élémens  sont 
perpendiculaires  à  la  paroi  plane ,  la  résultante  de 
ces  forces  parallèles  aura  pour  valeur  le  produit  de 
fg  et  de  l'intégrale  de  zco ,  étendue  à  la  paroi  en- 
tière. Or,  cette  intégrale  est  égale  à  bz^,  en  appe- 
lant b  l'aire  de  la  paroi ,  et  z^  la  distance  de  son 
centre  de  gravité  au  niveau  du  liquide  ;  la  valeur 
de  la  pression  sur  le  plan  incliné  sera  donc  fgbz^ , 
conformément  à  l'énoncé  du  théorème. 

Dans  le  cas  de  plusieurs  liquides  superposés  dans 
le  vase  ,  on  déterminera  séparément  les  pressions 
exercées  ou  transmises  sur  la  paroi  inclinée,  par 
chacun  de  ces  liquides  ;  et  leur  somme  sera  la  pres- 
sion totale  que  cette  surface  plane  aura  à  suppor- 
ter. La  pression  <sr  de  l'atmosphère  augmentera 
cette  pression  totale  dune  quantité  égale  à  b^sir. 

Tous  les  points  de  la  base  horizontale  du  vase 
éprouvant  des  pressions  égales ,  la  résultante  de  ces 
forces  parallèles  passe  par  le  centre  de  gravité  de 
cette  base;  mais,  dans  le  cas  d'une  paroi  inclinée. 
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les  elémens  inférieurs  éprouveront  des  pressions  plus 
grandes  que  celles  des  élémens  supérieurs;  et  le  point 
où  la  résultante  totale  vient  percer  la  paroi,  qu'on 
peut  appeler  le  centre  de  pression ^  sera  toujours  plus 
bas  que  le  centre  de  gravité  de  cette  même  surface. 
Quand  une  paroi  plane ,  plongée  dans  un  liquide  ho- 
mogène, tourne  autour  de  son  centre  de  gravité ,  la 
pression  qu'elle  éprouve  ne  change  pas  de  grandeur, 
mais  le  point  d'application  de  cette  force  normale  et 
constante  change  de  position  sur  cette  surface. 

600.  Pour  donner  un  exemple  de  la  détermina- 
tion du  centre  de  pression ,  supposons  que  la  paroi 
plane  soit  un  trapèze  ABCD  (fîg.  45) ,  dont  les  deux 
bases  AB  et  CD  sont  horizontales.  Si  nous  partageons 
cette  surface  en  élémens  parallèles  à  ces  bases  et  d'une 
hauteur  infiniment  petite,  chacun  de  ces  élémens 
éprouvera  la  même  pression  dans  toute  sa  longueur, 
et  son  centre  de  pression  sera  situé  à  son  milieu;  or, 
si  l'on  prolonge  les  côtés  AC  et  BD  du  trapèze,  jus- 
qu'en leur  point  de  rencontre  K,  et  qu'on  mène  la 
droite  KH,  qui  va  de  ce  point  au  milieu  H  de  AB, 
cette  droite  passera  aussi  par  le  milieu  G  de  CD ,  et 
par  les  milieux  de  tous  les  élémens  du  trapèze;  elle 
renfermera  donc  le  centre  de  pression  demandé  ;  et 
il  ne  s'agira  que  de  déterminer  la  distance  de  cç 
point  à  AB. 

Soient  x'  cette  distance ,  œ  celle  d'un  élément 
quelconque  à  la  même  base  AB ,  w  la  longueur  MN 
de  cet  élément,  z  sa  distance  au  niveau  du  fluide,  h 
ia  hauteur  du  trapèze.  L'aire  de  cet  élément  et  la 
pression  qu'il  éprouve  seront  iidx  et  pgzuc/x  ;  la  près- 
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sioa  totale  aura  pour  valeur  /     fgzudjc  ;   et  d'après 

la  théorie  des  momens  des  forces  parallèles ,  on  aura 

-^  /      fg^udx  =    j   'ccfgzudx. 

Soit  aussi  c  la  distance  de  AB  au  niveau  du  li- 
quide ;  appelons  cl  l'angle  compris  entre  le  plan  ver- 
tical, qui  va  de  cette  droite  au  niveau  du  liquide, 
et  le  prolongement  du  plan  du  trapèze  ;  on  aura 

z  =  c  ^  oc  cos  a  ; 

et  si  l'on  substitue  cette  valeur  de  z  dans  l'e'quation 
précédente,  et  qu'on  supprime  le  facteur  gp  constant 
et  commun  à  ses  deux  membres,  il  en  résultera 

x'  (c  I     iidx  -{-  cos  et .  j    xudxj 

=:  c  I     xudx-^  COS  ce.  I     x^udx. 

J     o  J     o 

Je  désignerai  par  a  et  b  les  longueurs  des  deux  bases 
AB  et  CD ,  et  par  k  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  K  sur  CD  ou  b,  La  perpendiculaire  abaissée  du 
même  point  sur  AB  ou  a  sera  k+li,  et  sur  MN  ou 
Uy  elle  sera  k-\-h  —  Xy  et  ces  droites  a,  b,  u,  étant 
parallèles ,  on  aura 

u\  b  W  k  +  h  —  X  \  ky 
a  \  b  \\  k  '\'  Il  \  k. 

Je  tire  la  valeur  de  ky  de  la  seconde  proportion, 
puis  je  la  substitue  dans  la  première;  ce  qui  donne 
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hh  ah  —  [a — h)  x 

a  —  b  ^  h 

En  mettant  cette  valeur  de  u  dans  l'ëquation  précé- 
dente, et  effectuant  les  intégrations,  on  en  déduit 

f  iJic  {a  +  2^)  -f-  h^  {a  -f-  ?>b)  cos  u 

"""     Ç)c  [a -^  b) -^  ih  {a -\- ib)  cos  a. 

Par  conséquent,  si  Ton  mène  à  celte  distance  oc  y 
une  parallèle  EF  à  la  droite  AB,  le  point  P,  où  elle 
coupera  la  ligne  GH,  qui  va  du  milieu  de  AB  h  celui 
de  CD,  sera  le  centre  de  pression  du  trapèze. 

La  figure  ^S  suppose  que  la  base  supérieure  AB 
soit  la  plus  grande;  si  le  contraire  avait  lieu,  il  est 
aisé  de  voir  qu'il  suffirait  de  remplacer  l'angle  a  par 
son  supplément,  ou  de  changer  le  signe  de  cos  a, 
dans  cette  formule. 

Dans  le  cas  de  et  =  go°,  la  paroi  est  horizontale,  et 
la  formule  se  réduit  à 

—      3(a  +  b)  ' 

ce  qui  coïncide,  effectivement,  avec  la  distance  du 
centre  de  gravité  du  trapèze  à  sa  base  a. 

Quel  que  soit  l'angle  a ,  si  cette  base  est  à  fleur 
deau,  on  a  c  =  0,  et  la  valeur  générale  de  a:'  de- 
vient 

,  hia-^Sb) 

2.(a-^2b)  ' 

de  sorte  qu'elle  est,  dans  ce  cas,  indépendante  de 
l'inclinaison  de  la  paroi.  Le  trapèze  se  changera  en  un 


570  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

parallélogramme,  quand  on  suppose  b  ^=  a;  ei  Ton  a 
alors 

jc  =  ^h. 

ïl  se  change  en  un  triangle  dans  les  deux  cas  de  ^=o 
et  a  =  o;  pour  lesquels  on  aura 

a:'  =  ik,     oc'  =  |A. 

Dans  le  premier  cas ,  c'est  la  hase  du  triangle  qui  est 
àjleur  deau  y  et  x'  est  la  distance  du  centre  de 
pression  à  cette  base;  dans  le  second  cas,  x'  est  la 
distance  au  sommet  qui  se  trouve  à  la  surface  du  li- 
quide. 

60 1.  Sur  une  portion  de  surface  courbe,  les  pres- 
sions se  de'termineront  en  décomposant  d'abord  la 
pression  normale  à  chaque  élément,  en  trois  forces 
parallèles  aux  axes  des  coordonnées,  et  calculant 
ensuite  par  des  intégrales  doubles,  les  composantes 
totales  suivant  ces  trois  directions,  lesquelles  compo- 
santes se  réduiront  au  moins  à  deux  forces,  qui 
pourront,  le  plus  souvent,  n'être  pas  réductibles  à 
une  seule  (n"  264).  Mais  quand  il  s'agira  des  pressions 
exercées  sur  la  surface  entière  d'un  corps  plongé  dans 
un  fluide ,  la  réduction  à  une  seule  force  aura  tou- 
jours lieu,  et  cette  résultante  unique  sera  verticale, 
ainsi  qu'on  va  le  voir. 

Soit  AMB  (fig.  46)  le  corps  dont  il  est  question; 
désignons  par  ^,  j-,  js,  les  coordonnées  rectangulaires 
du  point  quelconque  M  de  sa  surface,  et  prenons  le 
niveau  du  fluide  pour  le  plan  des  x  et  j*,  et  Taxe 
des  z  vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur. 
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Appelons  où  lelëment  difierentiel  de  la  surface,  et/? 
la  pression  rapporte'e  à  Tunité  de  surface,  qui  répon- 
dent au  point  M ,  de  sorte  que  pco  soit  la  pression 
exercée  sur  cet  élément,  et  dirigée  suivant  la  normale 
intérieure  MN.  La  valeur  de  p  sera  la  même  pour 
tous  les  points  qui  sont  à  la  même  distance  z  du  ni- 
veau du  liquide ,  soit  que  ce  fluide  stagnant  soit  ho- 
mogène ,  ou  qu'il  soit  seulement  composé  de  couches 
horizontales  dont  la  densité  ne  varie  que  d'une  cou- 
che à  une  autre.  Soient  encore  ^t ,  ^,  >',  les  angles  que 
fait  la  normale  MN  avec  des  parallèles  aux  axes  des  jc, 
y  y  z ,  menées  par  le  point  M  dans  l'intérieur  du  corps. 
Enfin,  projetons  œ  sur  les  trois  plans  des  coordon- 
nées, et  désignons  les  projections  de  cet  élément, 
par  a  sur  le  plan  des  j*  et  £•,  par  b  sur  celui  des  z  et 
X  y  et  par  c  sur  celui  des  x  etj*.  En  observant  que 
a,  ê,  y  y  sont  aussi  les  inclinaisons  du  plan  tangent 
en  M  sur  ces  trois  plans ,  nous  aurons  (n°  i  o) 

a  =  ^cosct,     b  =  <»cos^,     c  =  càcosy; 

et  si  l'on  multiplie  ces  équations  par  p ,  il  en  résul- 
tera 

pa  s=  pG?  cos  ûL ,    pb=:pct>cosSf     pc=pGJCosy; 

ce  qui  montre  que  les  produits  pa,  pb ,  pc,  sont  les 
composantes  parallèles  aux  axes  des  .r,  j*,  js,  de  la 
pression  normale  pcù)  en  sorte  que  la  composante 
perpendiculaire  à  chaque  plan  des  coordonnées,  et, 
généralement  à  un  plan  quelconque ,  se  déduit  àepca , 
en  y  remplaçant  l'élément  co  par  sa  projection  sur  ce 
plan. 
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Cela  posé,  Iç  corps  AMB  étant  terminé  de  toutes 
partSy  il  y  a,  au  moins,  un  second  élément  de  sa  sur- 
face qui  a  la  môme  projection  sur  chaque  plan  donné, 
que  l'élément  cù.  Ainsi,  en  abaissant  du  point  M, 
une  perpendiculaire  MP  sur  le  plan  des  j"  et  z,  cette 
perpendiculaire,  ou  son  prolongement,  rencontrera  la 
surface  du  corps  en  un  point  M',  et  la  projection  de 
l'élément  oj'qui  répond  à  ce  point,  sera  égale  à  a  sur  ce 
plan,  comme  celle  de  où.  Les  deux  élémens  étant  situés 
à  la  même  distance  du  niveau  du  liquide,  éprouve- 
ront les  pressions  normales  p(à  et  pco  ^  qui  seront 
entre  elles  comme  les  aires  co  et  &>' ,  dont  le  rapport 
peut  avoir  une  grandeur  quelconque.  Mais  leurs 
composantes  parallèles  à  l'axe  des  x,  auront  une 
valeur  commune  p^^,  et  les  forces  pr^?  et  poù^  agissant 
suivant  les  normales  intérieures  MN  et  M'N',  ces 
composantes  égales  agiront  évidemment  en  sens  con- 
traire l'une  de  l'autre,  savoir,  de  M  vers  M^  au  point 
M,  et  de  M'  vers  M  au  point  M'.  Par  conséquent  la 
composante  parallèle  à  l'axe  des  x ,  de  la  pression 
exercée  sur  où  ,  sera  détruite  par  la  composante  sui- 
vant la  même  direction ,  de  la  pression  exercée  sur 
un  autre  élément  cù  .  On  verra  de  même  que  la  com- 
posante de  po) ,  parallèle  a  l'axe  des  j ,  sera  aussi 
détruite  par  la  composante  suivant  cette  direction,  de 
la  pression  relative  à  un  troisième  élément,  lequel 
répondra  au  point  où  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  M  sur  le  plan  des  x  et  z,  rencontrera  une  se- 
conde fois  la  surface  du  corps.  Or,  on  conclut  de  là 
que  ces  composantes  horizontales  des  pressions  exer- 
cées sur  les  élémens  de  la  surface  du  corps  plongé,  se 
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détruisent  dans  chacune  des  sections  horizontales  et 
infiniment  minces ,  et ,  consequemment ,  sur  sa  sur- 
face entière.  Il  s'ensuit  donc  aussi  que  toutes  ces 
pressions  se  réduisent  à  une  seule  force ,  qui  est  la 
résultante  de  leurs  composantes  verticales,  et  qui 
provient  de  la  prépondérance  de  la  valeur  de  p  dans 
la  partie  inférieure  du  corps. 

Si  p  résultait  d'une  pression  exercée  à  la  surface  du 
liquide,  sa  valeur  serait  constante  dans  toute  l'étendue 
de  la  surface  AMB;  et  les  composantes  des  pressions 
se  détruiraient  deux  à  deux ,  dans  le  sens  vertical  aussi 
bienque  suivant  les  directions  horizontales.  Quelle  que 
soit  la  forme  d'un  corps  solide  ou  fluide,  une  pres- 
sion constante  et  normale ,  exercée  en  tous  les  points 
de  sa  surface,  ne  peut  donc  produire  ni  un  mouve- 
ment de  translation,  ni  un  mouvement  de  rotation, 
comme  nous  l'avons  dit  précédemment  (n**  584). 

602.  Pour  déterminer  la  résultante  des  pressions 
verticales  exercées  sur  AMB,  j  abaisse  du  point  quel- 
conque M  une  perpendiculaire  sur  le  plan  horizon- 
tal des  X  et  j^,  qui  rencontre  en  M^  cette  surface  AMB. 
Les  élémens  œ  et  dw^ ,  qui  répondent  aux  points  M  et 
M^,  auront  une  même  projection  c  sur  ce  plan;  mais 
les  pressions  rapportées  à  l'unité  de  surface  y  seront 
différentes;  et  si  on  les  désigne  par  p  et  p^ ,  le  filet 
du  corps  que  terminent  ces  deux  élémens ,  et  dont  la 
longueur  est  MN^,  sera  poussé  verticalement  de  bas 
en  haut  par  une  force  pc — pp.  Je  suppose,  pour 
plus  de  simplicité,  que  le  liquide  dans  lequel  le 
corps  est  plongé  soit  homogène  ;  je  représente  par  f 
sa  densité,  et  par  L  la  longueur  de  MM^,  on  aura 
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p — ■ppzz^gl^  et  la  pression  verticale  ^jglc  sera  le  poids 
du  volume  le  du  liquide ,  c'est-à-dire ,  le  poids  du 
volume  du  liquide  dont  ce  filet  du  corps  occupe  la 
place.  En  décomposant  le  corps  en  filets  verticaux  et 
infiniment  minces ,  chacun  de  ces  filets  sera  poussé  de 
bas  en  haut  par  une  semblable  force  ;  d'où  Ton  conclut 
que  la  résultante  de  toutes  les  pressions  verticales  ne 
différera  du  poids  des  filets  fluides  remplacés  par  ceux 
du  corps  plongé,  que  par  le  sens  de  son  action;  en 
sorte  qu  elle  sera  égale  au  poids  total  du  volume  du 
fluide  que  déplace  ce  corps  solide,  et  appliquée  en  sens 
contraire  de  la  pesanteur ,  au  centre  de  gravité  de  ce 
volume;  lequel  centre  de  gravité  se  confondra  avec 
celui  du  corps  même,  lorsque  celui-ci  sera  homo- 
gène. 

Si  le  corps  n'était  pas  entièrement  plongé  dans  le 
liquide,  on  pourrait,  dans  le  calcul  de  la  pression 
qu'il  éprouve,  faire  abstraction  de  sa  partie  située 
au-dessus  du  niveau  du  liquide;  le  point  M^  appar- 
tiendrait alors  à  la  section  du  corps  faite  par  le  pro- 
longement du  plan  de  ce  niveau  ;  et ,  en  prenant 
n  =o,  ce  cas  rentrerait  dans  le  précédent.  La  ré- 
sultante des  pressions  verticales,  qui  sera  toujours 
celle  de  toutes  les  pressions ,  aura  alors  pour  valeur 
le  poids  du  volume  du  liquide  déplacé  par  la  partie 
plongée  du  corps  flottant,  et  pour  point  d'applica- 
tion le  centre  de  gravité  de  ce  même  volume. 

6o3.  Ces  résultats  ont  encore  lieu,  lorsque  le  li- 
quide est  composé  de  couches  horizontales.  On  y  par- 
vient aussi  par  une  considération  indirecte ,  qu'il  est 
bon  d'indiquer. 
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L'équilibre  ayant  lieu  dans  ce  liquide,  il  ne  sera 
pas  trouble  si  l'on  solidifie  une  partie  quelconque  du 
liquide,  de  sorîe  que  cette  partie  devienne  un  corps 
plongé  ou  flottant.  Or,  pour  que  les  pressions  nor- 
males exercées  sur  la  surface  de  ce  corps  par  le  li- 
quide environnant ,  fassent  équilibre  au  poids  de  cette 
partie  solide ,  il  faudra  qu'elles  se  réduisent  à  une 
seule  force  égale  et  directement  contraire  à  son  poids. 
D'ailleurs ,  si  Ton  remplace  la  partie  solidifiée  du  li- 
quide par  un  autre  corps  qui  ait  exactement  la 
même  surface,  il  |est  évident  que  rien  ne  sera  changé 
aux  pressions  du  fluide  environnant  ;  par  con- 
séquent, les  pressions  exercées  sur  la  surface  d'un 
corps  plongé  en  tout  ou  en  partie  dans  un  liquide 
stagnant ,  homogène  ou  hétérogène ,  se  réduisent 
toujours  à  une  force  unique ,  égale  au  poids  total  des 
couches  horizontales  du  liquide,  dont  ce  corps  oc- 
cupe la  place,  et  appliquée,  en  sens  contraire  de  la 
pesanteur,  au  centre  de  gravité  de  ces  mêmes  couches. 

On  conclut  de  là  que,  pour  l'équilibre  d'un  corps 
entièrement  plongé  dans  un  liquide,  il  faut  que  sa 
densité  moyenne  soit  égale  à  celle  du  liquide  dont  il 
occupe  la  place,  et  que  son  centre  de  gravité,  et  ce- 
lui de  cette  portion  de  liquide ,  soient  situés  sur  une 
même  verticale.  La  seconde  condition  est  toujours 
remplie,  quand  le  corps  est  homogène,  ainsi  que  le 
liquide.  Quant  aux  corps  qui  ne  sont  immergés  qu  en 
partie,  et  qui  flottent  à  la  surface  du  liquide,  nous 
examinerons  les  conditions  de  leur  équilibre  dans  le 
chapitre  suivant. 

604.    Ordinairement,   on  énonce  le   principe   de 
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l'Hydrostatique  qu'on  vient  de  démontrer ,  en  disant 
qu'un  corps  plongé  dans  un  liquide,  y  perd  une  par- 
tie de  son  poids ,  égale  au  poids  du  iluide  qu'il  dé- 
place (n'igi). 

Il  en  résulte  que  pour  avoir  le  véritable  poids  d'un 
corps,  il  doit  être  pesé  dans  le  vide.  Deux  corps  pe- 
sés dans  l'air ,  dans  l'eau ,  ou  dans  tout  autre  fluide , 
et  qui  se  font  équilibre  au  moyen  d'une  balance 
exacte ,  ont  des  poids  réellement  difFérens ,  à  moins 
que  leurs  volumes  ne  soient  équivalens.  Le  poids  le 
plus  grand  est  celui  du  corps  qui  a  le  plus  grand  vo- 
lume, puisque  ayant  éprouvé  une  plus  grande  perle 
dans  le  fluide,  il  y  fait  encore  équilibre  ià  l'autre. 

Si  un  même  corps  est  pesé  successivement  dans  le 
vide  et  dans  l'eau,  et  que  P  soit  son  poids  dans  le 
vide  ,  et  P^  son  poids  dans  l'eau,  P  et  P— P'  seront 
les  poids  absolus  de  ce  corps  et  de  l'eau  sous  un 
même  volume  ;  ils  sont  donc  entre  eux  comme  les 
densités  de  ces  deux  substances  (n°  60).  Par  consé- 
quent, si  l'on  prend  pour  unité  la  densité  de  l'eau ,  et 
qu'on  appelle  D  celle  du  corps ,  on  aura 

n 

D  = 


P—  P' 


C'est  d'après  cette  formule  qu'on  détermine  les  den- 
sités des  corps  qui  peuvent  être  pesés  dans  l'eau, 
sans  s'y  dissoudre ,  au  moyen  de  la  balance  hydros- 
tatique. 

6o5.  La  démonstration  du  n°  601  s'applique  éga- 
lement aux  parois  latérales  d'un  vase  qui  contient;  un 
liquide  ;  et  l'on  en  conclura  que  les  composantes  ho- 
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rizontales  des  pressions  exercées  de  dedans  en  dehors, 
sur  toute  la  surface  intérieure  du  vase ,  se  détruisent 
deux  à  deux;  en  sorte  que  si  le  fond  du  vase  est  posé 
sur  un  plan  fixe  et  horizontal,  l'action  des  fluides 
qu'il  contient  ne  pourra  pas  le  mettre  en  mouve- 
ment ;  ce  qui  résulte  aussi  du  principe  de  la  conser- 
vation du  mouvement  du  centre  de  gravité  (n°  555). 
Mais  si  l'on  fait  une  ouverture  à  l'une  des  parois  la- 
térales, au-dessous  du  niveau  du  liquide,  celui-ci  s'é- 
coulera par  cet  orifice;  et  la  pression  n'ayant  plus 
lieu  sur  la  partie  de  la  paroi  qu'on  a  enlevée ,  celle 
qui  est  exercée  à  la  partie  opposée  du  vase  ne  sera 
plus  détruite;  par  conséquent,  ce  vase  sera  mis  en 
mouvement  en  sens  contraire  de   l'écoulement  du 
fluide.  Ce  principe  est  celui  des  différentes  sortes  de 
machines  à  réaction ,  et  sur  lequel  est  fondé  le  moyen 
proposé  par  D.  Bernouilli,  pour  mouvoir  les  bateaux 
sans  le  secours  des  rames  ni  du  vent. 

On  verra  aussi,  par  le  même  raisonnement  que 
dans  le  n^  602 ,  que  la  pression  totale  exercée  sur  le 
fond  du  vase  et  sur  ses  parois  latérales,  est  toujours 
égale  au  poids  du  fluide  qu'il  contient,  et  appliquée, 
dans  le  sens  de  la  pesanteur,  au  centre  de  gravité  de 
ce  fluide.  Chaque  filet  vertical  du  fluide,  qui  va,  sans 
interruption ,  de  son  niveau  à  un  point  quelconque 
du  vase ,  exerce  sur  ce  point  une  pression  normale , 
dont  la  composante  est  égale  au  poids  de  ce  même  fi- 
let. Celui  qui  rencontre  en  deux  points  la  surface  in- 
térieure du  vase,  comprenant  le  fond  et  les  parois 
latérales ,  exerce  en  ces  deux  points  des  pressions 
dont  les  composantes  verticales  sont  dirigées  en  sens 

37 
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contraire  l'une  de  l'autre.  La  composante  qui  répond 
au  point  infe'rieur,  est  dirigée  dans  le  sens  de  la  pe- 
santeur, et  l'emporte  sur  l'autre  d'une  quantité  égale 
au  poids  de  ce  filet  ;  et ,  de  cette  manière ,  la  résul- 
tante des  pressions  verticales  de  tous  ces  filets  fluides^ 
n'est  autre  chose  que  le  poids  même  du  fluide  en 
question. 

Il  faut  distinguer  cette  pression  de  celle  qui  a  lieu 
seulement  sur  le  fond  du  vase  (n*  5g5),  et  qui  n^est 
égale  au  poids  du  fluide  que  quand  le  vase  est  un  cy- 
lindre ou  un  prisme  droit.  Elle  est  moindre  que  ce 
poids ,  lorsque  le  vase  s'élargit  en  allant  du  fond  à  sa 
partie  supérieure,  parce  que  les  filets  verticaux  du 
fluide ,  qui  partent  de  son  niveau ,  et  sont  interceptés 
par  les  parois  latérales ,  ne  pressent  pas  sur  le  fond 
du  vase  ;  elle  est ,  au  contraire ,  plus  grande  que  le 
poids  du  liquide ,  quand  le  vase  va  en  se  rétrécis- 
sant, parce  que  les  filets  verticaux  qui  partent  du 
fond  du  vase ,  et  sont  interceptés  par  les  parois  la- 
térales ,  exercent  néanmoins  la  même  pression  ver  * 
ticale  sur  le  fond  du  vase,  que  s'ils  s'étendaient 
jusqu'au  niveau  du  liquide  ;  ce  qui  manque  au  poids 
de  chacun  de  ces  filets  incomplets,  étant  remplacé  par 
la  résistance  de  la  paroi  à  laquelle  ils  viennent  aboutir  > 
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CHAPITRE  IV. 

DE    L'ÉQUILIBRE   ET    DU    MOUVEMENT    DES    COUPS 
FLOTTA]VS. 

606.  Pour  qu'un  corps  pesant  puisse  se  tenir  en 
équilibre  à  la  surface  d'un  liquide  stagnant,  ii  est  né- 
cessaire que  son  poids  soit  raoindre  que  celui  d'un 
volume  de  ce  fluide  égal  au  sien;  toutefois,  il  j  a  des 
cas  où  il  se  forme  autour  d'un  corps  flottant  un  es- 
pace vide  de  peu  d'étendue,  qui  doit  être  ajouté  à 
son  volume,  et  qui  diminue,  conséquemment ,  sa 
densité  moyenne;  de  sorte  que  des  corps  d'un  petit 
volume  peuvent  surnager,  quoique  leur  densité  pro- 
pre surpasse  celle  du  liquide.  Nous  ferons  abstraction 
de  cette  circonstance,  qui  se  rapporte  à  la  théorie 
des  phénomènes  capillaires,  dont  il  ne  sera  pas  ques- 
tion dans  ce  Traité  (n°  588). 

La  densité  du  corps  solide,  s'il  est  homogène,  ou 
sa  densité  moyenne,  s'il  ne  l'est  pas,  étant  moindre 
que  celle  du  liquide ,  le  corps  s'enfonce  dans  le 
fluide,  jusqu'à  ce  que  le  poids  du  liquide  qu'il  dé- 
place soit  devenu  égal  à  son  poids  entier;  et  quand 
cette  égalité  a  lieu ,  le  corps  reste  en  équilibre ,  si  son 
centre  de  gravité  et  celui  du  fluide  déplacé  sont  si- 
tués sur  une  même  verticale;  car  la  pression  du  li- 
quide qui  doit  faire  équilibre  au  poids  du  corps,  est 
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égale  au  poids  du  liquide  déplacé ,  et  appliquée  à  son 
centre  de  gravité,  en  sens  contraire  de  la  pesan- 
teur (n°  602). 

Si  le  corps  flottant  est  homogène,  aussi  bien  que 
le  liquide,  le  centre  de  gravité  du  liquide  déplacé 
coïncide  avec  celui  de  la  portion  immergée  du  corps. 
Dans  Fétat  d'équilibre,  le  volume  de  cette  partie  du 
corps  est  à  celui  du  corps  entier ,  comme  la  densité 
du  corps  est  à  celle  du  liquide  ;  et  la  détermination 
des  positions  d'équilibre  d'un  corps  flottant  se  réduit 
à  un  problème  de  Géométrie,  dont  voici  l'énoncé. 
Couper  un  corps  par  un  plan ,  de  manière  que  le  vo- 
lume d'un  segment  soit  à  celui  du  corps,  dans  un 
rapport  donné ,  et  que  les  centres  de  gravité  du  seg- 
ment et  du  corps  se  trouvent  sur  une  même  perpen- 
diculaire au  plan  coupant.  Quand  on  a  déterminé  une 
section  du  corps  qui  satisfait  à  ces  deux  conditions, 
on  la  place  au  niveau  du  liquide^  de  manière  que  le 
segment  dont  on  a  considéré  le  volume,  soit  situé 
au-dessous,  et  l'on  a  une  des  positions  d'équilibre  du 
corps  flottant. 

Dans  chaque  cas  particulier ,  on  exprimera  ces 
deux  conditions  par  des  équations ,  dont  la  solution 
complète  fera  connaître  toutes  les  positions  d'équi- 
libre de  ce  corps.  Quelquefois  leur  nombre  sera  in- 
fini ,  comme  dans  le  cas  des  solides  de  révolution 
dont  l'axe  est  horizontal  ;  d'autres  fois,  ce  nombre  sera 
fini  et  déterminé  ;  mais  il  serait  difficile  de  démon- 
trer, à  priori,  qu'il  y  a  toujours  une  position  d'équi- 
libre ,  quelle  que  soit  la  forme  du  corps. 

607.    Je  choisirai  ,   pour  exemple   du    problème 
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qu'on  vient  dénoncer,  le  cas  d'un  prisme  droit  et 
triangulaire,  dont  les  arêtes  sont  horizontales.  Le 
plan  coupant  leur  sera  évidemment  parallèle;  de 
plus,  sa  direction  sera  indépendante  de  la  distance 
comprise  entre  les  deux  bases.  On  pourra  donc  faire 
abstraction  de  la  longueur  du  prisme,  et  déterminer 
seulement  l'intersection  du  plan  coupant  et  de  l'une 
des  deux  bases;  de  sorte  que  le  problème  se  rappor- 
tera à  la  Géométrie  plane;  ce  qui  aurait  lieu  égale- 
ment dans  le  cas  d'un  prisme  ou  d'un  cylindre  hori- 
zontal à  base  quelconque. 

Soit  ABC  (fig.  47)  l'une  des  bases  du  prisme  donné. 
Il  peut  arriver  que  deux  sommets  de  ce  triangle  soient 
plongés  dans  le  liquide ,  ou  qu'il  n'y  en  ait  qu'un  seul 
au-dessus  du  niveau.  J'examinerai  d  abord  le  cas  d'un 
seul  sommet  immergé;  on  verra  ensuite  comment 
l'autre  cas  se  ramène  à  celui-là.  Soient  donc  C  ce  som- 
met immergé,  et  MN  l'intersection  du  plan  coupant  et 
de  la  base  ABC,  qu'il  s'agit  de  déterminer,  et  qui  re- 
présentera le  niveau  du  liquide.  J'appellerai  <55 ,  b^  c, 
les  côtés  donnés  de  ce  triangle  ABC,  qui  sont  respec- 
tivement opposés  aux  angles  A,  B,  C;  et  je  dési- 
gnerai par  X  e\  j  les  côtés  inconnus  CM  et  CN  du 
triangle  MNC  ;  de  sorte  qu'on  ait 

BG=a,   AC  =  Z^,   AB  =  c,   CM=:^,    CN=j. 

L'aire  d'un  triangle  quelconque  est  égale  au  pro- 
duit de  deux  de  ses  côtés  et  du  sinus  de  l'angle  com- 
pris ;  on  aura  donc 

ABC  ==  i  ^6  sin  C  ;     MNC  =  i  xy  sin  C. 
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Le  prisme  entier  et  le  prisme  plonge  dans  le  liquide 
sont  entre  eux  comme  leurs  bases  ABC  et  MNC  ;  on 
doit  donc  avoir 

MNC  :  ABC  ::   r  :   i; 

r  étant  une  quantité  plus  petite  que  l'unité ,  qui  re- 
présente le  rapport  de  la  densité  du  corps  flottant  à 
celle  du  liquide.  En  mettant  pour  ABC  et  MNC  leurs 
valeurs  précédentes ,  cette  proportion  donne 

xj  =  rah.  (i) 

Maintenant,  soit  D  le  milieu  de  la  base  AB;  me- 
nons la  droite  CD,  et  prenons  sur  cette  ligne  DG=|DC; 
le  point  G  sera  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC. 
De  même ,  E  étant  le  milieu  de  MN ,  si  Fon  prend 
sur  CE  une  partie  EF  =  J  CE ,  le  point  F  sera  le 
centre  de  gravité  de  MNC.  La  droite  GF  devra  donc 
être  perpendiculaire  à  MN  ;  mais ,  à  cause  que  les  li- 
gnes CD  et  CE  sont  coupées  en  parties  proportion- 
nelles aux  points  G  et  F ,  les  droites  DE  et  GF  sont 
parallèles^  par  conséquent,  la  droite  DE,  qui  joint 
les  milieux  des  deux  bases  AB  et  MN ,  est  aussi  perpen- 
diculaire à  MN  ;  et  il  en  résulte  que  les  deux  obli- 
ques DM  et  DN  sont  égales. 

Réciproquement,  si  l'on  a  DM  =  DN,  la  droite 
DE  sera  perpendiculaire  à  MN ,  ainsi  que  sa  parallèle 
GF;  donc,  pour  que  la  droite  qui  joint  les  deux 
centres  de  gravité  G  et  F  soit  perpendiculaire  à  l'in- 
tersection MN ,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  les  va- 
leurs de  DM  et  DN  soient  égales. 

Cela  étant,  faisons  CD  =  ^,   et  désignons  par  a 
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et  ë  les  deux  parties  DCA  et  DCB  de  l'angle  ACB.  En 
considérant  les  deux  triangles  DCM  et  DCN ,  nous 
aurons 

DM  =  A*  +  X*  —  2ha:  cos  a , 
DN*  =  ^'^  +  j"  —  2hj  cos  e  ; 

et  en  égalant  ces  deux  valeurs,  il  en  résultera 

a?'  —  2hœ  cos  et  =  ^*  —  2hj-  cos  S.     (2) 

Les  équations  (1)  et  (2)  sont  celles  qui  devront 
servir  à  déterminer  œ  et  j".  Par  l'élimination  de  jr , 
on  en  déduit 

jf  4  —  2hûc^  cos  et  +  ^hrabx  cos  C  —  7^''<2*^*  ==  o .     (3) 

On  tirera  donc  la  valeur  de  x  de  cette  équation  du 
quatrième  degré •  et  Ion  aura  j"  =  —  pour  la  va- 
leur correspondante  de  j» 

L'équation  (S)  étant  d'un  degré  pair,  et  ayant  son 
dernier  terme  négatif,  il  s'ensuit  qu'elle  a  une  racine 
positive  et  une  négative.  Les  deux  autres  racines  peu- 
vent être  réelles  ou  imaginaires.  Si  elles  sont  réelles, 
la  règle  de  Descartes  fait  voir  que  l'équation  (5)  aura 
trois  racines  positives,  et  une  racine  négative;  car  en 
considérant  les  signes  de  ses  termes,  et  soit  qu'on 
donne  le  signe  +  ou  le  signe  —  au  troisième  terme , 
qu'on  j  peut  comprendre  avec  un  coefficient  nul,  on 
trouve  toujours  trois  variations  et  une  permanence. 
Les  inconnues  .r  et  jr ,  qui  sont  les  côtés  du  triangle 
BINC;  ne  pouvant  être  que  des  quantités  positives. 
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respectivement  moindres  que  les  côtes  CA  et  CB  du 
triangle  ABC,  on  rejettera  donc,  comme  étrangères  à 
la  question ,  îa  racine  négative  de  l'équation  (5) ,  les 
valeurs  de  x  plus  grandes  que  a ,  et  celles  qui  don- 
neraient une  valeur  de  j  plus  grande  que  b.  Ainsi , 
il  y  aura,  au  plus,  trois  positions  d'équilibre  pour 
lesquelles  le  sommet  Ç  est  seul  plongé  dans  le  li- 
quide. 

608.  Si  l'on  suppose  ce  sommet  hors  du  fluide,  et 
les  deux  points  A  et  B  au-dessous  du  niveau  MN,  le 
problème  sera  le  même  que  dans  le  cas  précédent , 
avec  cette  seule  différence  que  la  quantité  r  devra 
être  remplacée  par  i —  r  dans  les  équations  (i)  et  (3). 
En  effet ,  le  triangle  ABC,  et  ses  deux  parties  MNC  et 
MNBA ,  ayant  leurs  centres  de  gravité  sur  une  même 
droite ,  et  ceux  de  ABC  et  de  la  seconde  partie  de- 
vant être  situés  sur  une  perpendiculaire  à  MN ,  il  fau- 
dra toujours  que  les  triangles  ABC  et  MNC  aient 
aussi  leurs  centres  de  gravité  sur  cette  perpendicu- 
laire ;  en  sorte  que  l'on  aura  d'abord ,  sans  aucun 
changement ,  l'équation  (2) ,  qui  exprime  cette  con- 
dition. D'ailleurs,  la  proportion 

MNBA  :  ABC  ::  r  :  i, 

qui  doit  avoir  lieu  maintenant,  peut  être  changée 
en  celle-ci  : 

MNC  :  ABC  ::   1  —  r  :  i; 
ce  qui  change  aussi  l'équation  (i)  en  cette  autre; 
xj  =  (i  —  r)  abo 
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En  s'en  servant  pour  éliminer  j  de  l'équation  (2) , 
on  retrouvera  1  équation  (5),  dans  laquelle  le  rapport 
r  sera  remplacé  par  i  -r^r,  cest-à-dire,  que  Ton 
aura 

x^ —  ihx^  cos  a -f-  2^ (i  —  r)  abx  cos  ^ —  (i — r)^  a^h^  =  o.   (4) 

En  raisonnant  comme  précédemment ,  on  conclura 
de  cette  équation ,  qu'il  y  a  au  plus  trois  positions 
d'équilibre ,  pour  lesquelles  les  deux  sommets  A  et  B 
du  solide  sont  plongés  dans  le  fluide. 

Si  l'on  considère  successivement  les  trois  sommets 
A,  B,  C,  et  si  l'on  examine^  pour  chaque  sommet, 
les  cas  où  il  est  seul  plongé  dans  le  fluide  et  seul 
hors  du  fluide,  on  déterminera  toutes  les  positions 
horizontales  d'équilibre  du  prisme  donné  ;  et  il  ré- 
sulte de  ce  qui  précède,  que  ce  nombre  ne  pourra 
jamais  être  plus  grand  que  dix-huit. 

609.  Lorsque  le  triangle  ABC  est  isoscèle ,  on  peut 
se  passer  de  l'équation  (5)  ou  (4),  et  résoudre  direc- 
tement les  équations  en  oc  et  y.  Je  suppose  qu'on  ait 
h'=.aj  les  triangles  CAD  et  CBD  seront  rectangles 
et  égaux;  on  aura 

^  =  et,     h^  =  O"  —  ^c%     a  cos  ce  =z  h; 

et  les  équations  (i)  et  (2)  deviendront 

Oa  y  satisfait  d'abord ,  en  prenant 
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valeurs  qui  sont  admissibles,  à  cause  de  r  <  i  et 
a  sjr  <  a.  Il  en  résulte  une  première  position  d'é- 
quilibre, dans  laquelle  le  triangle  MNC  est  isoscèle, 
et  où  la  base  AB  du  triangle  ABC  sera  parallèle  à  MN 
ou  horizontale.  En  changeant  r  en  i  — r,  on  aura 
une  seconde  position ,  où  le  point  C  sera  situé 
hors  du  liquide ,  et  la  base  AB  toujours  horizontale. 
Mais  il  peut  aussi  exister  d'autres  positions^  d'équi- 
libre, pour  lesquelles  cette  base  sera  inclinée. 

En  effet,  si  l'on  supprime  le  facteur  j  —  x  de  la 
seconde  équation  (5) ,  il  vient 


J  -\-  oc 


4a'— c^ 


ia 


Celle-ci  et  la  première  équation  (5)  donnant  la 
somme  et  le  produit  des  deux  inconnues  x  et  j- ,  il 
s'ensuit  que  ces  quantités  seront  les  deux  racines 
d'une  même  équation  du  second  degré,  lesquelles 
racines  auront  pour  expression 

On  prendra  successivement  chacune  d'elles  pour  x 
et  l'autre  pourjK;  et  quand  elles  seront  toutes  deux 
réelles  et  moindres  que  a ,  il  en  résultera  deux  nou- 
velles positions  d'équilibre,  dans  lesquelles  la  base 
AB  sera  située  hors  du  liquide.  En  mettant  i  — /*  au 
lieu  de  r,  et  supposant  toujours  les  racines  réelles 
plus  petites  que  a ,  on  aura  deux  autres  positions  où 
cette  base  sera  immergée. 
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Lorsque  les  deux  racines  qu'on  vient  d'écrire  sont 
égales ,  la  base  AB  est  horizontale ,  et  ces  nouvelles 
positions  d'e'quilibre  doivent  rentrer  dans  les  précé- 
dentes; et,  effectivement,  ou  a  alors  4<^' — c*=4^*\/^^ 
ce  qui  donne  j-  =  .r  =  a  s/r. 

610.  Dans  le  cas  du  triangle  équilatéral,  on  fera 
cx=.a,  dans  les  formules  précédentes.  Les  valeurs 
égales  de  x  etj"  ne  seront  pas  changées  j  leurs  valeurs 
inégales  deviendront 

I  (3  ±  V9  -  i6rj, 
dans  le  cas  d  un  seul  sommet  immergé  ,  et 

|(3  d-    \/i6r  -  7)  , 

dans  le  cas  d  un  seul  sommet  hors  du  liquide.  Il  s'a- 
gira donc  de  savoir  quelle  doit  être  la  fraction  r, 
pour  que  ces  valeurs  soient  réelles  et  moindres 
que  a. 

Or,  si  l'on  a  r  <  ^  et  >  j,  la  première  formule 
sera  réelle,  et  ses  deux  valeurs  seront  moindres  que 
a;  hors  de  ces  limites,  cette  formule  sera  imaginaire, 
ou  bien  une  de  ses  valeurs  surpassera  a;  et  de  même, 
pour  que  les  valeurs  de  la  seconde  formule  soient 
réelles  et  plus  petites  que  a,  il  est  nécessaire  et  il 
suffit  que  l'on  ait  r<  ^  et  >  7^.  On  voit  donc  que 
depuis  r  =  YQ  jusqu'à  r=^,  la  première  formule 
sera  seule  admissible;  que  ce  sera,  au  contraire,  la 
seconde  qui  sera  seule  admissible  depuis  r  =  j  jus- 
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qu'à  r  =  -^;  et  que  pour  r  >  ^  ou  r  <  .^,  les  deux 

formules  devront  être  rejete'es. 

Comme  tout  est  semblable  par  rapport  aux  trois 
sommets  du  triangle  e'quilate'ral ,  le  nombre  des  po- 
sitions d'équilibre  sera  toujours  un  multiple  de  trois, 
et  ce  nombre  total  pourra  être  six  ou  dix -huit,  sui- 
vant la  valeur  de  r. 

61 1 .  Outre  leurs  positions  horizontales  d  équilibre, 
les  prismes  et  les  cylindres  homogènes  ont  aussi  des 
positions  d'équilibre,  dans  lesquelles  leurs  arêtes 
sont  verticales,  et  leurs  bases,  parallèles  au  niveau  du 
liquide,  et  qui  sonS;  doubles  pour  chaque  corps, 
parce  que  l'une  ou  l'autre  des  deux  bases  peut  être 
plongée  dans  le  fluide.  Un  prisme  vertical  et  sa 
partie  immergée  ont  leurs  centres  de  gravité  sur  une 
même  perpendiculaire  au  niveau  ;  le  rapport  de  leurs 
volumes  est  le  même  que  celui  de  leurs  hauteurs  ; 
et ,  par  conséquent ,  la  hauteur  du  prisme  immergé 
est  à  celle  du  prisme  entier,  comme  la  densité  du 
corps  est  à  celle  du  liquide ,  ce  qui  suffit  pour  déter- 
miner l'enfoncement  du  corps  dans  son  état  d'équi- 
libre. 

Les  solides  de  révolution,  et  généralement  tous 
les  corps  symétriques  autour  d'un  axe,  ont  de  même 
deux  positions  d'équilibre  dans  lesquelles  cette  droite 
est  verticale,  et  qu'on  déterminera  sans  difficulté. 
Supposons  qu'il  s'agisse, par  exemple,  d'un  ellipsoïde 
homogène,  dont  les  trois  demi-axes  soient  a,  b^c; 
plaçons  l'axe  2c  verticalement,  et  soit  u  la  distance 
du  plan  des  deux  autres  axes  à  la  section  hjleur  d'eau; 
u  étant  UR£  inconnue  positive  ou  négative  5  selon  que 
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cette  section  se  trouvera  au-dessous  ou  au-dessus  du 
centre  de  l'ellipsoïde.  Soit  aussi  Z  laîre  de  la  section 
horizontale  de  ce  corps,  faite  à  une  distance  quel- 
conque z  de  son  centre;  le  volume  du  demi-ellipsoïde 

étant  -^  ahc ,  on  aura  celui  du  segment  plonge ,  en  re- 
tranchant de   -^  abc  y  l'intégrale  /    T^dz^  qui  exprime 

la  valeur  de  la  tranche  comprise  entre  la  section  dijleur 
â!eau  et  la  section  horizontale  faite  par  le  centre  du 
corps ,  et  qui  aura  le  même  signe  que  u.  Dans  le  cas 
d'équilibre  ,  on  aura  donc 


0.V 


abc  —  /     Zdz:=:^abcr; 


r  étant  toujours  le  rapport  de  la  densité  du  corps 
flottant  à  celle  du  liquide.  Ce  corps  étant  un  ellip- 
soïde, on  aura  (n°  89) 

et  l'équation  d'équilibre  deviendra 

u^  —  Zc*u  —  2  (2r  —   1)^3  =  o. 

Elle  aura  toujours  une  seule  racine  réelle,  com- 
prise entre  zhc,  qui  sera  positive  ou  négative,  selon 
que  Ton  aura  r>  J  ou  r  <  ^.  Dans  les  cas  extrêmes 
de  r  =  o  et  r  =  i  ,  cette  racine  sera  u-=,  c  et 
M  =  —  c. 

Un  corps  symétrique  autour  d'un  axe  vertical, 
étant  plongé  successivement  et  par  la  même  partie, 
dans  différens  liquides,  s'y  enfoncera  de  quantités 
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dont  les  volumes  seront  en  raison  inverse  des  densités 
de  ces  fluides.  C'est  sur  ce  principe  qu'est  fondé  lu- 
sage  du  pèse-liqueur  ou  aréomètre,  pour  comparer 
entre  elles  les  densités  de  divers  fluides. 

612.  Parmi  les  différentes  positions  d  équilibre  d'un 
même  corps  solide  flottant  à  la  surface  d'un  liquide, 
il  y  en  a  qui  sont  stables,  et  d'autres  qui  ne  le  sont 
pas  ;  et  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n°  670 ,  si  l'on 
fait  tourner  ce  corps  autour  d'un  axe  horizontal, 
pour  fixer  les  idées,  ses  positions  successives  d'équi- 
libre seront  alternativement  stables  et  instantanées. 
Il  importe  de  distinguer  avec  soin  les  premières  des 
dernières,  qui  ne  subsistent  assez  de  temps  pour  être 
observées,  qu'à  raison  d'une  petite  adhérence  du 
corps  flottant,  au  liquide  avec  lequel  il  est  en  con- 
tact. 

Supposons  d'abord  que  le  corps  flottant  soit  par- 
faitement symétrique ,  pour  la  forme  et  pour  la  den- 
sité de  ses  parties,  de  part  et  d'autre  d'une  section 
verticale  ABCD  (fîg.  4^).  Soit  G  son  centre  de  gra- 
vité, qui  appartiendra  à  cette  section.  Dans  son  état 
d'équilibre,  soit  aussi  AC  la  droite  où  cette  section 
est  coupée  par  le  niveau  du  liquide,  prolongé  dans 
l'intérieur  du  corps,  et  H  le  centre  de  gravité  du  vo- 
lume du  fluide  déplacé  par  le  corps;  ce  point  appar- 
tiendra aussi  à  la  section  ABCD,  et  se  trouvera  sur 
la  perpendiculaire  BGK ,  abaissée  du  point  G  sur  la 
droite  AC.  Quand  le  corps  sera  homogène,  H  sera 
au-dessous  de  G ,  comme  la  figure  le  suppose  ;  mais 
quand  on  aura  lesté  le  corps  flottant,  c'est-à-dire  y 
quand  on  aura  augmenté  la  densité  de  sa  partie  in- 
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fërieure,  le  point  G  pourra  tomber  au-dessous  du 
point  H. 

Cela  étant ,  concevons  que  l'on  écarte  un  peu  le 
corps  flottant  de  sa  position  d'équilibre ,  en  le  faisant 
tourner  autour  d'un  axe  perpendiculaire  à  ABCD ,  et 
l'abandonnant  ensuite  à  lui-même  sans  vitesse  ini- 
tiale. Quel  que  soit  le  mouvement  que  le  corps  pren- 
dra, la  section  ABCD  demeurera  toujours  verticale, 
et  comprendra  constamment  le  centre  de  gravité  G. 
Dans  cette  nouvelle  position,  soit  A'C  (Q^,  49)  >  ^^ 
droite  qui  représente  le  niveau  du  liquide,  et  qui 
coupe  AC  au  point  E ,  de  manière  que  le  segment  du 
corps  qui  répond  à  AEA^,  soit  entré  dans  le  liquide, 
et  que  celui  qui  répond  à  CEC,  en  soit  sorti.  Je  sup- 
poserai égaux  les  volumes  de  ces  deux  segmens;  il 
en  résulte  que  le  volume  du  liquide  déplacé  par  le 
corps  n'aura  pas  changé  ;  le  poids  de  ce  volume  de 
fluide  sera  donc  encore  égal  à  celui  du  corps,  comme 
dans  l'état  d'équilibre  5  or,  le  centre  de  gravité  G  du 
corps  flottant  doit  se  mouvoir  comme  si  la  masse  de 
ce  corps  y  était  réunie ,  et  que  le  poids  de  ce  corps 
et  la  pression  du  fluide  y  fussent  appliquées  (n°  4^^}> 
et  ces  deux  forces  verticales  agissant  en  sens  con- 
traire l'une  de  l'autre,  et  étant  égales  dans  notre 
hypothèse ,  on  n'aura  point  à  considérer  le  mouve- 
ment du  point  G. 

Soient  W  le  centre  de  gravité  du  volume  du  liquide 
déplacé,  après  que  le  corps  a  été  écarté  de  sa  position 
d'équilibre.  Ce  point  appartiendra,  comme  le  centre  de 
gravité  ^G,  à  la  section  ABCD  •  mais  ils  ne  seront  plus 
situés,  en  général,  sur  la  même  verticale;  la  pression 
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du  fluide  fera  donc  tourner  le  corps  autour  d'une 
droite  passant  par  le  point  G,  et  perpendiculaire  à  la 
section  ABCD  ;  et  il  s'agira  de  savoir  si  ce  mouvement 
tendra  à  ramener  le  corps  à  sa  position  d'équilibre, 
ou  à  l'en  écarter  davantage,  et  à  le  faire  chavirer. 

Or,  si  Ton  mène  par  le  point  H'  la  verticale  H'M, 
qui  rencontre  la  droite  BGK  perpendiculaire  à  AC , 
au  point  M ,  il  est  évident  que  la  pression  du  fluide 
qui  s'exerce  de  bas  en  haut  suivant  la  direction  H'M, 
tendra  à  ramener  la  droite  BGK  à  sa  position  verti- 
cale, correspondante  à  l'équilibre,  ou  à  l'en  écarter 
davantage,  selon  que  le  point  M  sera  situé  au-dessus 
ou  au-dessous  du  point  G.  Dans  le  premier  cas,  l'é- 
quilibre sera  stable ,  et  dans  le  second ,  il  ne  le  sera 
pas.  Quand  le  point  M  et  le  point  G  coïncideront,  le 
corps  restera  encore  en  équilibre,  dans  la  position 
voisine  de  la  première ,  où  on  l'aura  placé. 

Si  le  centre  de  gravité  G  tombe  au-dessous  de 
celui  du  volume  du  liquide  déplacé,  qui  était  H ,  dans 
l'état  d'équilibre ,  c'est-à-dire,  si  ce  point  G  se  trouve 
entre  les  points  B  et  H,  sur  la  ligne  BK,  le  point  M 
se  trouvera  au-dessus  de  G ,  et  l'équilibre  sera  né- 
cessairement stable.  Si,  au  contraire,  le  point  G  est 
au-dessus  de  H,  comme  dans  le  cas  d'un  corps  homo- 
gène ,  îe  point  M  pourra  se  trouver  au-dessus  ou  au- 
dessous  de  G,  et  l'équilibre  pourra  être  stable  ou  non 
stable.  Le  point  M,  dont  la  considération  sert  à  dis-^ 
tinguer  l'un  de  l'autre,  les  deux  états  d'équilibre  d'un 
corps  flottant ,  symétrique  par  rapport  à  une  section 
verticale,  est  ce  qu'on  appelle  le  métacentre.  Mais  nous 
allons  donner  une  autre  règle ,  déduite  du  principe 
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des  forces  vives  pour  s'assurer,  dans  tous  les  cas^  de 
la  stabilité'  de  cet  équilibre. 

6i3.  Pour  cela,  couside'rons  un  corps  d'une  forme 
quelconque^  îiomogène  ou  hétérogène ,  en  équilibre 
à  la  surface  de  l'eau.  Soient  ABCD  (fig,  5o),  la  sec- 
tion de  ce  corps  par  le  niveau  de  l'eau  prolonge  dans 
son  intérieur,  G  le  centre  de  gravité  du  mobile,  H 
celui  du  volume  d'eau  déplacé  par  la  partie  immer- 
gée de  ce  corps,  Y  le  volume  de  cette  partie ,  et  M  la 
masse  du  corps  entier  ;  puisqu'on  le  suppose  en  équi- 
libre, la  droite  GH  est  perpendiculaire  au  plan  ABCD, 
et  la  masse  d'eau  déplacée  est  égale  à  celle  du  corps, 
de  sorte  qu'en  appelant  p  la  densité  de  l'eau ,  on  a 

M  =  Yp. 

Supposons  qu'on  élève  îa  section  ABCD  au-dessus 
du  niveau  de  Feau  (fig.  5i),  ou  qu'on  l'abaisse  au- 
dessous,  d'une  quantité  très  petite  ;  qu'en  même 
temps  p  on  incline  un  tant  soit  peu  îe  plan  de  cette 
section;  et,  pour  plus  de  généralité,  qu'on  imprime 
aussi  de  petites  vitesses  aux  points  du  mobile.  L  e- 
quilibre  sera  troublé;  et  la  question  de  la  stabilité 
consistera  à  examiner  si,  par  suite  du  mouvement 
que  le  corps  prendra,  la  section  ABCD,  fixe  dans  l'in- 
térieur du  mobile,  s'écartera  de  plus  en  plus  du 
niveau  de  l'eau ,  ou  si  elle  tendra  à  j  revenir,  eu 
oscillant  de  part  et  d'autre  de  ce  niveau.  Pendant  le 
mouvement  qui  aura  lieu ,  le  niveau  naturel  de  l'eau 
coupe  le  corps  flottant  suivant  une  section  variable 
dans  son  intérieur ,  qu'on  appelle  le  plan  de  floUai-^ 
son,  A  un  instant  quelconque,  soient  A'B'C^D'  cette 
2.  38 
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section;  AB"CD''  une  autre  section  variable  de  ce 
corps,  faite  par  un  plan  horizontal  qui  passe  par  le 
centre  de  gravite  de  la  section  ABCD  ;  AC  Tintersec- 
tion  de  ABCD  et  AW'CD" ,  variable  sur  ABCD  ;  9  l'in- 
clinaison mutuelle  de  ces  deux  sections  ;  Ç  la  distance 
de  AB'^CD''  au  plan  de  flottaison,  laquelle  distance 
sera  regardée  comme  positive  ou  comme  négative  , 
suivant  que  cette  section  se  trouvera  au-dessous  ou 
au-dessus  du  niveau  de  l'eau.  Les  quantités  variables 
ô  et  Ç  sont  supposées  très-petites  à  l'origine  du  mou- 
vement; il  s'agira  de  savoir  si  elles  resteront  très 
petites  pendant  toute  sa  durée. 

614.  En  appelant  u  la  vitesse  variable  d'un  élément 
quelconque  dm  de  la  masse  du  mobile ,  la  somme  des 
forces  vives  de  tous  ses  points  sera  donnée  par  Tin- 
tégrale  fiv'dm  étendue  à  la  masse  entière ,  et  l'équa- 
tion qui  résulte  du  principe  général  des  forces  vives, 
sera  de  la  forme  (n°  564) 

fu^dm  r=  c  +  2(p;  (a) 

c  étant  une  constante  arbitraire ,  et  (p  une  fonction 
dépendante  des  forces  qui  sont  appliquées  aux  points 
du  mobile. 

Ces  forces  sont  la  gravité ,  qui  agit  sur  tous  ses 
points  ,  et  les  pressions  verticales  que  le  fluide 
exerce  sur  la  partie  immergée  de  la  surface  du  corps; 
or,  on  peut  substituer  à  ces  pressions  des  forces  mo- 
trices agissant  sur  tous  les  élémens  dm.de  sa  masse, 
qui  sont  situés  au-dessous  du  niveau  de  l'eau,  en 
prenant  pour  chaque  élément  une  force  dirigée  en 
sens  contraire  de  la  pesanteur,  et  égale  au  poids  du 
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volume  d'eau  qu'il  remplace  ;  car  la  résultante  de  ces 
forces  motrices  aura  la  même  grandeur,  la  même 
direction  et  le  même  point  d'application,  que  celle 
des  pressions  verticales  (n°  602).  De  cette  manière, 
en  désignant  par  g  la  gravité  et  par  d^  Félément  du 
volume  du  mobile  qui  correspond  à  l'élément  dm  de 
sa  masse ,  la  force  motrice  de  dm  sera  gdm  —  gpd^ , 
si  ce  point  matériel  se  trouve  au-dessous  du  niveau 
de  l'eau,  et  gdm  s'il  se  trouve  au-dessus.  Soit  de  plus 
z  la  distance  variable  de  dm  au  plan  de  flottaison, 
positive  ou  négative,  suivant  que  dm  sera  au-dessous 
ou  au-dessus  de  ce  plan  ;  il  résuite  de  la  valeur  gé- 
nérale de  la  fonction  (p,  donnée  dans  le  n°  564 >  <ï"^ 
dans  la  question  qui  nous  occupe,  on  devra  avoir 

(p  =  fzgdm  —  fzgpds^', 

la  première  de  ces  deux  intégrales  s^étendant  à  la 
masse  entière  du  corps  flottant,  et  la  seconde,  seule- 
ment à  la  partie  immergée  de  son  volume. 

En  abaissant  du  centre  de  gravité  G  de  ia  masse  M, 
une  perpendiculaire  GE  sur  le  plan  A^BT/D' ,  et 
faisant  GÉ  =  z^,  on  aura  d'abord 

fzgdm  =  gMz^, 

pour  ia  valeur  de  la  première  intégrale.  Je  partage 
la  seconde  en  deux  parties,  l'une  relative  au  vo- 
lume V  situé  au-dessous  de  ABCD,dans  l'état  d'équi- 
libre, l'autre  relative  au  volume  compris  entre  les 
sections  ABCD  et  A^B'G'D'.  J'ai  alors  gYpz'  pour  la 
valeur  delà  première  partie  ;  z'  étant  la  distance  va- 
riable du  centre  de  gravité  H  du  volume  V  au  plan 

38.. 
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de  fiOttaison ,  c'est-à-dire ,  la  longueur  de  la  perpen- 
diculaire HF  abaissée  du  point  H  sur  le  plan  A'B'C'D'. 
En  représentant  donc  pour  un  moment  par  k  la  va- 
leur de  l'intégrale  yi;i:/(^,  étendue  à  tous  les  élémens 
dv  du  volume  contenu  entre  ABCD  et  A'B'C'D%  gfk 
sera  la  seconde  partie  de  la  seconde  intégrale  com- 
prise dans  l'expression  de  Ç) ,  et  nous  aurons 

pour  la  valeur  complète  de  cette  quantité.  Mais  la 
droite  GH  étant  perpendiculaire  au  plan  ABCD ,  l'an- 
gle qu'elle  fait  avec  la  verticale  GE  est  l'inclinaison  6 
du  plan  ABCD  sur  un  pian  horizontal  ;  si  donc  on 
appelle  a  îa  longueur  constante  de  GH,  on  aura 

Zj  ^=  z'  zh:  a  cos  9  ; 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  quand  le  point  G  est 
au-dessous  du  point  H,  et  le  signe  inférieur  dans  le 
cas  contraire.  En  substituant  cette  valeur  de  z^  dans 
celle  de  (p,  et  observant  que  M  =  Vf ,  il  vient 

(p  =  zh  gfaVcosô  —  gfk; 

et  il  ne  restera  plus  qu'à  déterminer  la  valeur  de 
l'intégrale  représentée  par  k. 

6i5.  Pour  l'obtenir,  je  décompose  l'aire  de  la  sec- 
tion ABCD  en  élémens  infiniment  petits  ;  je  les  pro- 
jette tous  sur  le  plan  de  flottaison  A'B' CD'-  ce  qui 
divise  le  volume  compris  entre  ces  deux  sections  du 
corps ,  en  une  infinité  de  cylindres  verticaux  qui  ont 
pour  bases  les  projections  horizontales  des  élémens  de 
ABCD.  Je  coupe  ensuite  un  cylindre  quelconque  par 
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une  infinité  de  plans  horizontaux,  et  je  prends  pour 
rélëment  d^  du  volume  que  je  considère ,  la  partie 
de  ce  cylindre  comprise  entre  deux  plans  consécutifs, 
dont  les  distances  au  plan  de  flottaison  sont  z  et 
s  +  Jz ,  de  sorte  que  cet  élément  soit  égal  à  la  base 
du  cylindre,  multipliée  par  dz.  Or,  <i/\  étant  l'élément 
différentiel  de  la  section  ABCD,  la  projection  hori- 
zontale ,  ou  la  base  du  cylindre  correspondant ,  sera 
<iAcos9,  puisque  9  est  l'inclinaison  du  plan  de  dk 
sur  le  plan  de  projection  ;  on  aura  donc 

d(.>  =  dzdA.cos  G  ; 

par  conséquent,  l'intégrale  fzd^,  relative  à  Tun  des 
cylindres  verticaux^  sera  le  produit  de  JA  .cos  0,  et  dé 
fzdz ,  ou  égale  à  \j^  cos  9  .  <iA ,  en  appelant  j  la 
hauteur  de  ce  cylindre  ,  ou  la  perpendiculaire  abais- 
sée de  dK  sur  le  plan  de  flottaison.  La  quantité  qu'on 
a  représentée  par  k  sera  donc 

A:  =  1  cos  ^/j'^dh  ; 

l'intégrale  s'étendant  à  l'aire  entière  de  ABCD. 

La  perpendiculaire  j"  se  compose  de  deux  parties  : 
l'une  comprise  entre  les  deux  plans  parallèles  x4^B'CD' 
et  AB''CD^^,  qu'on  a  représentée  par  ( ,  l'autre  comprise 
entre  dA  et  le  second  plan ,  qui  sera  égale  à  l  sin  G,  en 
désignant  par  Z  la  distance  de  cet  élément  à  l'intersec- 
tion AG  des  deux  pians  ABGD  et  AB''CD'';  on  aura  donc 

^      jr  =  Ç  +  Zsinfi, 

où  l'on  regardera  l  comme  une  quantité  positive  ou 
négative;  selon  que  dA  se  trouvera  au-dessous  ou 
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au-dessus  du  second  plan.  En  substituant  cette  va- 
leur dans  Fëquation  précédente,  et  observant  que  Ç 
et  S  sont  constantes  dans  Tintégration  indiquée,  il 
vient 

k=^  Ç^cos  6y?/A  +sin9  cos  ^fldX  +  isin*6cos9/MA. 

J'appelle  h  Faire  de  la  section  ABCD,  où  la  valeur 
de/dA;  la  droite  AB  renfermant,  par  hypothèse,  le 
centre  de  gravité  de  cette  section ,  l'intégrale  fldA  est 
nulle  ;  et  si  l'on  fait 

de  sorte  que  y  soit  une  ligne  dépendante  de  la  figure 
et  de  l'étendue  de  ABCD  ,  on  aura  finalement 

k  z=:  ibcos^  (^*  +  y  sin*  â). 

Cette  formule  n^est  pas  rigoureusement  la  valeur 
de  k;  pour  qu'elle  le  fut,  il  faudrait  que  le  volume 
compris  entre  les  sections  A'B^C'D'  et  ABCD  fut  un 
cylindre  vertical ,  tronqué  par  le  plan  de  la  section 
ABCD  ;  mais  quelle  que  soit  sa  forme,  on  conçoit  que 
la  valeur  exacte  de  k  doit  différer  très  peu  de  la  pré- 
cédente ,  tant  que  les  variables  Ç  et  9  sont  très  pe- 
tites; et  il  est  facile  de  s'assurer  que  la  différence  de 
ces  valeurs  est  une  quantité  du  troisième  ordre  à 
l'égard  de  '(  et  S.  En  substituant  la  valeur  approchée 
de  k  dans  l'expression  de  (p ,  faisant  aussi 

sin  6  =  6 5  -|-  etc. ,    cos  G  =  i (-  etc. , 

et  négligeant  tous  les  termes  du  troisième  ordre  par 
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rapport  à  ces  variables  6  et  Ç,  nous  aurons  donc 

ce  qui  change  Téquation  (a)  en  celle-ci  : 

en  comprenant  le  terme  ±  2gpya  dans  la  constante 
arbitraire  c. 

6i6.  La  valeur  de  cette  constante  se  déterminera 
d'après  les  valeurs  de  ?^,  Ç,  9,  à  l'origine  du  mouve- 
ment, qui  sont  supposées  très  petites;  c  est  donc  aussi 
une  quantité  très  petite;  et,  de  plus,  l'équation  (b) 
montre  que  sa  valeur  est  positive,  si  le  coefficient 
by'^^itzVa  est  positif,  quand  le  mouvement  commence. 
Si  ce  coefficient  reste  positif  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement,  on  peut  conclure  de  cette  même 
équation,  par  le  raisonnement  déjà  employé  dans  le 
n°  570 ,  que  les  variables  Ç  et  G  demeureront  cons- 
tamment très  petites  ;  de  manière  qu'on  aura  à  un 
instant  quelconque. 


ce  qui  fait  voir  que  la  stabilité  de  l'équilibre  du  corps 
flottant  tient  au  signe  de  la  quantité  by^'^Ya,  et 
que  cet  équilibre  sera  stable  toutes  les  fois  que  cette 
quantité  sera  positive  à  l'origine  et  pendant  toute 
la  durée  du  mouvement. 

L^intégraîeyZ*^>?i,  qui  est  représentée  par  ^7*,  ne 
peut  être  qu'une  quantité  positive,  puisque  tous  ses 
élémens  sont  positifs.  Le  terme  ±  \a  doit  être  pris 
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avecie  signe  +  ,  quand  le  point  G  est  plus  bas  que  le 
point  H;  donc,  dans  ce  cas,  le  coefficient  ^^"dzY« 
est  positif,  et  Fequilibre  est  stable.  Lors  donc  que  le 
centre  de  gravité  de  la  masse  entière  d'un  corps  flot- 
tant est  plus  bas  que  celui  du  volume  d'eau  qu'il 
déplace  dans  sa  position  d'équilibre,  on  peut  être 
certain  de  la  stabilité  de  cet  équilibre  par  rapport  à 
tous  les  petits  mouvemens  qu'il  est  possible  d'impri- 
mer à  ce  corps. 

Si,  au  contraire,  le  point  H  est  plus  bas  que  le 
"point  G,  le  terme  ±  Y  a  doit  être  pris  avec  le  signe  — ; 
il  faut  alors  qu^on  ait  by  ]>  Y  a ,  pour  que  le  coeffi- 
cient by^'-àzYa  soit  positif,  et  qu'on  puisse  assurer 
la  stabilité  de  l'équilibre.  Or,  la  grandeur  de  la  ligne 
y  varie  a^'^c  la  position  de  la  droite  AG,  qui  passe 
toujours  par  le  centre  de  gravité  de  la  section  ABCD, 
et  peut  tourner  autour  de  ce  point  pendant  la  durée 
du  mouvement;  mais  en  faisant  faire  à  la  droite  AC  , 
une  révolution  entière,  il  est  évident  qu'il  y  aura 
une  position  dans  laquelle  la  ligne  y  sera  plus  petite 
que  dans  toute  autre  position;  si  donc  on  calcule 
cette  plus  petite  valeur  de  y,  et  qu'on  trouve 
hy""  >»  Va,  il  sera  certain  que  le  coefficient  hy^TkzYa 
ne  peut  devenir  négatif,  et,  par  conséquent,  que 
l'équilibre  est  stable. 

Dans  un  vaisseau ,  par  exemple ,  il  est  aisé  de  voir 
que  la  droite  AC ,  à  laquelle  répond  le  minimum  de 
l'intégrale  fl'dK,  est  la  ligne  qui  va  de  la  proue  à  la 
poupe.  On  partagera  donc  l'aire  de  la  section  à  fleur 
deau  en  élémens  infiniment  petits;  puis  on  déter- 
minera par  le  calcul  intégral  la  somme  de  tous  ces 
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élemens,  multiplies  respectivement  par  le  carre  de 
leurs  distances  à  cette  ligne  ;  et  pourvu  que  cette  in- 
tégrale surpasse  le  produit  du  volume  d'eau  déplace 
par  le  vaisseau ,  et  de  la  distance  du  centre  de  gravité 
de  ce  volume  à  celui  du  vaisseau,  on  pourra  assurer 
que  l'équilibre  est  stable,  par  rapport  à  tous  les  petits 
mouvemens  du  vaisseau,  lors  même  que  le  second 
centre  de  gravité  sera  plus  élevé  que  le  premier. 

617.  Après  nous  être  occupé  de  l'équilibre  et  de 
la  stabilité  des  corps  flottans ,  nous  allons  actuelle- 
ment déterminer  leur  mouvement,  lorsqu'on  les  a 
un  peu  écartés  d'une  position  d'équilibre  stable. 
Pour  résoudre  la  question  d'une  manière  complète, 
il  faudrait  avoir  égard  à  la  fois  à  ce  mouvement  et  à 
celui  du  liquide  ;  c'est  ce  que  je  tâcherai  de  faire  dans 
un  autre  ouvrage.  Maintenant,  je  ne  tiendrai  pas 
compte  du  mouvement  du  fluide;  et  pour  simplifier 
le  problème,  relativement  au  corps  solide,  je  sup- 
poserai qu'il  soit  symétrique  de  part  et  d'autre  d'un 
plan ,  qui  restera  vertical  pendant  tout  le  mou- 
vement. 

Ce  plan  renferme  les  centres  de  gravité  G  et  H  du 
mobile  et  du  volume  de  fluide  qu'il  déplace  dans  son 
état  d'équilibre.  Dans  cet  état,  la  droite  GH  est  ver- 
ticale ,•  on  l'incline  en  la  faisant  tourner  dans  ce  plan 
autour  du  point  G;  puis  on  abaisse  ou  on  élève,  pa- 
rallèlement à  elle-même,  cette  droite  dans  ce  même 
plan  ;  on  abandonne  ensuite  le  mobile  à  l'action  de 
la  pesanteur  et  du  fluide  environnant,  sans  lui  impri- 
mer aucune  vitesse  initiale  ;  et  il  est  évident  que  la 
section  du  mobile  faite  par  le  plan  dont  il  s'agit ,  et 
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qui  le  coupe  en  deux  parties  symétriques,  demeu=» 
rera  constamment  verticale.  L'intersection  AC  des 
sections  ABCD  et  AB^'CD'',  restera  toujours  perpen- 
diculaire à  ce  plan  vertical  ;  et  comme  la  droite  AC 
renferme,  par  hypothèse,  le  centre  de  gravité  de 
ABCD,  il  s'ensuit  que  ce  centre  sera  le  point  K  où 
elle  coupe  ce  même  plan ,  et  que  la  droite  AC  ren- 
contrera toujours  le  contour  de  ABCD  dans  lès 
mêmes  points  A  et  C.  Indépendamment  de  la  symé- 
trie du  corps  par  rapport  au  plan  perpendiculaire 
à  AC,  je  supposerai,  en  outre,  pour  simplifier  en- 
core plus  la  question ,  que  la  droite  GK  soit  perpen- 
diculaire au  plan  de  la  section  ABCD  ;  ce  qui  aura 
lieu,  par  exemple,  lorsque  le  plan  des  deux  droites 
GK  et  AC  coupera  aussi  le  mobile  en  deux  parties 
symétriques. 

Au  bout  du  temps  quelconque  t ,  compté  de  Fori- 
gine  du  mouvement ,  je  représenterai  par  z^  la  dis- 
tance GE  du  point  G  au  plan  Ç\^q  A'B'C'D^,  par  Ç"  la 
distance  mutuelle  des  deux  plans  horizontaux  AB^'CD^^ 
et  A'B'C'D',  par  G  1  angle  KGE  compris  entre  la  droite 
GK  et  la  verticale  GE,  par  j"  la  distance  de  l'élément 
quelconque  dX  de  la  section  ABCD  au  plan  A'B^C'D'^ 
et  par  x  sa  distance  au  plan  vertical  mené  par  le 
point  G  et  parallèle  à  la  droite  AKC.  Je  désignerai 
aussi  par  Z  la  distance  constante  de  cet  élément  à  cette 
droite ,  et  par  /zla  longueur  donnée  de  GK.  Il  est  aisé 
de  voir  qu'on  aura 

j3^=  Ç-f-AcosO,  j^'==^-i-ZsiaG,  jr=Zcos9  +  ^sin9y 

où  l'on  regardera  Z,  Zz ,  ^,  comme  des  quantités  po- 
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sitives  ou  negalives,  selon  que  l'élément  dA  est  à 
droite  ou  à  gauche  de  la  droite  AKC,  que  la  droite  GK 
se  trouve  à  droite  ou  à  gauche  de  la  verticale  GE ,  et 
que  le  plan  AB^'CD^'  est  au-dessous  ou  au-dessus  de 
A'B'C^D'.  Enfin,  b  étant  Faire  de  la  section  ABCD , 
et  y  la  même  ligne  que  précédemment ,  on  aura 
aussi 

fdA  =  b,     fldX  =  o,     fM\  =  by^;      (i) 

les  intégrales  s'étendant  à  tous  les  élémens  de  b. 

Les  variables  Ç  et  â  feront  connaître  la  position  du 
mobile  à  chaque  instant.  Pour  ^  =  o ,  on  aura 

parce  qu'on  suppose  nulles  les  vitesses  initiales  de 
tous  les  points  du  corps,  et  en  désignant  par  a  et  S 
des  quantités  très  petites  et  données.  Le  problème 
consistera  à  déterminer  les  valeurs  de  6  et  Ç  en  fonc- 
tions de  t ,  en  supposant  que  ces  variables  demeurent 
très  petites  pendant  toute  la  durée  du  mouvement  ; 
supposition  qui  permet  de  négliger  le  carré  de  9  et  le 
produit  de  S  et  f^,  et  de  considérer  comme  un  cylindre 
tronqué,  le  volume  compris  entre  ABCD  et  A'B^C'D'. 
6i8.  Le  centre  de  gravité  G  se  mouvra  comme  si 
la  masse  M  du  mobile  y  était  réunie^  et  que  le 
poids  Mg  du  corps  et  îa  résultante  des  pressions  du 
fluide  y  fussent  appliqués.  Cette  résultante  est  dirigée 
en  sens  contraire  de  Mg-  ;  elle  est  égale  à  (V-(-U)cg-, 
en  désignant  par  V  le  volume  d'eau  déplacé  par  le 
mobile  dans  son  état  d'équilibre ,  et  par  V-{-U  ce  vo- 
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lume  au  bout  du  temps  t,  La  force  motrice  du  point  G^ 
dirigée  dans  le  sens  ds  la  pesanteur ,  sera  donc 
Mg-  —  (V  +  U)  fg: ,  ou  simplement  — Ufg-,  à  cause 
de  M  =  Vp  ;  sa  vitesse  initiale  étant  nulle  ,  il  ne 
sortira  pas  de  la  verticale  où  il  se  trouve  à  l'ori- 
gine du  mouvement,  et  Féquation  de  son  mouve- 
ment sur  cette  droite  sera 

Abstraction  faite  du  signe  ,  U  est  le  volume  com- 
pris entre  les  deux  sections  ABCD  et  A'B'CD' ;  de 
sorte  qu'en  décomposant  ce  volume  en  prismes  ver- 
ticaux, comme  précédemment,  on  aura 

l'intégrale  s'étendant  à  tous  les  élémens  de  h.  En 
mettant  pour  j  sa  valeur  précédente  ,  on  en  con- 
clut 

U  ==  /7f  cosS. 

Si  donc  on  prend  l'unité  pour  cos  fl  dans  cette  va- 
leur et  dans  celle  de  z^ ,  qu'on  les  substitue  ensuite 
dans  l'équation  du  mouvement  du  point  G ,  et 
qu'on  y  mette  aussi  Vf  au  lieu  de  M ,  il  vient 

^    +    ^È?^0.  (2) 

En  même  temps^le  mobile  tournera  autour  du  point 

G,  comme  s'il  était  ^yuà^  et  que  les  forces  qui  le 

sollicitent  ne  fussent  pas   changées   (  n^  [\^k)  ).    Ce 

.  mouvement  de  rotation  aura  donc   lieu  autour  de 
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Taxe  mené  par  le  point  G,  et  perpendicuiaire  au 
plan  qui  coupe  le  mobile  en  deux  parties  sjme'tri- 
ques,  et  il  sera  dû  uniquement  aux  pressions  du 
fluide  environnant ,  puisque  le  poids  du  corps  passe 
constamment  par  ce  point;  par  conséquent,  i équa- 
tion de  ce  mouvement  sera  (n°  592) 

en  désignant  par  M^*  le  moment  d'inertie  du  corps 
par  rapport  à  Taxe  de  rotation,  par  co  sa  vitesse 
angulaire  de  rotation  au  bout  du  temps  ^,  et  par  /a 
le  moment  total  des  pressions  au  même  instant  et 
par  rapport  au  même  axe.  On  regardera  la  vitesse 
(jù  comme  positive  ou  comme  négative ,  selon  que  le 
mouvement  aura  lieu  dans  le  sens  indiqué  par  la 
flèche  s ,  ou  dans  le  sens  opposé  ;  de  sorte  que  l'on 
aura 

d)        &^   cm 

^  dt^     di         "^  ^  ' 

et ,  cela  étant ,  on  devra  prendre  avec  le  signe  + 
ou  avec  le  signe  — ,  dans  la  valeur  de  fA. ,  les  mo- 
mens  des  pressions  qui  tendront  à  faire  tourner 
dans  le  sens  de  la  flèche  s ,  ou  dans  le  sens  opposé. 
Or,  le  moment  total  ix  pourra  se  diviser  en  deux 
parties ,  l'une  relative  au  volume  constant  V ,  et 
l'autre  au  volume  variable  U.  La  partie  de  la  pres- 
sion correspondante  au  premier  volume  est  égale  à 
Vfg,  appliquée  au  point  H,  et  dirigée  suivant  HF; 
la  perpendiculaire  abaissée  du  point  G  sur  cette 
droite  prolongée,  s'il  est  nécessaire,  a  pour  valeur 
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asin  9,  en  désignant  par  a  la  distance  GH  :  la  pre- 
mière partie  du  moment  /a  sera  donc  zfcV/^pg^sin  6, 
où  l'on  prendra  le  signe  supérieur  ou  le  signe  in- 
férieur, selon  que  le  point  H  sera  plus  haut  ou 
plus  bas  que  le  point  G.  Quant  à  la  partie  de  f^ 
qui  répond  à  U ,  si  l'on  décompose  toujours  ce  vo- 
lume en  prismes  verticaux,  et  que  l'on  considère 
la  pression  correspondante  au  prisme  quelconque 
jcos9^A,  laquelle  est  égale  et  contraire  au  poids  du  vo- 
lume d'eau  qu'il  déplace ,  on  aura  çgxr  cos  Mh  pour 
le  moment  de  cette  pression,  et,  par  conséquent, 
^gfxj  cos  G  d\  pour  la  seconde  partie  de  fj.  ;  l'intégrale 
s'étendant  à  Taire  b  tout  entière.  En  mettant  pour  x 
et  j  leurs  valeurs,  et  ayant  égard  aux  équations  (i), 
cette  quantité  deviendra  (7/*  cos  G  +  hQpgb  cosSsinfi; 
par  conséquent,  la  valeur  complète  de  /^  sera 

fM  =  (by""  cos^  8  =fc  V^  +  bh^  cos  ô)  fg  sin  9. 

Je  réduis  ,  dans  cette  valeur ,  cos  G  et  sin  G  k  l'u- 
nité et  à  9  ,  et  je  néglige  le  produit  de  Ç  et  9  ;  puis 
je  la  substitue ,  avec  les  valeurs  de  M  et  de  od  ,  dans 
l'équation  du  mouvement  de  rotation  ,  qui  devient*, 
de  cette  manière  , 

Le  problème  dépend,  donc  des  deux  équations 
différentielles  (2)  et  (5)  ;  et  comme  les  variables  9  et  Ç 
y  sont  séparées,  il  s'ensuit  que  le  mouvement  de 
rotation  du  corps  flottant  et  celui  de  son  centre  de 
*n\ivité  seront  indépendans  l'un  de  l'autre  ;  circons- 
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tance  qui  tient  a  ce  qu'on  a  supposé  la  droite  GK , 
qui  va  du  centre  de  gravite  du  mobile  à  celui  de 
ABCD ,  perpendiculaire  à  cette  section. 

En  intégrant  ces  deux  équations,  et  déterminant 
les  constantes  arbitraires  d'après  les  valeurs  initiales 

L'ordonnée  verticale  du  centre  de  gravité  étant 
égale  à  A  +  ^ ,  quand  on  néglige  le  carré  de  G ,  il 
s'ensuit  que  le  mouvement  de  ce  point  sera  le  même 
que  celui  d'un  pendule  simple  dont  la  longueur  serait 

y.  Pour  que  la  valeur  de  9  ne  croisse  pas  indéfini- 
ment, c'est-à-dire,  pour  que  l'équilibre,  d'où  l'on  a 
écarté  le  corps  flottant ,  soit  stable ,  il  faudra  et  il 
suffira  que  la  quantité  by""  ±  Na  soit  positive  ;  ce 
qui  s'accorde  avec  le  théorème  du  n"  616.  Cette  con- 
dition étant  remplie,  les  oscillations  de  la  droite  GK, 
de  part  et  d'autre  de  la  verticale  GE,  seront  les 
mêmes  que  celles  d'une  pendule  simple  qui  aurait 

Cy±.Ta  P^"^"*  longueur. 

Si  le  corps  flottant  n'était  pas  symétrique  de  part  et 
d'autre  du  plan  des  droites  GK  et  AKC ,  et  que  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  point  G  sur  la  section  ABCD 
différât  de  la  droite  GK,  les  variables  Ç  et  9  ne  seraient 
plus  séparées  dans  les  équations  (2)  et  (5)  ;  la  pre- 
mière renfermerait  un  terme  multiplié  par  -p,  et  la 
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seconde  un  terme  qui  aurait  Ç"  pour  facteur;  les  mou- 
vemens  de  rotation  et  du  point  G  ne  seraient  plus 
indëpendans  l'un  de  l'autre  ;  et  le  mobile  pourrait 
exécuter  quatre  sortes  d'oscillations  simples,  dans  les- 
quelles son  mouvement  se  décomposerait  toujours^ 
conformément  au  principe  de  la  coexistence  des 
petites  oscillations,  et  qui  se  réduisent  à  deux  dans 
le  cas  particulier  que  nous  venons  de  considérer. 
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CHAPITRE  V. 

DE  LA  MESURE  DES  HAUTEURS   PAR   L'OBSERVATION 
DU  BAROMÈTRE. 

61  g.  D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n^  5g8,  l'ëqua- 
tion  d'ëquiiibre  du  mercure  contenu  dans  la  branche 
fermée  du  baromètre^  et  de  la  pression  atmosphé- 
rique qui  a  lieu  dans  la  branche  ouverte,  est 

mgh  =  ^;  (i) 

fsr  désignant  cette  pression  rapportée  à  l'unité  de 
surface ,  g  la  gravité ,  m  la  densité  du  mercure ,  et  k 
la  différence  de  niveau  de  ce  fluide  dans  les  deux 
branches  du  baromètre;  et  en  supposant  qu'il  n'y 
ait  aucune  pression  sensible  au-dessus  de  son  niveau 
dans  la  branche  fermée. 

De  ce  que  l'équilibre  ne  doit  pas  être  troublé ,  si 
l'on  suppose  que  la  branche  ouverte  du  baromètre 
se  prolonge  jusqu'aux  limites  de  l'atmosphère,  nous 
avons  conclu  que  la  pression  fzir  est  le  poids  d'une 
colonne  verticale  et  cylindrique  de  l'atmosphère,  qui 
aurait  pour  base  l'unité  de  surface  et  pour  hauteur 
celle  de  ce  fluide.  Ce  poids  est  donc  celui  d'un  cy- 
lindre de  mercure,  de  même  base ,  et  dont  la  hauleur 
est  environ  6^,j6;  et  il  en  résulte  que  la  pression  de 
l'atmosphère  sur  chaque  mètre  carré  de  la  surface  de 
la  terre,  est  à  peu  près  dix  mille  kilogrammes. 
2.  39 
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Quand  on  s'élève  au-dessus  de  cette  surface,  la 
hauteur  et  le  poids  de  la  colonne  d'air  qui  presse  sur 
le  mercure  du  baromètre,  diminuent  de  plus  en  plus  ; 
la  hauteur  h  doit  donc  aussi  diminuer,  et  il  doit  exis- 
ter un  rapport  entre  cette  hauteur  et  celle  dont  on 
s'est  élevé,  qui  fera  connaître  l'une  au  moyen  de 
l'autre.  Cette  détermination  sera  l'objet  spécial  de  ce 
chapitre  ;  mais  auparavant ,  il  convient  de  tirer  quel- 
ques conséquences  de  l'équation  (i) ,  et  d'exposer  les 
lois  de  la  pression  de  l'air  ou  d'un  gaz  quelconque  ^ 
relativement  à  sa  densité  et  à  sa  température. 

620.  En  appelant  S  la  surface  totale  de  la  terre , 
exprimée  en  mètres  carrés ,  la  masse  de  l'atmosphère 
sera  égale  à  /wS  (o^^^yô);  m  étant  toujours  la  densité 
du  mercure.  La  masse  de  la  terre  est  jcTSr,  en  dési- 
gnant par  r  son  rayon,  et  par  cT  sa  densité  moyenne. 
Si  donc  la  fraction  f  représente  le  rapport  de  la  pre- 
mière masse  à  la  seconde,  on  aura 
r  3m(o",76) 

et  comme  on  a 

nTFr  =  4^000000™ ,      m=  1 5^,5975 ,     J^  =  5™,5o, 

on  en  conclura 

f  =  0,0000008854  ; 
en  sorte  que  la  masse  de  l'atmosphère  est  un  peu 
moindre  qu'un  millionième  de  celle  de  la  terre. 

Si  l'air  avait  la  même  densité  dans  toute  la  hau- 
teur de  la  colonne  atmosphérique,  la  hauteur  de 
cette  colonne  et  la  hauteur  h  du  mercure  dans  le 
baromètre   seraient   en   raison  inverse  des  densités 


HYDROSTATIQUE.  6ii 

de  l'air  et  du  mercure  ;  en  appelant  l  la  hauteur  de 
latmosphère,  dans  cette  hypothèse ,  et  désignant  par  p 
la  densité  de  l'air  à  la  température  zéro  et  sous  la 
pression  barométrique  0^76,  on  aura  donc 

l   =  y(o"-,76); 

et  à  cause  de  (n*  61) 

m  ... 

—  =  10402. 

9 

il  en  résulte,  à  très  peu  près, 

l  =   ygSo"'. 

L'atmosphère  doit  évidemment  s'étendre  beaucoup 
plus  haut,  puisque  la  densité  et  le  poids  de  ses  couches 
diminuent  à  mesure  qu'elles  s'élèvent  au-dessus  de  la^ 
surface  de  la  terre.  On  fixera  une  limite  qu'elle  ne 
peut  atteindre ,  en  déterminant  la  hauteur  à  laquelle 
la  force  centrifuge  est  égale  à  la  pesanteur  ;  car  au- 
delà,  la  force  centrifuge  disperserait  les  molécules 
d'air  dans  l'espace.  C'est  à  l'équateur  que  cette  li- 
mite est  le  moins  élevée;  or,  en  ce  lieu,  la  force 

or 

centrifuge  est  ^  (n°  178)  à  la  surface  de  la  terre; 
à  une  hauteur  z  au-dessus  de  cette  surface,  elle  de- 
vient   -  ^g  ^    ,   et  l'intensité  de    la    pesanteur   est 

T-^rrr^  y  ^^  désignant  par  r  le  rayon  de  la  terre  ;  la 
limite  dont  il  s'agit  sera  donc  déterminée  par  l'é- 
quation 

289r  (r  -j-  zY  ' 

de  laquelle  on  tire,  pour  cette  limite, 

39.. 


6i2  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

3  _____ 

z  =  r(  s/^-Sg  —   ï)^ 

c'est-à-dire,  à  peu  près  cinq  fois  le  rayon  de  la  terre» 
Mais  il  j  a  lieu  de  croire  que,  bien  avant  d'atteindre 
à  une  si  grande  hauteur,  l'air  est  liquéfié  par  le 
froid,  qui  augmente  rapidement  à  mesure  qu'on  s'é- 
lève dans  l'atmosphère.  Nous  ne  connaissons  pas  la 
loi  de  cette  augmentation  à  l'air  libre,  qu'il  ne  faut 
pas  confondre  avec  celle  que  l'on  observe  sur  les 
montagnes,  où  la  température  de  l'air  et  celle  du  sol 
s'influencent  mutuellement;  la  seule  donnée  que 
nous  ayons  sur  ce  sujet ,  est  celle  qui  résulte  de  l'ascen- 
sion aérostatique  de  M.  Gay-Lussac,  dans  laquelle  il 
s'est  élevé  à  une  hauteur  de  6980""  :  les  températures  de 
lair  à  la  surface  de  la  terre  et  à  cette  hauteur  étaient 
de  5o°,75  et  —  9°,5o,  du  thermomètre  centigrade; 
ce  qui  fait  une  diminution  d'environ  un  degré  pour 
1 75™  d'élévation ,  en  supposant  le  décroissement  de 
la  chaleur  uniforme. 

62  ï.  Si  l'on  ferme  en  C  {^g,  44)?  ^^  branche  ou- 
verte du  baromètre ,  ou ,  plus  généralement ,  si  l'on 
place  cette  branche  dans  un  vase  H  fermé  de  toutes 
parts  (fîg.  52),  l'équilibre  du  système  ne  sera  pas 
troublé  :  ce  sera  alors  la  pression  exercée  en  E  par  l'air 
contenu  dans  ce  vase,  qui  fera  équilibre  à  celle  de  la 
colonne  DF  du  mercure ,  suspendue  dans  la  branche 
fermée ,  au-dessus  de  son  niveau  E  dans  la  branche 
ouverte.  Cette  pression  rapportée  à  Tu  ni  té  de  surface , 
ou  ce  qu'on  appelle  la  force  élastique  de  l'air,  aura 
donc  pour  mesure  la  pression  m^h  du  mercure ,  et 
elle  sera  équivalente  au  poids  fss^  de  la  colonne  at- 
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mospliërique.  Un  baromètre  qui  s'ouvre  ainsi  dans 
un  vase  ferme ,  et  qui  sert  à  mesurer  la  force  élasti- 
que de  Fair  ou  d'un  fluide  quelconque,  contenu 
dans  ce  vase,  s'appelle  alors  un  manomètre.  Le  poids 
mgh  du  mercure  dépend  de  la  nature,  de  la  densité 
et  de  la  température  de  ce  fluide  élastique. 

Si  l'on  transporte  un  manomètre  d'un  lieu  dans 
un  autre ,  et  que  la  température  et  la  densité  de  lair 
contenu  dans  le  vase  H  soient  les  mêmes  en  ces  deux 
erfdroits,  il  faudra  que  la  hauteur  du  mercure  varie 
en  raison  inverse  de  la  gravité ,  afin  que  le  poids  de 
la  colonne  de  mercure  reste  le  même.  L'observation 
de  cette  hauteur  à  des  latitudes  différentes  pourrait 
donc  servir  à  mesurer  les  variations  de  la  pes.anteur  ; 
mais,  pour  l'exactitude  de  cette  mesure,  il  faudra 
avoir  égard  à  l'augmentation  du  volume  occupé  par 
Tair  contenu  dans  H ,  qui  résultera  d'une  augmenta- 
tion de  hauteur  du  mercure  dans  la  branche  fermée. 

Ainsi ,  supposons  que  g  elh  soient  la  gravité  et  la 
hauteur  DF  du  mercure,  en  un  lieu  de  la  terre;  le 
manomètre  étant  transporté  en  un  autre  lieu  ,  et  la 
température  étant  restée  la  même ,  supposons  que  le 
mercure  se  soit  élevé  de  D  en  D'  dans  la  branche  fer- 
mée, et  qu'il  se  soit  abaissé,  en  même  temps,  de  E 
en  E'  dans  la  branche  ouverte  5  menons  par  le  point  E' 
un  plan  horizontal ,  qui  coupe  en  F'  la  branche  fer- 
mée ;  désignons  par  N  la  différence  DT'  de  niveau  du 
mercure  dans  les  deux  branches,  et  par  g'  la  gravité 
correspondante.  Les  pressions  barométriques  seront 
entre  elles  comme  gh  et  g'h' ,  dans  les  deux  observa- 
tions; elles  seront  proportionnelles  aux  densités  du 
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fluide  contenu  dans  H,  et,  par  conséquent,  en  rai- 
son inverse  des  volumes  qu'il  occupera  dans  ce  vase^ 
en  appelant  ces  volumes  V  et  V^,  on  aura  donc 

^  _    V 

gh  —  r- 

Or,  si  Ton  appelle  c  Faire  de  la  section  horizontale 
du  tube  au  point  D ,  le  volume  du  mercure  compris 
entre  D  et  JY  sera  (h!  —  h)  c  ;  mais,  à  cause  de  l'in- 
compressibilitë  de  ce  fluide,  il  faudra,  quelle  que 
soit  la  forme  du  vase  H,  que  le  volume  V  surpasse 
V  de  cette  quantité  (Ji'  —  h)  c  ;  on  aura  donc 

et  l'on  conclura  de  Fëquation  précédente 

g  ~  [V+  {h'-h)c-\h'> 
pour  le  rapport  des  intensités  de  la  pesanteur  dans 
les  deux  lieux  des  observations.  Mais ,  quelque  soin 
que  Ton  apporte  dans  la  mesure  des  quantités  que 
cette  formule  renferme,  ce  procédé  sera  toujours 
beaucoup  moins  susceptible  d'exactitude  que  celui 
qui  est  fondé  sur  les  expériences  du  pendule. 

622.  Maintenant,  fermons  en  C  (fîg.  44)  1^  branche 
ouverte  du  baromètre ,  et  ouvrons  en  A  la  branche 
qui  était  fermée  ;  la  pression  atmosphérique  s'ajou- 
tant  à  celle  du  mercure ,  l'air  contenu  dans  EC  va  se 
comprimer,  et,  conséquemment ,  le  niveau  du  mer- 
cure s'élèvera  dans  cette  branche  et  s'abaissera  dans 
l'autre.  Ajoutons  dans  cette  autre  branche  une  nou- 
velle quantité  de  mercure ,  de  manière  que  la  diffé- 
rence de  niveau  dans  les  deux  branches  soit  encore 
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égale  a  h,  comme  auparavant.  Dans  cet  état,  si  le  mer- 
cure s'est  élevé  de  D  en  D' et  de  E  en  E',  et  que  l'on  mène 
par  le  point  E'  un  plan  horizontal  qui  coupe  l'autre 
branche  en  F',  on  aura  D'F'=:ItF.  Au  point  F',  la 
pression  du  mercure  sera  jngh  ;  en  ajoutant  la  pression 
atmosphérique  <3r,  qui  a  \\eu  au  niveau  D',  on  aura 
mgk  -f-  '2*'' ,  ou  2mgh  ;  par  conséquent ,  la  force  élas- 
tique de  l'air  contenu  dans  CE',  qui  s'exerce  sur  le 
niveau  E'  et  qui  fait  équilibre  à  cette  pression  totale, 
sera  double  de  celle  qui  avait  lieu  quand  l'air  occupait 
Tespace  CE.  Or,  l'expérience  prouve  que  l'espace  CE' 
est  moitié  de  CE;  elle  fait  voir  aussi  que  si  l'on  triple 
la  pression  par  une  addition  convenable  de  mercure , 
l'espace  occupé  par  l'air  est  réduit  au  tiers;  et,  géné- 
ralement, on  trouve  que  le  volume  du  fluide  varie 
en  raison  inverse  de  la  pression  qu'il  éprouve ,  ou , 
autrement  dit,  que  la  densité  croît  dans  le  même 
rapport  que  la  force  élastique. 

Cette  proportionnalité  est  ce  qu'on  appelle  la  loi  de 
Mariette  y  du  nom  du  physicien  qui  l'a  déduite  de 
l'observation.  Elle  suppose  que  le  fluide  n'éprouve 
aucune  variation  de  température;  en  sorte  que,  pour 
l'observer  exactement ,  il  faut  donner  à  l'air  contenu 
dans  CE,  le  temps  de  perdre  l'augmentation  de  tem- 
pérature qu'il  acquiert  par  la  compression ,  et  de  re- 
venir à  sa  température  primitive.  Elle  a  lieu  pour 
tous  les  gaz ,  et  aussi  pour  les  vapeurs,  en  supposant 
la  pression  moindre  que  celle  qui  les  réduit  en  li- 
quides. Enfin,  elle  subsiste  également  pour  les  mé- 
langes de  diffërens  fluides  ;  et  si ,  par  exemple ,  deux 
gaz  ont  la  même  température  et  un  même  volume  V, 
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que  p  soit  la  force  ëlastiqHie  de  l'un  et  p  celle  de 
l'autre ,  et  qu'on  les  réunisse  sous  le  volume  V,  la 
température  du  mélange  sera  encore  la  même ,  et  la 
force  élastique  ,  ou  la  pression  qu'il  exerce  sur  l'unité 
de  surface,  deviendra /?  +  />'. 

Ô25.  Au  moyen  de  la  loi  de  Mariotte,  on  peut  fa- 
cilement calculer  l'élévation  de  l'eau  dans  une  pompe, 
lorsqu'il  existe  de  l'air  entre  ce  liquide  et  le  piston  ; 
laquelle  élévation  serait  io™,4>  comme  nous  l'avons 
dit  précédemment  (n°  598),  si  l'eau  était  en  contact 
avec  le  piston. 

Pour  cela,  soient  ABCD  {^^^-  55)  le  tuyau  cylin- 
drique et  vertical  d'une  pompe ,  plongé  dans  l'eau 
jusqu^en  EF,  et  GH  la  base  horizontale  du  piston.  La 
pression  atmosphérique  s'exerce  sur  le  niveau  exté- 
rieur de  l'eau,  qui  est  le  même  que  le  niveau  inté- 
rieur EF.  Cette  pression,  rapportée  à  l'unité  de  sur- 
face, sera  égale  à  g^Z,  en  prenant  la  densité  de  l'eau 
pour  unité,  et  désignant  par  l  la  hauteur  io™,4  de  la 
colonne  d'eau  qui  lui  ferait  équilibre.  L^espace  con- 
tenu entre  EF  et  GH  est  rempli  d'air,  dont  la  force  élas- 
tique fait  équilibre  à  la  pression  extérieure ,  et  a  aussi 
gl  pour  mesure.  Dans  cet  état ,  j'appelle  a  la  hauteur 
donnée  de  GH  au-dessus  de  EF  ;  je  suppose  ensuite 
qu'on  élève  le  piston  jusqu'en  G'H',  et  je  désigne  par 
c  la  hauteur  aussi  donnée  de  G'H'  au-dessus  de  GH. 
L'eau  s'élèvera ,  dans  l'intérieur  de  la  pompe ,  jus- 
qu'en E'F',  à  une  hauteur  œ  au-dessus  de  EF,  et  s'a- 
baissera en  dehors ,  au  niveau  d  une  section  E^F^  de 
pompe,  située  à  une  distance  jr  au-dessous  de  EF.  En 
appelant  h  la  section  horizontale  de  la  pom^pe ,  et  è 
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celle  du  réservoir  dans  lequel  elle  est  plongée,  on  aura 

d'abord 

hx 

à  raison  de  Fincompressibilité  du  liquide  ;  et  la  ques- 
tion se  réduira  à  déterminer  la  valeur  de  œ. 

Or ,  lair  qui  occupait  Tespace  EFHG ,  occupera 
maintenant  l'espace  ET'H'G';  et  celui-ci  étant  a  l'au- 
tre comme  a^  c  —  .r  est  à  a ,  il  s'ensuit  que  la  force 
élastique  gl  du  fluide  sera  diminuée  dans  le  rapport 
inverse,  et  deviendra  .  Ce  sera  la  pression 

rapportée  à  l'unité  de  surface  qui  aura  lieu  sur  ET'; 
en  l'ajoutant  à  la  pression  de  Feau  comprise  entre 
ET'  et  E^F^ ,  dont  la  valeur  est  g  (oc  -i-j) ,  on  aura  la 
pression  totale  exercée  sur  le  niveau  intérieur  E^F^ , 
qui  devra  faire  équilibre  à  la  pression  extérieure  gl  ; 
ce  qui  exige  qu'on  ait 

la  dx         j 

en  supprimant  le  facteur  commun  g,  et  substituant 
pour  j  sa  valeur  précédente.  Cette  équation  est  du 
second  degré ,  et  peut  s'écrire  ainsi  : 

x^--œ{lf+a  +  c)  +  clf=o, 
en  réduisant ,  et  faisant ,  pour  abréger , 

En  résolvant  cette  équation ,  on  trouvera  deux  va- 
leurs réelles  et  positives  de  x  ;  mais  il  est  aisé  de  voir  que 
l'une  d'elles  sera  toujours  inadmissible.  En  effet,  l'élé- 
vation x-^y  de  l'eau  au-dessus  du  niveau  extérieur,  ne 
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peut  pas  surpasser  l;  à  cause  de  x  +^=  ^,  on  a  donc 

x<^fl;  d'ailleurs,  il  est  évident  quW  doit  aussi 
avoir  x  ^a+  c;  or,  la  somme  des  deux  racines  de 
l'équation  précédente  étant  fl  +  a^c ^  si  l'une  est 
plus  petite  que  a+c,  l'autre  sera  plus  grande  que  fl, 
ou  bien,  si  Tune  est  moindre  que  fl,  l'autre  surpas- 
sera a  +  c;  par  conséquent,  l'une  des  deux  racines 
sera  seule  admissible,  et  l'autre  devra  être  rejetée 
comme  étrangère  à  la  question. 

En  vertu  de  l'équation  d'équilibre,  la  force  élas- 
tique  -f^ —  ,  de  l'air  contenu  entre  ET'  et  G'H', 

est  égale  à  gl  —  g(^'-\'j)'  H  en  résulte  sur  la  base 
inférieure  du  piston,  une  pression  dirigée  en  sens 
contraire  de  la  pesanteur,  et  égale  à  glb — g(^'-hj')^r 
La  base  supérieure  de  ce  corps  est  poussée  en  sens 
contraire  par  la  pression  atmosphérique,  égale  à  glb  y 
la  charge  que  le  piston  supporte,  ou  l'excès  de  cette 
seconde  force  sur  la  première,  est  donc  g{x  -\-j)b, 
c'est-à-dire  ,  le  poids  de  l'eau  contenue  entre  E^F^  et 
ET',  et  élevée  au-dessus  du  niveau  extérieur;  ce 
qu'on  peut  regarder,  à  priori ^  comme  évident. 

624.  Il  nous  reste  actuellement  à  considérer  la  loi 
de  la  force  élastique  de  l'air,  relativement  à  sa  tempé- 
rature. 

Si  l'air  et  difFérens  gaz ,  soumis  à  une  pression  cons- 
tante ,  et  la  même  pour  tous ,  sont  placés  dans  une 
enceinte  dont  la  température  varie  d'un  instant  à 
Fautre ,  l'observation  prouve  que  tous  ces  fluides 
se  dilatent  également.  En  prenant  l'un  d'eux ,  Fair, 
par  exemple ,  pour  thermomètre  ,  c'est-à-dire  ,  en 
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divisant  sa  dilatation  totale  en  parties  égales ,  qui 
marqueront  les  degrés  de  la  température,  il  en  ré- 
sulte que  les  accroissemens  de  volume  de  tous  ces 
gaz  seront  les  mêmes  pour  des  augmentations  égales 
de  température ,  et  j)roportionnels  à  ces  augmen- 
tations. L'observation  prouve  aussi  que,  dans  une 
étendue  très  considérable,  les  indications  du  ther- 
momètre à  air  diffèrent  très  peu  de  celles  du  ther- 
momètre à  mercure  ;  en  sorte  que  ,  dans  cette 
étendue,  la  dilatation  dun  gaz  quelconque  est  pro- 
portionnelle à  son  accroissement  de  température, 
indiquée  par  les  degrés  du  thermomètre  ordinaire. 
Enfin,  de  zéro  à  100°,  c'est-à-dire,  de  la  tempéra- 
ture de  la  glace  fondante  à  celle  de  l'eau  bouil- 
lante, M.  Gay-Lussac  a  trouvé  que  le  volume  de 
l'air  soumis  à  une  pression  constante ,  et ,  par  consé- 
quent,  celui  d'un  gaz  quelconque,  augmentent  dans  le 
rapport  de  l'unité  à  1,^75;  ce  qui  donne  une  dilata- 
tion de  0,00575,  pour  chaque  degré  du  thermomètre 
centigrade. 

D'après  cela,  soient  V  le  volume  d'un  gaz  quelcon- 
que ,  a  la  température  zéro ,  ^zjr  sa  force  élastique ,  et 
D  sa  densité.  La  pression  rsT,  rapportée  a  l'unité  de 
surface,  restant  la  même,  et  le  nombre  de  degrés  de 
la  température  devenant  fl ,  désignons  par  V^  et  D'  ce 
que  deviendront  le  volume  et  la  densité  du  gaz; 
nous  aurons 

V'  =  V(i+aG), 
en  faisant 

et  =z  0,00375  ; 

et  comme  la  densité  varie  en  raison  inverse  du  vo« 
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lume,  nous  aurons  aussi 

I  -f-  «9 

Maintenant,  supposons  qu'on  fasse  varier  la  pression 
sans  changer  la  température  6.  Soient  p  et  p  ce  que 
deviennent  simultanément  la  pression  et  la  den- 
sité, qui  étaient  ftêr  et  D';  d'après  la  loi  de  Mariotte , 
on  aura 

et  en  mettant  pour  D'  sa  valeur  précédente ,  et 
faisant 

il  en  résultera 

p  =  Â:p(i+a9),  (2) 

pour  Texpression  de  la  force  élastique  d'un  gaz  quel- 
conque, en  fonction  de  sa  densité  et  de  sa  température. 
625.  Cette  formule  convient  aux  gaz,  aux  vapeurs, 
et  à  leurs  mélanges.  La  température  S  étant  indi- 
quée par  le  thermomètre  à  mercure,  elle  a  lieu  pour 
les  valeurs  négatives  de  S,  jusqu'à  environ  — 56°,  ou 
un  peu  moindres  que  la  température  de  la  congélation 
de  ce  fluide.  Elle  a  aussi  été  vérifiée  pour  des  tempéra- 
tures qui  surpassaient  beaucoup  100"  ;  et  la  différence 
entre  les  lois  de  dilatation  de  l'air  et  du  mercure ,  ne 
commence  à  devenir  un  peu  considérable  que  quand 
X  s'élève  à  environ  Soo"*  {^). 

(*)  Voyez,  sur  ce  point,  le  Mémoire  de  MM.  Petit  et  Dulong, 
inséré  dans  le  18^  cahier  du  Journal  de  l'École  Poljlechniqiœ, 
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Le  coefTicient  k  est  différent  pour  les  difFërens 
fluides.  Relativement  à  l'air  atmosphérique,  MM.  Biot 
et  Arago  ont  trouvé,  à  l'Observatoire  de  Paris, 

g-  =   10462, 

pour  le  rapport  de  la  densité  du  mercure  à  celle  de 
l'air,  sous  la  pression  barométrique  de  o"',76,  et  à  la 
température  zéro  (n°  61).  En  faisant  donc,  en  même 
temps , 

f^  =  mGJi ,       h  =  0^,76, 

la  valeur  de  k  sera 

et,  dans  cette  valeur,  il  faudra  prendre  pour  G  la 

gravité  au  lieu  où  le  rapport  ^  a  été  déterminé, 

c'est-à-dire ,  à  la  latitude  de  Paris ,  pour  laquelle  on  a 

G  =  9^80896. 

Le  coefïicient  de  G  se  rapporte  à  l'air  parfaite- 
ment sec  ;  si  l'air  était  humide ,  sa  densité  serait 
moindre ,  sous  la  même  pression  et  à  la  même  tem- 
pérature, et  la  valeur  de  k  varierait  en  raison  inverse 
de  cette  densité.  Sous  la  pression  barométrique  de 
o"',76,  et  à  la  température  zéro,  soit,  par  exem- 
ple, cT  le  rapport  de  la  densité  de  lair  au  maxi- 
mum d'humidité,  à  la  densité  de  l'air  parfaitement 
sec  ;  on  aura ,  comme  on  le  verra  plus  loin , 

o'^jnô  — o™,oo5o8        10    o'^.ooSoS  , 
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par  conséquent,  en  divisant  la  valeur  précédente 
de  k  par  cette  valeur  de  ^,  on  aura  la  valeur  de  k 
qui  répond  au  maximum  d'humidité  de  Tair,  sa- 
voir : 

^  =  797ï">09- 

^i^i.  Maintenant,  nous  formerons  sans  difficulté  les 
différentes  équations  d'équilibre  d'une  colonne  atmos- 
phérique. Supposons  que  cette  colonne  soit  cylindrique 
et  verticale,  et  qu'elle  ait  sa  base  à  la  surface  de  la  terre 
et  s'étende  jusqu'à  la  limite  de  l'atmosphère.  Soit  A 
l'aire  de  sa  section  horizontale.  Divisons  cette  colonne 
en  couches  horizontales  infiniment  minces,  et  sup- 
posons la  surface  A  assez  peu  étendue  pour  que  la 
densité  et  la  température  ne  varient  pas  sensiblement 
d'un  point  à  un  autre  d'une  couche  quelconque.  Ap- 
pelons ^,  p,  6,  la  force  élastique  de  l'air,  sa  densité 
et  sa  température,  qui  ont  lieu  à  la  distance  z  de  la 
surface  de  la  terre.  Soit  aussi  g'  la  gravité  à  cette 
même  distance  ;  Ag^'pcfe  sera  le  poids  de  la  couche  dont 
l'épaisseur  est  dz^  et  dont  les  deux  faces  répondent  à 
z  et  z-^dz.  La  pression  qu'elle  éprouve  sur  sa  face 
supérieure  sera  Ap  ;  celle  qui  aura  lieu  sur  sa  face  in- 
férieure aura  pour  expression  h.(p  —  -^  dz\  Mais  en 

passant  de  la  première  à  la  seconde  face  ,  la  pression 
doit  augmenter  du  poids  Ag'pdz  ;  il  faudra  donc 
qu'on  ait 

^(p  ""  S'^O  =  ^p  ■+■  Vp^^. 

ou  simplement 
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dp  =  —  g'pdz;         (3) 

ce  qui  coïncide  avec  l'équation  qu^on  déduira  de  la 
formule  (3)  du  n*  585,  en  y  faisant 

X  =  o,     Y  =  o,     Z  =  —  g\ 

En  éliminant  p  au  moyen  de  Féquation  (2),    il 

vient 

dp  g-'dz 

Si  Ton  appelle  r  le  rayon  de  la  terre  et  g  la  pesanteur 
à  sa  surface ,  on  aura 


O  (f-L-  ^\a  y 


k  la  hauteur  z ,  en  négligeant  la  variation  de  la  force 
centrifuge,  ainsi  que  l'action  de  la  masse  d  air  comprise 
entre  les  deux  surfaces  sphériques  et  concentriques 
dont  les  rayons  sont  r  et  r+z,  laquelle  action  n'entre 
pas  dans  la  valeur  de  g,  et  devrait  s'ajouter  à  celle 
de  g'  (n°  loi).  Nous  aurons,  de  cette  manière, 

dp  gr'dz 

Pour  intégrer  cette  formule,  il  faudrait  encore 
connaître  l'expression  de  9  en  fonction  de  z  ;  mais  la 
loi  des  températures  étant  inconnue ,  on  est  obligé  de 
considérer  Q  comme  une  constante;  et  l'on  prend 
dans  chaque  cas ,  pour  sa  valeur ,  la  moyenne  des 
températures  qui  répondent  aux  points  extrêmes  de 
la  colonne  d'air  à  laquelle  on  applique  cette  équation. 
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Son  intégrale  est  alors 

C  étant  la  constante  arbitraire.  En  de'signant  par  «sr 
la  pression  atmosphérique  qui  a  lieu  à  la  surface  de 
la  terre,  on  aura  à  la  fois 

z  =  o,     ;>  =  ^,     log  ^  =  ^^-Ç^^  +  C; 

et  il  en  résultera ,  a.  une  hauteur  quelconque  z  au- 
dessus  de  cette  surface , 

^^&  ^  ;^(i4-«9)  (r  +  z)*  ^"^^ 

En  vertu  de  cette  équation  et  de  la  formule  (2),  et 
en  désignant  par  e  la  base  des  logarithmes  népériens, 
on  aura  maintenant 

—  gfz  —grz 

pour  les  expressions  de  la  force  élastique  et  de  la 
densité  de  l'air,  depuis  la  surface  du  globe  jusqu'à  la 
hauteur  ou  ce  fluide  a  perdu  par  le  froid  toute  son 
élasticité. 

D'après  ce  qu'on  a  dit  dans  le  n°  619,  le  poids  de 
la  colonne  atmasphérique  qui  a  pour  base  Tunité  de 
surface,  doit  être  équivalent  à  la  pression  'Zêr  relative 
au  point  le  plus  bas;  et,  en  effet,  ce  poids  est  donné 

par  l'intégrale  /  fg'dz,  dont  la  valeur  est  <sr,  d'a- 
près les  expressions  de  f  et  de  g^ 
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627.  La  force  motrice  dun  ballon  qui  s'élève  ver- 
ticalement dans  l'atmosphère,  est  l'excès  du  poids  de 
l'air  qu'il  déplace  à  chaque  instant ,  sur  son  propre 
poids.  En  appelant  f/,  sa  masse  et  V  son  volume, 
cette  force  sera  donc  Vpg'  —  /uLg',  à  la  hauteur  z 
au-dessus  de  la  terre  ;  par  conséquent ,  on  aura 

pour  l'équation  différentielle  du  mouvement  vertical 
de  ce  corps ,  au  bout  du  temps  quelconque  t.  Si  l'on 
appelle  c  sa  densité  moyenne,  de  sorte  qu'on  ait 
fjLz=:c\,  et  qu'on  substitue  pour  p  et  g'  leurs  valeui's 
précédentes,  cette  équation  deviendra 

—  s^^  

de         k{i-\-ct%){r^zY  {r-\-zY'    ' 

En  multipliant  par  2cfe,  intégrant  et  désignant  par  C 
la  constante  arbitraire ,  il  vient 

de  r-^-z 

Si  l'on  suppose  que  le  mobile  soit  parti  de  la  sur- 
face de  la  terre  avec  une  vitesse  nulle ,  on  aura  à  la 

^  dz  . 

fois  z  =  o  et  -^  =  o;il  faudra  donc  qu'on  ait 

C   =    2fSBr   —    ^Cgr*j 

et  il  en  résultera 


dz^  isr 

dF      T 


^grz  — j 


^  g^(i  +  «9)(^+  2) 


^grz 


pour  le  carré  delà  vitesse  à  une  hauteur  quelconque» 

2.  ^o 
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En  résolvant  cette  e'quation  par  rapport  a  dt,  on  dé- 
terminera ensuite  par  la  méthode  des  quadratures, 
le  temps  que  le  mobile  emploiera  à  parvenir  à  une 
hauteur  donnée. 

En  égalant  à  zéro  la  valeur  de  ^  ,  on  détermi- 
nera la  hauteur  à  laquelle  le  mobile  demeurerait  en 
équilibre,  s'il  y  parvenait  sans  vitesse  acquise;  et  de 

même  l'équation  —  =  o,   fera    connaître  la   plus 

grande  hauteur  à  laquelle  le  ballon  s'élèverait  dans 
l'atmosphère ,  en  supposant  que  sa  masse  et  son  vo- 
lume ne  varient  pas.  La  première  de  ces  deux  hau- 
teurs s'exprimera  au  moyen  d'un  logarithme  ;  la  se- 
conde dépendra  d^une  équation  transcendante ,  et 
ne  pourra  se  calculer  que  par  approximation. 

628.  Proposons -nous  maintenant  d'appliquer  l'é- 
quation (4)  à  la  mesure  des  hauteurs  verticales. 

Soient  h  et  h'  les  hauteurs  du  mercure  dans  le  ba- 
romètre ,  à  la  station  inférieure  et  à  la  station  supé- 
rieure; T  et  T'  les  températures  correspondantes 
du  mercure  ;  t  et  t\  celles  de  l'air ,  qui  seront 
différentes  de  T  et  T',  lorsque  le  mercure  du  ba- 
romètre n'aura  pas  eu  le  temps  de  se  mettre ,  pen- 
dant les  observations,  en  équilibre  de  température 
avec  l'air  environnant.  Si  m  est  la  densité  du  mercure 

(T  — —  T\ 
I  H — ^^ — j?n  sera  sa  den- 
sité à  la  station  supérieure ,  parce  que  la  densité  de 
ce  fluide  augmente  de  ^ff~  pour  chaque  degré  de  di- 
minution dans  la  température.  Pour  plus  de  simpli- 
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cité ,  nous  comprendrons  le  facteur  i  +  -^^ —  dans 

ia  hauteur  h',  qui  sera  alors  la  hauteur  observée, 
multipliée  par  cette  quantité ,  et  nous  supposerons 
ensuite  que  ?n  soit  la  densité  du  mercure  aux  deux 
stations.  De  cette  manière,  nous  aurons 

au  moyen  de  quoi  Féquation  (4)  deviendra 

1        h     .       ,        r  -^  z  grz  ,^^ 

\og^,  +  ^\og-^=j^-^^^:-^^.      (5) 

Ainsi  qu'on  l'a  dit  plus  haut ,  il  faudra  prendre 
^  (^  +  0  pouï"  ^'  La  valeur  de  a  est  o^ooS^S  pour 
l'air  sec ,  aussi  bien  que  pour  celui  qui  renferme 
la  vapeur  d'eau  en  quantité  constante ,  et  dans  une 
proportion  quelconque.  Mais  il  faut  observer  que , 
quand  la  température  s'élève,  la  quantité  de  vapeur 
augmente,  en  général ,  dans  l'atmosphère;  et  comme 
la  densité  de  la  vapeur  serait  à  celle  de  l'air  comme 
10  est  à  16,  sous  la  pression  ordinaire  o™,  76,  il 
s'ensuit  que  la  densité  de  l'air  libre ,  dont  la  tem- 
pérature augmente  ,  doit  diminuer  dans  un  plus 
grand  rapport  que  celui  qui  répond  au  coefficient 
0,00575.  Pour  tenir  compte,  autant  qu'il  est  pos- 
sible ,  de  la  quantité  de  vapeur  qui  se  trouve  dans 
l'atmosphère,  nous  augmenterons  donc  le  coeffi- 
cient et;  et,  pour  la  commodité  du  calcul,  nous 
le  ferons  égal  à  0,004  >  ^^  sorte  que  nous  aurons 


a^ 


1000 

4o.. 
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Les  logarithmes  qui  entrent  dans  le  premier  mem- 
bre de  i'ëquation  pre'cëdente,  sont  népériens;  pour 
les  convertir  en  logarithmes  ordinaires,  je  multi- 
plie cette  équation  par  le  module  de  ceux-ci,  que 
j'appelle  M,  et  dont  la  valeur  est 

M  =  0,4542945. 

La  gravité  g  que  renferme  son  second  membre ,  est 
celle  qui  répond  à  la  station  inférieure  et  à  la  la- 
titude du  lieu  de  l'observation.  En  désignant  cet  angle 
par  4  >  ^*  comparant  la  gravité  g  à  celle  qui  entre 
dans  les  valeurs  de  k  du  n°  025  et  qui  répond  à 
la  latitude  de  Paris,  on  aura 

(i  —  o,oo2588  cos  24)  G 


ô  1  — 0,002688  cos  2(48°  5o'i4")* 

D'ailleurs,  les  coefficiens  de  G  dans  ces  deux  va- 
leurs de  k  répondant ,  l'un  à  l'extrême  sécheresse 
de  l'air,  et  l'autre  à  son  extrême  humidité,  on  peut 
prendre  la  demi-somme  de  ces  deux  quantités,  ou 
7961^,10,  pour  le  coefficient  qui  convient  à  l'état 
ordinaire  de  l'atmosphère.  On  aura  alors 

i.  [,—  0,002588  cos  2  (48°  5o  i4")]  =  (i8337'",46)  G  ; 

et,  au  moyen  de  cette  valeur,  jointe  à  celle  de  g , 
on  tirera  de  l'équation  (5) 

^—         I  —  o,oo2588  COS  24  L^^A'  \     (6) 
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formule  dans  laquelle  les  logarithmes  sont  actuelle- 
ment ceux  qui  ont  pour  base  le  nombre  10. 

Pour  faire  usage  de  cette  e'quation ,  on  ne'gligera 

d'abord  la  fraction  -  contenue  dans  son  second  mem- 
bre; ce  qui  fera  connaître  une  première  valeur  ap- 
prochée de  jz  :  en  la  substituant  dans  ce  second  mem- 
bre, on  obtiendra  une  seconde  valeur  de  z,  plus 
approchée  que  la  première ,  et  à  laquelle  on  pourra 
toujours  s'arrêter. 

En  remplaçant  le  nombre  18557,46  par  un  coef- 
ficient inconnu  a  dans  cette  équation,  et  détermi- 
nant a  d'après  la  moyenne  d'un  grand  nombre  de 
hauteurs  z,  mesurées  trigonométriquement,  on  trouve 

ce  qui  diffère  très  peu  du  coefficient  18557,46,  que 
nous  avons  calculé  directement. 

629.  Si  l'on  veut  employer  la  formule  (6)  à  déter- 
miner l'élévation  d'un  lieu  de  la  terre,  au-dessus  du 
niveau  de  la  mer,  on  supposera  que  T',  t' ,  h' ,  se  rap- 
portent à  ce  lieu ,  et  T,  ^ ,  ^ ,  au  bord  de  la  mer  qui 
en  est  le  moins  éloigné  ;  et ,  pour  plus  d'exactitude , 
on  devra  prendre  pour  -^  une  latitude  moyenne  entre 
celles  de  ces  deux  points.  D'après  la  remarque  du 
n°  255,  il  faudra  aussi  avoir  égard,  dans  l'expression 
de  la  pesanteur  g%  à  l'action  de  la  couche  de  la  terre 
dont  la  hauteur  est  z  ;  en  supposant  sa  densité  égale 
à  la  moitié  de  la  densité  moyenne  de  la  terre  ,^  oa  a 
alors 
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et,  à  cause  de  la  petitesse  de  la  fraction  -,  on  trou- 
vera qu'en  faisant  usage  de  cette  pesanteur-^',  ^^ 
quantité  i  +  - ,  contenue  dans  la  formule  (6) ,  devra 

être  remplacée  par  i  -}-  5-, 

Pour  donner  un  exemple  du  calcul  de  cette  for- 
mule, ainsi  modifiée,  je  prends  celui  qui  est  cité 
dans  V Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes^  et  qui 
se  rapporte  à  la  hauteur  de  Guanaxuato  au-dessus  du 
niveau  de  la  mer. 

Les  données  de  cet  exemple  sont  : 

h  =  o"^,765i5  ,     T  =  ^  ==  25°  5 , 

^'  =  0^^,60095,     T'  =  ^'=2i«5,     4  =  21°. 

La  hauteur  h' ^  corrigée  et  multipliée  par  le  facteur 
I  -I —  —  ^  qui  doit  être  employée  daus  la  for- 
mule (6) ,  devient 

h'  =  p°^,6oi58. 


En  négligeant  la  fraction  -  dans  cette  formule  ,  on 

trouve 

z  =  2077^98  , 

pour  la  première  valeur  approchée  de  jz;  et  en  subs- 
tituant cette  valeur  dans  la  même  formule,  prenant 

I  -|-  5-  au  lieu  de  i  4-  -  >  comme  il  vient  d  être  dit , 

et  observant  qu'on  a 

r  =  6566198'", 
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on  obtient 

z  =  ^oSi'^^gô, 

pour  la  hauteur  demandée ,  laquelle  est  moindre  que 
celle  de  YAnnuairey  d'à  peu  près  2  mètres  et  demi. 

65o.  Lorsque  la  hauteur  z  n'est  pas  très  considé- 
rable, on  peut  négliger  la  fraction  -  dans  la  for- 
mule (6) ,  et  remplacer  en  même  temps  le  nombre 
i8557™,4^ ,  par  un  coefficient  plus  grand.  Celui  qui 
résulte  d'observations  nombreuses  que  Ramond  a 
faites  dans  le  midi  de  la  France,  est  i83g5  mètres, 
La  latitude  correspondante  est  à  peu  près  4^  =  45''  ; 
et,  cela  étant,  l'équation  (6)  se  réduit  à 

ce  qui  est  la  formule  barométrique  dont  on  fait  le 
plus  communément  usage. 

Dans  un  même  vase  ,  et  sous  la  même  pression  at- 
mosphérique, l'ébullition  de  l'eau  distillée  commence 
toujours  à  une  même  température ,  et  cette  tempéra- 
ture s'abaisse  à  mesure  que  la  pression  extérieure 
diminue.  Si  donc  on  avait  formé,  par  l'expérience , 
une  table  des  températures  où  l'eau  commence  à 
bouillir,  sous  des  pressions  décroissantes  par  des 
différences  très  petites,  et  qu'on  portât  un  vase  con- 
tenant de  l'eau ,  à  différentes  hauteurs  au-dessus  de  la 
terre,  les  températures  où  cette  eau  commencerait  à 
bouillir,  feraient  connaître,  au  moyen  de  la  table 
que  nous  supposons ,  les  hauteurs  barométriques  cor- 
respondantes; que  l'on  pourrait  employer  dans  la 
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formule  précédente.  C'est  de  cette  manière  qu'on  a 
proposé  de  déterminer  les  différences  de  hauteur 
au-dessus  de  la  terre,  par  l'observation  de  l'ébuUi- 
tion  de  l'eau ,  et  sans  recourir  explicitement  aux  me- 
sures du  baromètre. 

63 1.  Je  terminerai  ce  chapitre  par  quelques  re- 
marques relatives  au  poids  et  à  la  force  élastique  des 
vapeurs,  laquelle  force  est  aussi  ce  qu'on  appelle  la 
tension  de  ces  fluides. 

Si  un  vase  fermé  renferme  un  liquide  en  quantité 
suffisante  pour  fournir  toute  la  vapeur  qui  peut  s'y 
former,  celle  qui  s'élève  de  ce  liquide  atteint,  plus 
ou  moins  vite,  un  maximum  qui  ne  dépend  que  de 
la  température,  et  qui  est  le  même  quand  le  vase  est 
vide  d'air,  ou  quand  il  contient  de  l'air  ou  un  gaz 
quelconque,  condensé  ou  dilaté.  Soit  que  cette  quan- 
tité de  vapeur  ait  atteint  son  maximum  ^  ou  qu'elle 
soit  encore  au-dessous,  sa  tension  s'ajoute  à  la  force 
élastique  du  gaz  sec,  et  la  somme  forme  la  force  élas- 
tique du  mélange.  A  la  même  température,  la  tension 
maxima  est  différente  pour  les  différentes  vapeurs  ;  et 
la  loi  qu'elle  suit,  pour  une  même  vapeur,  n'est  pas 
encore  connue  en  fonction  de  la  température.  Relative- 
ment à  la  vapeur  d'eau ,  les  expériences  les  plus  éten- 
dues qu'on  a  faites,  jusqu'à  présent,  sont  celles  des 
commissaires  de  l'Académie  des  Sciences ,  dont  il  est 
rendu  compte  dans  les  tomes  X  et  XI  de  ses  Mé- 
moires. 

La  force  élastique  maxima  de  la  vapeur  d'eau  ,, 
formée  dans  le  vide,  à  la  température  de  18% 75, 
par  exemple,  est  mesurée   par  une  hauteur  baro-- 
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métrique  de  o^'^oiô.  Quand  elle  se  produit  dans 
l'air  sec  ,  à  cette  température  et  sous  la  pression 
ordinaire  o'^yjG,  sa  force  élastique  s'ajoute  à  cette 
pression,  et  l'expérience  donne  effectivement  o'^yjjG 
pour  la  pression  exercée  par  le  mélange. 

Si  l'on  pouvait,  sans  liquéfier  la  vapeur  isolée, 
élever  sa  tension  de  0^,016  à  0^,76,  sa  densité,  da- 
près  la  détermination  de  M.  Gay-Lussac,  serait  à 
celle  de  l'air  sec,  sous  la  même  pression  et  à  la 
même  température,  dans  le  rapport  de  10  à  16. 
En  vertu  de  la  loi  ^de  Mariotte ,  la  densité  de  la 
vapeur  que  nous  prenons  pour  exemple  est  donc 

-^.    '  ^  ;  celle  de  l'air,  à  la  température  de  i8°,75 

et  sous  la  pression  de  o°',76,  étant  prise  pour  unité. 
Par  conséquent ,  si  l'on  appelle  P  le  poids  d'un  litre 
de  cet  air,  et  P'  celui  d'un  litre  de  la  vapeur  d'eau , 
on  aura 

76- 

A  la  température  zéro,  P  serait  égal  à  1000  grammes, 
divisé  par  769,4  (n**  61)  ;  pour  obtenir  sa  valeur  à  la 
température  de  18% 75,  il  faut  diviser  ce  quotient  par 
I  +  (18,75)  (0,00375),  d'après  la  loi  de  la  densité  de 
l'air;  il  en  résulte 

P  =  is%2i455, 

et  l'on  en  déduit 

F=  o°%oî597. 

Le  poids  d'un  litre  de  vapeur,  à  la  température  de 
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i8°,75,  et  à  son  maximum  de  densité,  doit  aussi 
être  celui  de  la  plus  grande  quantité  de  vapeur  que 
peut  contenir  un  litre  dair  à  cette  température,  et 
quelle  que  soit  sa  densité.  Or,  par  une  expérience  di- 
recte ,  Saussure  a  trouvé  i  o  grains  pour  le  plus  grand 
poids  de  la  vapeur  d'eau  qui  peut  se  former  dans 
un  pied  cube  d'air ,  sous  la  pression  ordinaire  et  à  la 
température  donnée;  d'où  il  résulte  (0,01646)  gram- 
mes pour  le  décimètre  cube;  ce  qui  diffère  peu  du 
résultat  précédent. 

Généralement ,  sous  une  pression  barométrique  h , 
et  à  une  température  quelconque,  si  l'on  appelle  A 
la  densité  de  l'air  sec ,  A'  celle  de  Fair  mouillé ,  et 
a  la  tension  de  l'air  qu'il  renferme ,  on  aura 

car  un  volume  quelconque  A  d'air  mouillé  se  com- 
posera d'un  pareil  volume  d'air  sec,  dont  la  force 
élastique  serait  réduite  h.  h  —  a ,   et  la  densité  à 

tQi  —  a)  y  joint  à  un  égal  volume  de  vapeur  qui 

aurait  -^  t  A   pour    densité  ;    par    conséquent ,    la 

somme  de  ces  deux  densités ,  multipliées  par  A , 
exprimera  la  masse  AA'  du  mélange  ;  et  en  suppri- 
mant le  facteur  commun  A ,  on  aura  l'équation 
précédente.  Cette  équation  servira  à  déterminer  le 
poids  d'un  volume  donné  d'air  mouillé  ,  d'après 
le  poids  de  ce  volume  d'air  sec  à  la  même  tempé- 
rature ,  et  la  tension  de  la  vapeur  contenue  dans 
l'air  mouillé.  En  y  faisant  h  =  o"';76,  supposant 
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que  la  température  soit  zéro ,  et  observant  qu'à 
cette  température  la  tension  maxima  de  la  vapeur 
deau  est  o™,oo5o8,  on  en  déduira  la  valeur  de  cT 
du  n**  625. 

652.  Si  l'atmosphère  qui  nous  enveloppe  n'existait 
pas,  elle  serait  remplacée  par  une  autre  atmosphère  for- 
mée de  la  vapeur  d'eau  qui  s'élèverait  de  la  mer.  La  loi 
des  densités  de  ses  couches  et  sa  hauteur  totale  dépen- 
draient de  la  loi  de  la  température ,  qui  aurait  lieu 
dans  cette  atmosphère  de  vapeur  aqueuse ,  et  que  nous 
ne  pouvons  aucunement  connaître;  mais,  quelle  qu'elle 
soit,  le  poids  tolal  d'une  colonne  verticale  cylindrique 
de  cette  vapeur,  ayant  pour  base  l'unité  de  surface, 
sera  toujours  égal  à  sa  force  élastique  qui  répond  à  son 
point  le  plus  bas  (n°  Q2Ç>)  ;  et  quand  sa  densité  en  ce 
point  aura  atteint  son  maximum^  cette  force  ne  dé- 
pendra plus  que  de  la  température  correspondante.  A 
la  vérité,  nous  ignorons  aussi  quelle  pourrait  être  cette 
température  ;  et  il  y  a  lieu  de  croire  qu'elle  serait  beau- 
coup inférieure  à  celle  qui  a  lieu  maintenant  à  la 
surface  de  la  terre ,  parce  que  le  fluide  qui  se  trouve- 
rait en  contact  avec  cette  surface ,  aurait  une  densité 
beaucoup  moindre  que  celle  de  l'air  ordinaire.  Pour 
fixer  les  idées ,  supposons  que  la  température  dont  il 
s'agit  soit  encore  i8°,75.  Le  poids  de  la  colonne 
d  atmosphère  aqueuse  ayant  pour  base  un  décimètre 
carré ,  ne  pourra  pas  excéder  celui  d'un  prisme  de  mer- 
cure qui  aurait  la  même  base,  et  o"',oi6  pour  hau- 
teur, c'est-à-dire,  le  poids  de  16  centièmes  d'un 
litre  de  mercure,  ou  à  peu  près  25oo  grammes.  Le 
poids  de  toute  la  vapeur  d'eau  qui  peut  être  con- 
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tenue  dans  une  colonne  d  air  de  notre  atmosphère  ^ 
dépend  de  la  loi  du  dëcroissement  de  la  température 
dans  le  sens  vertical ,  et  ne  saurait  être  calculé  ; 
mais  si  la  base  de  la  colonne  est  un  décimètre  carré , 
et  la  température  inférieure  iS'^yS,  on  s'assurera  ai- 
sément que  ce  poids  doit  surpasser  2  5oo  grammes, 
en  observant  que ,  dans  toute  la  partie  de  cette  co- 
lonne dont  la  température  différera  peu  de  iS^fj5  y 
et  jusqu'à  la  hauteur  où  la  pression  ne  sera  pas  ré- 
duite à  o"^,oi6 ,  chaque  litre  d'air  peut  renfermer  en- 
viron 16  milligrammes  de  vapeur. 

Ainsi,  l'atmosphère  qui  presse  sur  la  surface  de  la 
terre,  n'est  pas,  comme  on  le  disait  autrefois,  la 
cause  qui  empêche  les  liquides  de  se  vaporiser  et  de 
se  disperser  dans  l'espace;  au  contraire,  sa  présence 
permet  aux  vapeurs  de  se  maintenir,  au-dessus  de  la 
terre ,  en  plus  grande  quantité  que  si  l'atmosphère 
n'existait  pas. 
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CHAPITRE  Vï. 

DE   LA   FORCE    ELASTIQUE    ET   DE   LA   CHALEUR 
DES   GAZ. 

655.  La  loi  de  Mariotte  suppose,  comme  nous 
lavons  dit  (n''  622),  qu'on  a  laissé  au  fluide,  dilaté 
ou  condensé ,  le  temps  de  revenir  à  sa  température 
primitive.  Si  Ton  ne  prend  pas  cette  précaution ,  la 
température  augmente  ou  diminue  en  même  temps 
que  la  densité ,  et  la  force  élastique  croissant  ou  dé- 
croissant ainsi ,  à  raison  de  la  densité  et  à  raison  de 
la  température ,  on  conçoit  qu'elle  doit  varier ,  pour 
un  même  fluide ,  dans  un  plus  grand  rapport  que  sa 
densité.  Lorsque  le  fluide  est  contenu  dans  un  vase 
dont  les  parois  sont  imperméables  à  la  chaleur,  il 
conserve  tout  son  calorique,  en  se  condensant  ou  en 
se  dilatant ,  et  sa  température  augmente  ou  diminue 
en  conséquence.  Il  en  est  de  même  toutes  les  fois 
que  ses  variations  de  densité  sont  assez  rapides  pour 
que  sa  chaleur  propre  nait  pas  le  temps,  dans  le  cas 
de  la  condensation ,  de  s'échapper  sous  forme  rayon- 
nante ,  ou  de  se  communiquer ,  par  le  contact ,  aux 
corps  voisins,  et  pour  que,  dans  le  cas  de  la  dilata- 
tion ,  ces  corps  ne  puissent  communiquer  au  fluide , 
par  le  rayonnement  ou  par  le  contact,  une  quan- 
tité sensible  de  calorique.  C'est  ce  qu'on  suppose^ 
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par  exemple,  comme  on  l'expliquera  par  la  suite , 
relativement  aux  variations  de  densité  qui  ont  lieu 
dans  les  ondes  sonores ,  et  dont  la  durée  n'est  que  de 
quelques  millièmes  de  seconde.  Dans  cette  question , 
et  dans  beaucoup  d'autres,  il  serait  important  de 
connaître  l'expression  de  la  force  élastique  d'un  gaz, 
en  fonction  de  la  densité,  et  l'élévation  ou  l'abais- 
sement correspondant  de  la  température ,  lorsque 
la  quantité  de  chaleur  de  la  masse  fluide  demeure 
invariable.  Mais  nous  manquons,  dans  l'état  actuel 
de  la  science ,  des  données  nécessaires  pour  la  solu- 
tion complète  de  ce  problème;  et  je  vais  exposer, 
dans  ce  chapitre ,  ce  que  le  calcul  et  l'expérience 
nous  ont  appris ,  jusqu'à  présent ,  sur  cette  ma- 
tière. 

634.  Soient  f  la  densité  d'un  gaz,  9  sa  tempéra- 
ture en  degrés  du  thermomètre  centigrade  ,  et  p  la 
pression  qu'il  exerce  sur  chaque  unité  de  surface , 
ou  la  mesure  de  sa  force  élastique;  on  aura  (n°  624) 

p  =  kf>(i  +  ag);  (i) 

a.  et  k  étant  deux  coefficiens  indépendans  de  p  et  9 , 
dont  le  premier  est  le  même  pour  tous  les  gaz  et 
égal  à  0,00575  ,  et  dont  le  second  doit  être  donné 
pour  chaque  gaz  en  particulier. 

La  quantité  totale  de  chaleur  contenue  dans  un 
poids  donné  d'un  corps ,  dans  un  gramme ,  par  exem- 
ple ,  ne  saurait  être  calculée  ;  on  la  regarde  comme 
inépuisable ,  et  comme  extrêmement  grande  par  rap- 
port aux  quantités  dont  elle  varie  quand  ce  corps 
change  de  densité  ou   de  température;  et  ce  sont 
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ces  quantités  additives  ou  soustractives  que  Ton  com- 
pare entre  elles ,  et  que  l'on  soumet  au  calcul.  Ainsi , 
nous  désignerons  par  q  Texcès  de  la  quantité  de 
chaleur  contenue  dans  un  gramme  du  gaz  que  nous 
considérons ,  sur  celle  que  ce  gramme  renferme , 
lorsque  le  gaz  a  une  température  et  une  densité 
choisies  arbitrairement ,  qui  seront ,  pour  fixer  les 
idées,  la  température  zéro  et  la  densité  correspon- 
dante à  la  pression  ordinaire  de  0^,76.  Cette  quan- 
tité q  sera  une  fonction  de  p ,  f ,  9 ,  ou  simple- 
ment àe  p  et  c,  puisque  ces  trois  variables  sont 
liées  entre  elles  par  l'équation  précédente.  On  aura 
donc 

f  indiquant  une  fonction  dont  il  s'agira  de  déter- 
miner la  forme. 

La  chaleur  spécifique  de  ce  gramme  de  fluide  est 
la  quantité  de  chaleur  qu'il  faudrait  lui  communi- 
quer pour  élever  sa  température  d'un  degré ,  ou , 
pour  ainsi  dire ,  la  vitesse  de  l'accroissement  de  q 

par  rapport  à  S ,  dont  l'expression  sera  ~,  Mais  on 

pourra  la  considérer  sous  deux  points  de  vue  dif- 
férens  :  en  supposant  la  pression  p  constante ,  et 
laissant  au  gaz  la  liberté  de  se  dilater,  ou  bien  en 
le  tenant  sous  un  volume  constant ,  et  supposant 
que  la  pression  p  augmente  avec  la  température.  En 
vertu  de  l'équation  (1),  on  a 
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quand  on  regarde  p  comme  une  constante ,  et 

dp  etp 

dS  I  +  ctQ  ' 

lorsqu'on  suppose  f  invariable.  Si  donc  on  appelle 
c  la  chaleur  spécifique  du  gaz  à  pression  constante , 
et  c^  sa  chaleur  spécifique  à  volume  constant,  de 
sorte  qu'on  ait 

dq  dp  dq    dp 

^  "  4    "^  '       ^'^~dp    dE  ' 

il  en  résultera 

^-"^  dp    1   -i-ccQ'  "-'-^  dp  i-j-uB'        ^^^ 

et,  par  conséquent, 

en  désignant  par  y  le  rapport  des  deux  chaleurs 
spécifiques ,  c'est-à-dire ,  en  faisant 

c 

Il  est  évident,  à  priori ,  que  ce  rapport  y  doit 
surpasser  l'unité  ;  car  il  faut  plus  de  chaleur  pour 
augmenter  la  température  d^un  gaz ,  et  le  dilater 
en  même  temps ,  que  pour  augmenter  sa  tempéra- 
ture d'une  même  quantité  ,  sans  écarter  ses  molé- 
cules. Mais  l'expérience  peut  seule  faire  connaître 
la  valeur  de  y  pour  les  différens  gaz ,  et  comment 
cette  valeur  dépend  de  la  pression  et  de  la  densité. 
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Cette  valeur  se  déduit,  comme  on  le  verra  tout  à 
l'heure,  de  l'accroissement  de  la  température  cor- 
respondant à  une  petite  condensation  du  gaz,  sans 
aucune  perte  de  chaleur. 

655.  Représentons  toujours  par  9  la  température 
du  gaz  ;  et  soit  S  +  r<)  ce  qu'elle  devient  après  que 
la  densité  du  fluide  a  été  augmentée,  par  une  com- 
pression très  rapide ,  dans  le  rapport  de  i  H-  cT  à 
l'unité  ;  cT  étant  une  très  petite  fraction.  Si  la  perte 
de  chaleur,  pendant  la  durée  de  cette  compression , 
a  été  insensible,  raccroissement  de  température  ca 
correspondant  à  la  très  petite  condensation  J^,  est 
la  quantité  qu'il  s'agira  d'abord  de  déterminer  par 
l'expérience  suivante. 

Pour  cela ,  supposons  que  le  gaz  soit  de  l'air  at- 
mosphérique contenu  dans  un  vaisseau  fermé ,  et 
dont  la  pression ,  la  densité  et  la  température  soient 
les  mêmes  qu'à  l'extérieur ,  où  nous  supposerons 
qu'elles  sont  représentées  par  p,  f ,  9,  pendant  toute 
la  durée  de  l'observation.  On  enlève  une  petite  por- 
tion de  l'air  intérieur  ;  et ,  après  que  l'air  restant  a 
repris  sa  température  primitive,  on  désigne  par  p' 
et  p'sa  pression  et  sa  densité.  On  rétablit  ensuite  la 
communication  avec  l'air  extérieur  ;  la  pression ,  la 
densité  et  la  température  augmentent  en  même 
temps;  en  sorte  qu'après  un  temps  très  court,  la 
pression  intérieure  est  égale  à  la  pression  qui  a  lieu 
au  dehors.  A  cet  instant,  on  interrompt  la  commu- 
nication ,  et  l'on  désigne  par  f"  et  6  +  &>  la  densité 
et  la  température  intérieures.  Enfin ,  cet  accroisse- 
ment ù)  de  la  température  se  dissipe;  et,  sans  que  la 


2. 
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densité  f  varie ,  la  pression  intérieure  diminue ,  et 

devient  p". 

La  densité  de  l'air  intérieur  ayant  passé  très  rapi- 
dement de  f'  à  f ,  si  Ton  prend  ^ 

et  qu'on  fasse  abstraction  de  la  petite  quantité  de 
chaleur  qui  a  pu  être  absorbée  par  le  vase,  pendant 
le  temps  de  ce  passage ,  Taccroissement  de  tempéra- 
ture Où  sera  celui  qui  répond  à  la  condensation  cT,  et 
dont  on  cherche  la  valeur.  L'indication  d'un  ther- 
momètre plongé  dans  l'air  intérieur^  serait  trop  lente 
pour  faire  connaître  cette  augmentation  de  tempéra- 
ture, qui  ne  subsiste  que  pendant  un  temps  très 
court  ;  mais  on  peut  conclure  la  valeur  de  où  y  des  trois 
pressions  p,  p',  /?",  ou  des  trois  hauteurs  baromé- 
triques correspondantes ,  que  l'on  a  le  temps  d'ob- 
server. 

En  effet,  il  y  a  deux  époques,  dans  Texpérience 
qu'on  vient  de  décrire,  où  la  même  température  9 
répond  à  des  densités  différentes  f  '  et  fj  et  aux 
pressions  données  p'  et  p''.  D  après  la  loi  d€  Mariotte, 

on  a  donc 

/»    P 


P  P 


et,  conséquemment , 

i\  _  P-P  . 

ce  qui  fait  connaître  la  condensation  cT.  De  plus,  il  y 
a  aussi  deux  époques  où  la  même  densité  f  a  lieu 
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pour  les  températures  6  +  &>  et  6,  sous  les  pressions 
p  et  p'\  D'après  la  loi  des  forces  élastiques  à  égale 
densité,  on  aura  donc  aussi 

d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  co  correspondante  à  ia 
condensation  cT. 

Dans  une  expérience  faite  par  MM.  Desormes  et 
Clément,  où  le  passage  de  la  densité  f>^  à  la  densité  p'' 
s'est  effectué  en  moins  d'une  demi-seconde ,  on  a  eu 

p  =  0-7665,     p'  =  0^7527,     /  =  0^7629  ; 

ce  qui  donne 

J^  =  o,oi55. 

On  avait  aussi  â=i2%5;  et,  à  cause  de  a=:o,oo375> 
on  déduit  de  l'équation  (4) 

Gj  =  i«,5i73; 

d'où  il  résulte  que  pour  une  condensation  de  0,01 55 , 
sans  perte  de  chaleur,  la  température  de  l'air  augmen- 
terait de  i**,5i75,  ou  d'à  peu  près  un  degré  pour  une 
condensation 

rv  o,oi33i 

d     =  5 — 5-  =   0,0I0K 

ï,3i73  ' 

Cet  accroissement  de  température  peut  aussi  se 
déduire  de  la  vitesse  du  son;  et  de  cette  manière 
j'avais  trouvé,  autrefois,  un  accroissement  d'un  de- 
gré pour  une  condensation  — ^ ,  sans  perte  de  cha- 

41.. 
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leur;  résultat  dont  rexpérience  que  nous  citons  ne 

s  écarte  pas  beaucoup. 

656.    Maintenant,  je  dis  que   le  rapport   y  du 
n®  634  a  pour  expression 

>  =  ■  +  (,  +\B)y        (^) 

Supposons ,  en  effet ,  que  la  force  élastique  et  la  tem- 
pérature d'un  gaz  étant,  comme  précédemment,  p 
et  9,  la  condensation  cT  soit  équivalente  à  celle 
que  le  fluide  éprouve,  lorsqu'on  diminue  un  tant 
soit  peu  sa  température,  sans  changer  la  pression.  En 
désignant  par  e  cette  petite  variation  de  température, 
on  aura 

de 


J^    = 


^8' 


Appelons  F  la  quantité  de  chaleur  qu'il  faudrait  com- 
muniquer à  un  gramme  du  gaz  que  l'on  considère  , 
pour  élever  sa  température  ^  de  9  ^ —  ê  à  6 ,  sans  chan- 
ger la  pression  p;  la  chaleur  spécifique,  à  pression 
constante ,  étant  c ,  on  aura  aussi 

r  =  Cê. 

Après  cette  communication  de  chaleur,  supposons 
que  l'on  comprime  subitement  ce  fluide ,  de  ma- 
nière à  le  ramener  à  son  volume  primitif  ;  il  éprou- 
vera alors  la  condensation  cT  ;  et  s'il  n'a  perdu  aucune 
quantité  de  (pâleur,  sa  température  aura  augmenté 
de  û) ,  et  sera  devenue  9  +  û^.  Dans  cet  état,  la 
pression  du  fluide  sera  devenue  plus  grande  que  p; 
mais^  sans  changer  le  volume ,  si  on  laisse  la  tem- 
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përature  s'abaisser  jusqu'à  0  —  g  ,  cette  pressioa 
diminuera  aussi,  et  redeviendra  égale  k  p.  Pendant 
cet  abaissement,  le  gaz  perdra  une  quantité  de  cha- 
leur proportionnelle  à  la  petite  diminution  de  tem- 
pérature 6  -j-  û^ ,  et  exprimée  par  c^  (e  +  ^)  ,  puis- 
que c^  est  sa  chaleur  spécifique  à  volume  constant. 
Le  volume,  la  température  et  la  pression  étant  les 
mêmes ,  après  cette  perte  de  chaleur,  qu'ils  étaient 
avant  que  la  quantité  de  chaleur  T  eût  été  cpmiïiu- 
niquée  au  fluide,  il  est  nécessaire  que  la  perle 
c^  (ê  +  co)  de  chaleur  soit  égale  à  r  ;  on  a  donc 

d'où  l'on  tire 

C  .         â> 

et,  en  ayant  égard  à  la  valeur  précédente  de  cT  , 
cette  valeur  de  y  coïncide  avec  la  formule  (5). 

p'( p^ 

657.  Si  nous  mettons  ,  dans  cette  formule  ,- — -,— 

au  lieu  de  cT ,  et  pour  où  sa  valeur  tirée  de  l'équa- 
tion (4),  nous  aurons 

^       ^  (y-p-)p"' 

ce  qui  fera  connaître  la  valeur  de  y,  d'après  les 
pressions  p ,  />',  /?'',  ou  les  hauteurs  barométriques 
correspondantes,  qui  résultera  de  l'expérience  ci- 
dessus  décrite. 

En  faisant  usage  des  valeurs  numériques  de  p , 
p',  /?'',  précédemment  citées ,  on  trouve 
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y  =  1,5482 , 
pour  la  valeur  du  rapport  des  deux  chaleurs  spé-r- 
cifîques  c  et  c^,  dans  le  cas  de  l'air  atmosphérique. 
MM.  Gaj-Lussaç  et  Welter  ont  obtenu,  par  un 
procédé  analogue ,  une  valeur  de  ce  rapport  un 
peu  différente ,  savoir  : 

y  =   1,3748; 

et  ils  se  sont  assurés  que  cette  quantité  est  indé- 
pendante de  la  température  et  de  la  pression  de 
Tair  ;  en  sorte  que  dans  l'équation  (  5  ) ,  appliquée 
à  ce  fluide ,  on  pourra  considérer  y  comme  une 
quantité  constante.  Par  un  procédé  différent,  M.  Du- 
long  a  trouvé,  pour  l'air  parfaitement  sec  f^), 

y  =  1,421, 

et  une  valeur  sensiblement  égale  à  celle-ci  pour  le 
gaz  oxigène  et  pour  le  gaz  hydrogène.  Mais  pour 
d'autres  fluides,  tels  que  l'acide  carbonique  et  le  gaz 
oléfîant,  ce  procédé,  que  nous  indiquerons  par  la 
suite,  a  donné  des  valeurs  très  inégales  de  ^,  et 
moindres  que  la  précédente  ;  de  manière  que  ce  rap- 
port dépend,  en  général,  de  la  nature  du  gaz  au- 
quel il  répond. 

658.  En  regardant  y  comme  une  quantité  cons- 
tante, l'intégrale  de  Téquation  (5)  aux  différences 
partielles  est 


("*')  Mémoires  de  l* Académie  des  Sciences,  tome  X. 
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f  désignant  la  fonction  arbitraire.  On  aura  récipro- 
quement 


p  =  f^Pq , 


et,  à  eause  de  l'équation  (i), 


a,K  ■  *  a. 


<p  étant  une  fonction  inverse  de  f. 

La  quantité  q  restant  la  même ,  si  /? ,  f,  6,  devien- 
nent p' f  f ',  ô',  on  aura  de  même 

On  a  -  =  266,67  9  ^*  poiir  que  9  et  6'  soient  des  de- 
grés centigrades,  il  faudra  que  ce  facteur  de  leurs 
expressions  exprime  de  semblables  degrés.  En  étimi- 
nant ,  en  outre ,  (pq  entre  ces  dernières  équations  et  les 
précédentes,  il  en  résultera 

6' =(2660,67 +  9)  (-y    '  — 266%67J 

Ces  équations  (6)  contiennent  les  lois  de  la  force 
élastique  et  de  la  température  des  gaz,  comprimés 
ou  dilatés  sans  aucune  variation  dans  leur  quantité 
de  chaleur;  elles  sont  fondées  sur  la  seule  hypothèse 
que  le  rapport  y  des  deux  chaleurs  spécifiques  ne  va- 
rie pas,  pour  un  même  fluide,  avee  la  pression  et  la 
température  5  hypothèse  qui  a  été  vérifiée ,  quant  à 
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l'ait"  atmosphérique,  par  les  expériences  citées  dans 

le  numéro  précédent. 

639.  Il  faut  faire  une  seconde  supposition  pour 
déterminer  la  fonction  arbitraire  f  que  renferme  la 
valeur  de  q,  La  plus  simple  est  d'admettre  que,  sous 
une  pression  constante ,  un  gaz  se  dilate  uniformé- 
ment pour  des  augmentations  égales  de  quantité  de 
chaleur  ;  ce  qui  revient  à  dire  que  la  chaleur  spéci- 
fique c  est  constante ,  lorsque  l'accroissement  d'un  de- 
gré de  température  auquel  elle  répond  (n°  654)  est 
miesuré  par  un  thermomètre  à  air.  Dans  cette  hypo- 
thèse ,  q  devra  être  une  fonction  linéaire  de  6  ;  or , 
si  l'on  substitue^  dans  la  fonction  y,  la  valeur  de  p 
tirée  de  l'équation  (i)  ,  on  a 

?  =  /[«*/""(-: +  9)]; 

on  aura  donc 

I 

^  =  A+B(266%67  +  6)p"';      (7) 

A  et  B  étant  des  quantités  indépendantes  de  /?  et  8 , 
et  relatives  à  la  nature  du  gaz  que  l'on  considère. 
D'après  les  équations  (2) ,  on  aura 


I  I 


et  pour  connaître  la  chaleur  spécifique  d'un  gaz ,  à 
pression  constante  ou  à  densité  constante ,  sous  toutes 
les  pressions,  il. suffira  qu'elle  soit  connue  sous  une 
pression  déterminée.  Selon  MM.  Laroche  et  Bérard , 
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on  a,  par  exemple,  c  =  0,2669  pour  Fair  sec,  sous 
la  pression  de  o°',76;  la  chaleur  spécifique  de  l'eau 
étant  prise  pour  unité.  En  appelant  for  la  pression 
correspondante  à  cette  hauteur  barométrique,  on 
aura  donc 


0,2669  =  B^^       ; 

et  si  Ton  appelle  aussi  h  la  hauteur  du  baromètre , 
exprimée  en  mètres,  et  qui  répond  à  la  pression  quel- 
conque /?,  de  sorte  qu'on  ait  -  =  — g,  il  en  ré- 
sultera 

c  =  0,2669.  (^^y     >; 

d'où  Ton  déduira  la  valeur  de  c^y  en  divisant  par  la 
constante  y.  Comme  cette  constante  est  plus  grande 

que  l'unité,  ce  qui  rend  positif  l'exposant  i  — -,  on 

voit  que  la  chaleur  spécifique  d'un  gramme  d'air 
diminuera ,  quand  sa  force  élastique  ou  la  hauteur  h 
augmentera. 

Si  l'on  désigne  par  m  la  quantité  de  chaleur  per- 
due par  un  gramme  d'air,  quand  sa  température  s'a- 
baissera de  n  degrés^  sans  que  la  force  élastique 
varie ,  on  aura 


m 


=  n(o,.66g)(^y-y. 


A  volume  égal ,  et  pour  une  même  température  pri- 
mitive, le  poids  de  cet  air  sera  augmenté  dans  le 
rapport  de  A'  à  ^ ,  sous  une  pression  mesurée  par  une 
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autre  hauteur  li  du  baromètre.  Eu  appelant  rr^ 
la  quantité  de  chaleur  perdue  par  ce  même  volume 
sous  cette  autre  pression ,  et  pour  rabaissement  n  de 
température,  nous  aurons  donc 

».'=*^(o,.669)  ("-#)->'; 
d'où  l'on  déduit 


S^  =  (ï>. 


pour  le  rapport  des  quantités  de  chaleur  perdue 
par  un  même  volume  d  air,  sous  des  pressions  diffé- 
rentes. 

Dans  un  cas  où  Ton  avait 

^'  =  i"",oo58,       h  =  o°',74o5, 

MM.  Laroche  et  Bérard  ont  trouvé 

en  prenant  la  moyenne  de  deux  observations.  Pour 
ces  valeurs  de  h  et  ^',  et  en  faisant  ^=1,421,  la 
formule  donne 

m   =  i>24o5; 

ce  qui  ne  diffère  pas  sensiblement  du  résultat  de 
Texpérience. 

640.  Si  Ton  veut  appliquer  la  formule  (7)  à  la  va- 
peur d'eau ,  il  faudra  supposer  : 

1°.  Que  quand  un  gramme  de  vapeur  est  formé  ,  et 
qu'il  ne  s'en  précipite  aucune  partie ,  ni  ne  s'en  ajoute 
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de  nouvelle ,  le  rapport  représenté  par  y^  de  sa  cha- 
leur spécifique  à  pression  constante,  à  sa  chaleur  spé- 
cifique sous  un  volume  constant^  ne  varie  pas  avec 
la  température  et  la  densité  ; 

2°.  Que  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour 
élever  la  température  de  ce  gramme  de  vapeur,  d'un 
nombre  quelconque  de  degrés ,  soit  sous  une  pression 
constante ,  soit  sous  un  volume  invariable ,  est  pro- 
portionnelle à  ce  nombre ,  la  température  étant  mar- 
quée par  un  thermomètre  à  air. 

Cela  posé,  si  l'on  appelle  C  la  quantité  de  chaleur 
nécessaire  pour  convertir  en  vapeur,  sous  la  pres- 
sion barométrique  de  o°^,76,  et  à  une  température 
de  loo"*,  un  gramme  d'eau  dont  la  température  pri- 
mitive était  zéro  ;  que  Ton  désigne  par  q  la  quantité 
de  chaleur  qu'il  faudrait  employer  pour  vaporiser  ce 
même  gramme  d'eau,  et  donner  à  la  vapeur  une 
température  9  sous  la  pression  quelconque  p  5  enfin , 
que  Ton  désigne  par  c  la  chaleur  spécifique  de  la  va- 
peur d'eau  sous  la  pression  constante  de  0^,76,  et 
que  l'on  remplace  dans  l'équation  (7),  la  pression  p 
par  la  hauteur  barométrique  qui  lui  sert  de  mesure , 
et  que  nous  représenterons  par  k ,  il  faudra  que  cette 
formule  donne  ^=C,  quand  h  =  0^,76  et  9  =  100% 

et  ^  =  c ,  lorsque  h  =  o'",76.  Or,  en  déterminant, 

d'après  ces  conditions ,  les  deux  constantes  arbi- 
traires A  et  B  qu'elle  renferme ,  elle  devient  ensuite 

î=C+c[(266%67+8) (£::^)V_566%67].  (8) 
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Il  serait  à  désirer  que  le  degré  d'exactitude  de  cette 
formule  fût  vérifié  par  l'expérience ,  et  que  les  trois 
constantes  C,  c  ,y,  quelle  renferme,  fussent  déter- 
minées avec  précision.  Si  l'on  prend  pour  unité  la 
chaleur  spécifique  d*uQ  gramme  d'eau  à  la  tempéra- 
ture zéro ,  on  a 

C  =  55o, 

en  adoptant  pour  G  la  moyenne  des  valeurs  de  cette 
quantité ,  que  différens  physiciens  ont  obtenues.  En 
même  temps,  on  aura 

c  =  0,847  > 

d'après  une  expérience  assez  peu  concluante ,  et  qui 
mériterait  d'être  répétée.  Quant  à  la  valeur  de  y  , 
elle  nous  est,  jusqu'à  présent ,  tout-à-fait  inconnue. 
641-  Soit  que  la  densité  f  de  la  vapeur  d'eau  cor- 
respondante à  la  pression  p  et  k  la  température  6,  ait 
atteint  son  maximum^  ou  qu'elle  soit  au-dessous,  l'é- 
quation (i),  qui  convient  aux  vapeurs  et  aux  gaz 
permanens,  fera  toujours  connaître  la  valeur  de  f , 
quand  celles  de  p  et  6  seront  données.  En  appelant  D 
la  densité  à  la  température  de  100°  et  sous  la  pres- 
sion ordinaire  de  o'^jyô,  et  désignant,  comme  précé- 
demment, par  h  la  hauteur  barométrique  qui  répond 
à  p ,  on  déduira  de  cette  équation  (2) 

__      DA        366%  67 
^  ■""    0^,76  266%67-f-6' 

Le  poids  d'un  litre  d'air  sec ,  à  la  température  zéro 
et  sous  la  pression  de  o"',76,  étant  i^',:îi455  (n°  65 1), 

il  deviendra  ^  ^'^1    ,  ou  o^',883 ,  à  la  température 
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de  loo*;  et  le  poids  d'un  litre  de  vapeur  d'eau, 
à  la  même  température  et  sous  la  même  pression, 
sera  y|(o%885),  ou  o^",55;  par  conséquent,  on  aura 

D  ^^  ^^^''^  0^,76  •  1^66,67 -H  ô' 

pour  le  poids  d'un  volume  c^  de  vapeur,  à  la  tempé- 
rature 9  et  sous  la  pression  quelconque  h.  Donc,  en 
appelant  V  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour 
former  ce  poids  de  vapeur,  l'eau  étant  primitivement 
à  la  température  zéro  ,  V  sera  le  produit  de  ce  nom- 
bre de  grammes  et  de  la  quantité  q  donnée  par  la 
formule  (8)  ;  en  sorte  que  nous  aurons 

^   "",  ^^7^  '  266,674-0* 

L'unité  à  laquelle  cette  quantité  V  se  trouve  rappor- 
tée ,  est  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  éle- 
ver, de  zéro  à  un  degré,  la  température  d'un  gramme 
d'eau;  et  cette  unité  est,  comme  on  sait,  égale  à 
soixante-quinze  fois  la  quantité  de  chaleur  qu'il  faut 
employer  pour  liquéfier  un  gramme  de  glace  à  là 
température  zéro,  sans  élever  cette  température. 

Diverses  observations  ont  porté  plusieurs  physi- 
ciens à  penser  que  quand  la  vapeur  d'eau  a  atteint 
le  maximum  de  densité ,  correspondant  à  sa  tempé- 
rature ,  la  quantité  de  chaleur  que  nous  avons  dési- 
gnée par  q  ne  varie  plus  avec  cette  température. 
C'est  à  cet  état  que  l'on  emploie  ce  fluide  dans  les 
machines  à  vapeur  :  le  rapport  de  la  quantité  de 
chaleur  produite  Y  à  sa  tension  ^,  serait  donc  alors. 
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toutes  choses  d  ailleurs  égales^  en  raison  inverse  dé 
266°,67  +  fl;  f)ar  conséquent,  îe  rapport  de  la  dé- 
pense de  chaleur  à  l'effort  exercé  sur  le  piston ,  qui 
a  h  pour  mesure ,  diminuerait  quand  la  température 
deviendrait  plus  grande,  et  ce  rapport  serait  le  moin- 
dre dans  les  machines  à  haute  pression.  Mais  l'écono- 
mie de  combustible  qui  en  résulterait  en  leur  faveur 
serait  loin  de  répondre  à  celle  que  l'expérience  pa- 
raît indiquer;  et  c'est  sans  doute  à  d'autres  circons- 
tances que  ces  machines  doivent  leur  avantage  re- 
latif. 

64^.  Concevons  que  la  partie  du  cylindre  vertical 
ABCD  (fig.  53),  qui  est  comprise  entre  la  surface  EF 
de  l'eau  et  la  base  GH  d'un  piston ,  soit  remplie  par 
de  la  vapeur  d'eau  au  maximum  de  densité ,  corres- 
pondant à  la  température  6  de  cette  vapeur,  de  l'eau 
inférieure,  du  cylindre  et  du  piston.  Dans  cet  état, 
supposons  que  la  force  élastique  de  la  vapeur  fasse 
équilibre  au  poids  du  piston ,  de  sorte  qu'en  appelant 
p  cette  force ,  P  ce  poids,  y  compris  la  pression  exté- 
rieure que  le  piston  supporte ,  et  À  l'aire  de  sa  base 
horizontale,  on  ait 

P  =  7.p, 

Si  l'on  augmente  le  poids  P,  et  qu'il  devienne  P-|-n, 
le  piston  descendra,  et  l'espace  occupé  par  la  vapeur 
diminuera;  mais  comme  on  Fa  supposé  à  son  maxi- 
mum de  densité,  une  partie  se  liquéfiera;  et  si  la  tem- 
pérature fl  est  invariable,  la  pression/?  le  sera  aussi.  A 
la  vérité ,  dans  le  premier  moment  de  la  compression, 
la  température  S  augmentera,  de  telle  sorte  que  la 
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liquéfaction  pourra  n'avoir  pas  lieu  d'abord,  et  la 
pression  p  pourra  augmenter.  Mais  si  le  mouvement 
du  piston  n'est  pas  extrêmement  rapide,  cette  aug- 
mentation de  température  disparaîtra  avant  que  le 
déplacement  de  ce  mobile  soit  appréciable,  et  l'on 
devra  considérer  9  etp  comme  constantes  pendant  tout 
son  mouvement.  Il  faut  aussi  remarquer  que  la  con- 
densation du  fluide,  qui  le  réduit  en  eau,  et  qui  est 
produite  immédiatement  à  la  partie  supérieure  GH 
en  contact  avec  le  piston,  se  transmet  jusqu'en  EF, 
dans  un  temps  extrêmement  court ,  pendant  lequel 
le  déplacement  du  piston  est  insensible;  d^où  il  suit 
que  la  densité  du  fluide  est  sensiblement  la  même 
dans  toute  sa  hauteur,  pendant  la  chute  du  piston. 
Cela  étant ,  la  force  motrice  de  ce  corps  sera  cons- 
tante et  égale  à  l'excès  de  P  +  n  sur  A/?,  ou  à  II; 
abstraction  faite  du  frottement  contre  les  parois  du 
cylindre,  son  mouvement  sera  donc  uniformément 
accéléré  ;  et  si  l'on  fait  aussi  abstraction  du  mouve- 
ment communiqué  à  la  vapeur,  c'est-à-dire,  si  l'on 
néglige  sa  masse  par  rapport  à  celle  du  poids  IT,  la 
force  accélératrice  de  ce  mouvement  sera  la  pesanteur 
diminuée  dans  le  rapport  de  n  à  P-f-n.  Par  consé- 
quent, si  l'on  appelle  Z  la  hauteur  de  GH  au-dessus 
de  EF,  la  force  vive  produite  par  la  chute  totale  du 
piston  aura  2  II  Z  pour  valeur. 

Le  piston  étant  d'abord  arrêté  en  GH ,  supposons 
que  la  température  de  l'eau  inférieure  soit  subitement 
abaissée  et  devienne  ô',  moindre  que  6.  La  couche  de 
vapeur  en  contact  avec  EF  se  liquéfiera  par  le  froid; 
elle  sera  remplacée  par  une  autre  qui  se  liquéfiera  de 
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même;  et,  si  la  masse  d'eau  est  assez  grande  pour 
que  ces  couches  successives  de  vapeur  ne  fassent  pas 
varier  sensiblement  sa  température ,  les  liquéfactions 
continueront  jusqu'à  ce  que  la  masse  entière  de  la 
vapeur  ait  la  force  élastique  p',  qui  répond  à  la  tem- 
pérature 6'  et  à  son  maximum  de  densité  relatif  à 
cette  température.  Cependant,  la  température  de  la 
colonne  de  vapeur  ne  sera  pas  la  même,  non  plus 
que  la  densité,  dans  toute  sa  hauteur;  et  ce  serait  un 
problème  curieux  que  de  déterminer  les  lois  de  sa 
température  et  de  sa  densité  d'après  les  températures  6 
et  8',  qui  ont  lieu  constamment  à  ses  deux  extrémités, 
et  en  regardant  la  densité  de  chaque  couche  comme 
une  fonction  de  sa  température,  telle  que  la  force 
élastique  soit  constante  et  égale  h  p' .  Cette  constance 
de  la  pression  dans  toute  la  hauteur  de  la  colonne 
de  vapeur  est  évidemment  la  condition  d'équilibre 
de  ses  couches  successives;  et  quand  l'équilibre  s'est 
établi,  il  est  également  évident  que  la  valeur  de  la 
pression  constante  ne  peut  pas  excéder  celle  qui  ré- 
pond à  la  plus  petite  des  deux  températures  6  et  6% 
tandis  qu'elle  peut  être  moindre  que  la  force  élasti- 
que correspondante  à  la  plus  grande.  L'expérience 
montre,  au  reste,  que  la  vapeur  parvient,  dans  un 
temps  extrêmement  court ,  à  l'état  d'équilibre  dont  il 
s'agit  ;  en  sorte  que  si  une  vapeur  d'eau,  à  son  maxi- 
mum de  densité  et  de  pression ,  est  contenue  dans  un 
espace  fermé  dont  les  parois  aient  partout  sa  propre 
température,  et  qu'on  vienne  à  abaisser  inégalement 
la  température  d'une  partie  de  ces  parois,  une  partie 
de  la  vapeur  se  liquéfiera,  et  la  partie  restante  pren- 
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tîra  dans  toute  son  étendue,  avec  une  très  grande 
rapidité,  la  force  élastique  maxima  qui  répond  à  la 
moindre  température. 

Cela  posé,  lorsque  le  piston  ne  sera  plus  retenu ,  il 
descendra ,  et  Ton  verra ,  comme  dans  le  cas  précé- 
dent, que  son  mouvement  sera  uniformément  accé- 
léré, sa  force  motrice  égale  à  P — Xp'  ou  X[p — p') , 
sa  force  accélératrice  égale  à  la  pesanteur  multipliée 

parle  rapport  ^^- — =^,  et  enfin,  la  force  vive  pro- 
duite par  la  chute  totale,  égale  à  !iX(^p  -.r-  p')L 
Quand  le  piston  est  parvenu  en  EF,  si  Ton  élève  la 
température  de  Feau  inférieure,  et  que  ce  liquide 
produise  une  vapeur  dont  la  pression  constante  sur 
la  base  du  piston  soit  plus  grande  que  le  poids  de  ce 
corps,  il  remontera  d'un  mouvement  uniformé- 
ment accéléré ,  et  la  force  vive  produite,  quand  il 
aura  parcouru  une  longueur  l' ,  sera  égale  au  dou- 
ble de  /'  multiplié  par  l'excès  de  cette  pression  sur  ce 
poids,  en  faisant  toujours  abstraction  du  frottement. 
C'est  d'après  ces  considérations  que  l'on  calcule  la 
force  vive  due  à  la  chute  ou  à  l'ascension  du  piston 
dans  les  machines  à  vapeur  ;  laquelle  force  se  distri- 
bue ensuite  dans  le  système  auquel  la  machine  est 
appliquée,  et  s'y  trouve  en  partie  détruite  par  les 
frottemens,  et  en  partie  employée  à  produire  un  effet 
utile.  Le  calcul  serait  différent,  si  la  densité  de  la 
vapeur  contenue  dans  le  corps  de  pompe  n'était  pas 
au  maximum;  ce  qui  arrive,  en  effet  ^  pendant  ce  qu'on 
appelle  la  détente  de  la  vapeur,  c'est-à-dire ,  pendant 
qu'on  interrompt   la   communication   de  ce   fluide 
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avec  la  chaudière,  et  que  la  vapeur  se  dilate,  sans  qu'il 
s'en  ajoute  de  nouvelle  :  le  mouvement  du  piston  est 
alors  celui  que  nous  avons  considère'  dans  le  n°  358  ; 
et  d'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  le  numéro 
suivant ,  la  force  vive  produite  pendant  qu'il  parcourt 

une  longueur  quelconque ,  a  pour  valeur  2/7P  log  —, 

en  désignant  par  v  le  volume  primitif  du  fluide,  et 
parp  et  p^  ses  forces  élastiques  au  commencement  et 
à  la  fin  du  mouvement. 

645.  Il  nous  reste  maintenant  à  considérer  les  forces 
élastiques  et  les  quantités  de  chaleur  des  mélanges  de 
plusieurs  gaz,  comparées  à  celles  de  ces  fluides. 

Supposons  qu'on  ait  deux  gaz  différens,  à  la  même 
température  ô  et  sous  la  même  pression  p  ,  dont 
les  volumes  soient  a  et  a'.  Si  on  les  superpose  dans 
un  vase  fermé,  dont  la  capacité  soit  <2  +  a',  il  est 
évident  qu'ils  pourront  s'y  tenir  en  équilibre ,  puis- 
qu'ils ont  la  même  température,  et  qu'ils  exerceront 
l'un  contre  l'autre  la  même  pression  ;  mais  l'expé- 
rience prouve  que  cet  équilibre  n'est  pas  stable  :  elle 
fait  voir  que  ces  deux  fluides  se  pénètrent  graduelle- 
ment jusqu'à  ce  qu'ils  soient  parfaitement  mêlés;  et 
elle  montre  aussi  que,  dans  cette  opération,  il  n'y 
a  aucune  variation  de  température ,  ni  aucune  perte 
ou  absorption  de  chaleur;  en  sorte  qu'après  un  cer- 
tain temps ,  différent  pour  les  difierens  fluides ,  on  a 
un  mélange  homogène  dans  lequel  la  proportion  des 
deux  gaz  est  partout  la  même ,  et  dont  la  tempéra- 
ture et  la  force  élastique  sont  toujours  6  et  p.  De 
ces  faits,  constatés  par  l'observation,  on  peut  conclure 
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un  autre  résultat  que  Texpérience  vérifie  également. 
Si  l'on  a  deux  gaz  mêlés  ensemble  et  remplissant 
un  volume  (^,  à  la  température  fi,  et  si  Ton  désigne 
parpetjo'  les  pressions  rapportées  à  l'unité  de  surface, 
que  ces  deux  gaz  supportent  séparément  à  îa  même 
température  et  sous  ce  volu'me  ^,  la  force  élastique 
du  mélange  sera.  p  +  p\  En  effet,  supposons  d'abord 
que  les  deux  gaz  soient  séparés,  et  qu'on  a\t  p'  >  p. 
Si  l'on  dilate  le  gaz  soumis  à  la  pression  p^,  sans 
changer  sa  température,  et  de  manière  que  sa  force 
élastique  se   réduise  à  p,    son   volume   sera   alors 

r 

— ,  d'après  la  loi  de  Mariotte.  Supposons  ensuite 

qu'on  superpose  les  deux  gaz  dans  un  vase  fermé , 

dont  la  capacité  soit  v  -j"  "  ?  ^^  ~  (P  +  p)  ?  ces  gaz 

se  mêleront  sans  variation  de  température,  d'après  ce 
qu'on  vient  de  dire  ;  et  il  en  résultera  un  mélange 
homogène  à  la  température  9  et  sous  la  pression  p. 
Or,  la  loi  de  Mariotte  s'appliquant  aux  mélanges  des 
gaz,  aussi  bien  qu'aux  gaz  simples,  si  l'on  comprime 
ce  mélange  sans  changement  de  température,  jusqu'à 

ce  que  son  volume  -  {p  +p')  soit  réduit  à  (>,  sa  force 

élastique  p  deviendra  p-i-p';  ce  qu'il  s'agissait  de 
démontrer.  Le  même  principe  aura  également  lieu 
pour  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de  gaz ,  et  pour 
un  mélange  de  gaz  et  de  vapeurs  :  la  pression  du 
mélange  sera  toujours  la  somme  des  pressions  que  ces 
fluides  supporteraient  isolément ,  à  la  même  tempé- 
rature et  sous  le  même  volume  que  le  mélange. 

42.. 
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644-  Soient  acUiellement  n  et  n'  les  nombres  de 
grammes  de  deux  gaz,  mêle's  ensemble  et  remplissant 
un  volume  p,  à  ia  température  ci  et  sous  la  pression  p  ; 
désignons  par  c  et  c'  les  chaleurs  spécifiques  d'un 
gramme  de  ces  gaz,  sous  une  pression  constante  et 
égale  à  /? ,  et  par  d'  la  chaleur  spécifique  dun 
gramme  du  mélange  sous  la  même  pression  -,  on 
aura 

[n  +  n')  c'  :=.  ne  +  ne' ,         (9) 

En  effet,  je  suppose  que  les  deux  gaz,  au  lieu 
d'être  parfaitement  mêlés,  ne  soient  que  superposés, 
de  sorte  qu'ils  occupent  des  portions  séparées  a  et  a' 
du  volume  v;  d'après  ce  qu'on  a  dit  tout  à  l'heure  , 
la  quantité  de  chaleur  sera  la  même  dans  les  deux  gaz 
séparés  et  dans  le  mélange  de  ces  deux  gaz  ;  et  cette 
égalité  de  chaleur  subsistera  encore,  si  l'on  augmente 
d'un  degré  la  température  6  des  deux  gaz  et  du 
mélange^  Or,  pour  cette  augmentation,  il  faudra  com- 
muniquer, la  pression  p  restant  la  même ,  une  quan- 
tité (?2  +  n)e^'  de  chaleur  au  mélange,  et  des  quan- 
tités tic  et  ^^^c' aux  deux  gaz.  La  première  quantité 
devra  donc  être  égale  à  la  somme  des  deux  autres  ; 
ce  qui  donne  l'équatien  (9) ,  que  Ton  étendra  sans 
peine  à  un  nombre  quelconque  de  fluides  élastiques. 
Elle  donnera  la  chaleur  spécifique  d'un  mélange  , 
lorsque  celles  de  tous  les  gaz  ou  vapeurs  qui  le  com- 
posent ,  et  les  proportions  de  ces  fluides ,  seront  con- 
nues; réciproquement,  on  pourra  s'en  servir  pour 
déterminer  la  chaleur  spécifique  de  l'un  des  compo- 
sans,  d'après  celles  de  tous  les  autres  et  du  mélange; 
et  l'on  peut  remarquer  qu'elles  ne  supposent  pas  que 
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les  chaleurs  spécifiques  des  gaz  mélangés  soient  in- 
dépendantes de  leur  commune  température. 

Au  lieu  de  considérer  les  chaleurs  spécifiques  c , 
c\  c",  des  gaz  et  du  mélange  sous  une  pression 
constante ,  on  aurait  pu  considérer ,  de  la  même 
manière ,  leurs  chaleurs  spécifiques  à  volume  cons- 
tant ;  et  en  les  désignant  par  c, ,  cj,  c/',  on  serait 
parvenu  à  une  équation  semblable  à  la  précédente , 
savoir  :  _ 

(n  -f.  n)cj'  =  nCj  -|-  ne/.  (lo) 

Or,  si  Ton  fait 

on  tirera  des  équations  (9)  et  (10) 

u  _    nycr±j^/ç^,  .      ^ 

/     —       nc^  +  n'c;     '  ^^  ^ 

équation  qui  fera  connaître  le  rapport  y^'  relatif  au 
mélange  ,  quand  les  quantités  semblables  y  et  y' ,  et 
les  valeurs  de  c^  et  c/ ,  seront  connues  pour  les  deux 
gaz  mélangés.  Soit  qu'on  prenne  y  =  1,576  ou 
^  =  1,421  (n°  657)  pour  la  valeur  de  y  relative  à  l'air 
sec,  et  quelle  que  soit  la  valeur  inconnue  de  y'  qui  ré- 
pond à  la  vapeur  d'eau,  la  valeur  de  y''  relative  à 
îair  ordinaire  différera  peu  de  ^5  à  cause  de  la  petite 
proportion  de  vapeur  que  cet  air  renferme. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n**  ôSg,  si  les  rapr 
ports  y  et  y  sont  indépendans  de  la  pression  p  , 
mais  différens  pour  les  deux  gaz ,  les  quantités  c^ 
et  cj  seront  exprimées  par  des  puissances  inégales 
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de  p  ;  d'où  il  résultera ,  en  vertu  de  l'équation  (i  i), 
que  le  rapport  y"  relatif  au  mélange  ne  pourra  pas 
être  aussi  indépendant  de  la  pression.  L'hypothèse 
de  l'invariabilité  du  rapport  de  la  chaleur  spécifique 
d'un  même  fluide  sous  une  pression  constante,  à  sa 
chaleur  spécifique  sous  un  même  volume,  et  les 
formules  que  nous  en  avons  déduites ,  ne  peuvent 
donc  convenir  en  même  temps  aux  gaz  simples , 
pour  lesquels  ce  rapport  n'est  pas  le  même,  et  à 
leurs  mélanges  en  proportion  quelconque;  et  si  ce 
rapport  a  paru  constant  dans  les  expériences  faites 
sur  l'air  à  différentes  pressions  (n°  657)  ,  c'est  parce 
qu'il  est  sensiblement  le  même  pour  l'air  et  l'oxi- 
gène,  et,  par  conséquent  aussi,  pour  l'oxigène  et 
l'azote  dont  l'air  est  composé. 
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HYDRODYNAMIliUE 


CHAPITRE  PREMIER. 

ÉQUATIONS    GÉNÉRALES    DU    MOUVEMENT    ©ES 
FLUIDES. 


645.  Les  équations  de  Tëquilibre  des  fluides  que 
nous  avons  trouvées  dans  îe  n°  682  ,  sont  fondées  sur 
la  propriété  caractéristique  commune  aux  liquides 
et  aux  fluides  aériformes,  de  transmettre  égalemeirt 
en  tous  sens  les  pressions  appliquées  à  leur  surface  , 
et  d'exercer  autour  de  chaque  point  de  leur  masse, 
en  vertu  de  l'action  moléculaire ,  des  pressions  égales 
suivant  toutes  les  directions.  Cette  propriété,  comme 
nous  Favons  dit  précédemment  (n"*  576),  tient  à  ce 
que  les  molécules  d'un  fluide  qu'on  a  comprimé  ou 
dilaté  reviennent  très  promptement  à  une  disposition 
semblable  à  celle  qui  avait  lieu  primitivement  au- 
tour d'un  point  quelconque ,  de  telle  sorte  qu'après 
sa  compression  ou  sa  dilatation,  un  fluide   est  un 
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système  de  points  maiériels  semblable  à  ce  qu'il  était 
auparavant,  et  seulement  construit  sur  une  plus  pe- 
tite ou  une  plus  grande  échelle.  Le  temps  de  ce  re- 
tour à  un  état  semblable  n'influe  pas  sur  les  lois  de 
l'équilibre,  que  l'on  n'observe  jamais  qu'après  qu'il 
est  écoulé;  mais,  quelque  petit  qu'il  soit,  on  com- 
prend qu'il  peut  influer  sur  les  lois  de  leur  mouve- 
ment, surtout  dans  le  cas  où  les  vibrations  des  molé- 
cules fluides  s'exécutent  avec  une  grande  rapidité;  de 
manière  que  le  principe  de  l'égalité  de  pression  en  tous 
sens  peut  convenir  à  l'Hydrostatique ,  et  n'être  pas 
toujours  applicable  à  Y Hjdrodjnamiqiie ^  c'est-à-dire, 
à  la  partie  de  la  Mécanique  qui  traite  du  mouvement 
des  fluides. 

Une  différence  analogue  entre  l'état  d'équilibre  et 
l'état  de  mouvement,  a  déjà  été  remarquée  par  La- 
place,  relativement  à  la  loi  de  Mariotte.  Cette  loi 
exige  que  la  température  du  fluide  soit  redevenue  la 
même,  après  la  compression,  qu'elle  était  aupara- 
vant; et  le  principe  de  Tégalité  de  pression  en  tous 
sens  suppose,  de  même,  que  les  molécules  du  fluide 
ont  eu  le  temps  de  revenir  à  une  disposition  respec- 
tive semblable  à  leur  disposition  première.  Elle  n'a 
plus  lieu  ,  ou  doit  être  modifiée,  dans  les  vibrations 
très  rapides  des  gaz,  où  la  température  primitive 
n'a  pas  le  temps  de  se  rétablir;  et,  de  même,  le 
principe  de  Tégalité  de  pression  en  tous  sens  n'est  pas 
rigoureusement  et  toujours  applicable  aux  mouve- 
mens  des  liquides  et  des  fluides  aériformes.  On  a  re- 
connu dans  3a  vitesse  de  propagation  du  son,  l'in- 
fluence de  cette  modification  de  la  loi  de  Mariotte; 
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et  il  y  a  sans  doute  aussi  des  phénomènes  du  mouve- 
ment des  fluides,  en  général ,  qui  dépendent  de  la  non- 
égalité  parfaite  de  pression  en  tous  sens,  résultant  de  la 
cause  que  nous  indiquons.  Cette  circonstance  intro- 
duit dans  les  équations  générales  du  mouvement  des 
fluides,  des  termes  qui  ne  peuvent  se  déduire  de  leurs 
équations  d'équilibre;  j'y  ai  eu  égard  dans  le  Mé- 
moire déjà  cité  (n^*  576),  et  je  me  propose  de  reve- 
nir, parla  suite,  sur  cette  importante  considération. 
Mais  dans  ce  Traité,  je  supposerai,  suivant  la  mé- 
thode qu'on  suit  ordinairement,  la  propriété  de  l'é- 
galité de  pression  en  tous  sens,  commune  à  l'état 
d'équilibre  et  h  letat  de  mouvement;  et,  dans  cette 
hypothèse,  les  équations  de  l'Hydrostatique,  fondées 
sur  cette  propriété,  s'étendront  immédiatement  à 
l'Hydrodynamique,  au  moyen  du  principe  de  D'Alem- 
bert,  qui  est  applicable  à  tous  les  systèmes  de  points 
matériels. 

646.  Considérons  de  nouveau  la  masse  fluide 
ABCD  (  fîg.  36  ) ,  dont  nous  avons  déterminé  les 
équations  d'équilibre;  supposons  maintenant  qu'elle 
soit  en  mouvement,  et  que  toutes  les  notations  du 
n°  58 1  répondent  à  la  fin  du  temps  quelconque  t , 
compté  depuis  l'origine  de  ce  mouvement.  Ainsi,  la 
masse  fluide  est  homogène  ou  hétérogène ,  liquide 
ou  aériforme;  x,  j,  z,  sont,  au  bout  du  temps  t, 
les  coordonnées  d'un  élément  quelconque  din  de 
cette  masse;  p  représente  la  densité  du  fluide  qui  a 
lieu  en  ce  point  et  à  cet  instant  ;  et  ILdm,  Ydm,  Zdm, 
sont  les  composantes  parallèles  aux  axes  des  .r ,  jr,  2, 
de  la  force  motrice  de  dm  à  ce  même  instant.  Les 
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quantités  X,  Y^  Z,  seront  des  fonctions  donne'es 
de  X ,  j ,  z,  quand  elles  proviendront  d attractions 
ou  de  répulsions  qui  émanent  de  centres  fixes;  ces 
fonctions  données  renfermeront  le  temps  explicite- 
ment, quand  les  centres  des  forces  seront  en  mou- 
vement. Lorsque  ces  points  seront  ceux  du  fluide  , 
X,  Y,  Z  ,  seront  des  fonctions  de  ^ ,  j,  z  ,  t,  dé- 
pendantes de  sa  figure  à  chaque  instant,  et  de  la 
loi  des  densités  dans  son  intérieur. 

Les  coordonnées  oc ,  r,  z,  varieront  avec  le  temps; 
elle  varieront  aussi  d'un  point  à  un  autre  du  fluide  ; 
et  si  Ton  désigne  par  œ' ,  j' ,  z'  y  leurs  valeurs  initia- 
les ,  c'est-à-dire,  les  coordonnées  du  point  de  l'espace 
qu'occupait  l'élément  dm  à  l'origine  du  mouvement, 
les  coordonnées  x ^  j^  z,  de  ce  même  élément  au 
bout  du  temps  t ,  seront  des  fonctions  inconnues  de 
x\  y  y  z\  t  ;  la  solution  complète  du  problème 
consisterait  à  déterminer  ces  trois  fonctions  de  quatre 
variables  indépendantes. 

Si  l'on  appelle  u,  s>  y  w,  les  composantes  paral- 
lèles aux  axes  0^,  O7,  Oz,  de  la  vitesse  dont  l'élé- 
ment dm  est  animé  au  bout  du  temps  t ,  on  aura 

dx  dj  dz  ,    > 

on  pourra  regarder  u,  v,  w ,  comme  des  fonctions 
inconnues,  soit  de  t,  x' y  f  y  z\  soit  de  t ,  x ,  j ,  z; 
c'est  sous  ce  second  point  de  vue  que  nous  considé- 
rerons ces  trois  quantités;  et  alors,  pour  avoir  leurs 
accroissemens  dans  l'instant  dt ,  il  faudra  les  différen- 
tier  par  rapport  à  t  et  par  rapport  aux  coordonnées 
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X  ,  jr>  2«  Or,  si  l'on  désigne  par  q  une  fonction  quel- 
conque Aq  t  j  X  ^  y  y  z,  et  par  ((dt  sa  différentielle 
prise  par  rapport  à  ^  et  aux  variables  x  ^  j  y  2,  con- 
sidérées comme  des  fonctions  de  t ,  on  aura ,  par  la 
règle  connue  de  la  différentiation  des  fonctions  de 
fonctions, 

I  dq  dq    dx  dq  ^J     >^^q  d^ 

^  It"^  di   Tt  ^  7(x  ~di  "^  dz  11' 

ou  bien,  en  ayant  égard  aux  équations  (i), 

,  dq  dq      .  dq      .  dq        '        . 

En  désignant  les  accroissemens  de  u,  s> ,  w,  par 
u'dt,  s^'dtj   w*dt,  nous  aurons  donc 


u!   — 

du 

dt 

du 

+     11-7- 

'           dx 

du       ,           du 

s>^    — 

dv 
dt 

+   «  -7— 
dx 

dv       ,           dv 

W  — 

div 
dt 

dw 
'           dx 

dw      .          dw 

et,  de  cette  manière,  les  composantes  de  la  vitesse 
d'un  même  élément  dm,  dans  les  deux  positions, 
qu'il   occupe   successivement,   seront  z/,   c^,    w,  et 
u  +  udt ,  V  +  s^^dt ,  w  -[-  -w'dt. 

Quant  à  la  densité  p,  ce  sera  une  constante  donnée, 
si  le  fluide  est  homogène  et  considéré  comme  in- 
compressible; s'il  s'agit  d'un  liquide  hétérogène,  la 
densité  p,  qui  répond  à  un  élément  déterminé  dm  y 
sera  une  fonction  donnée  de  ses  trois  coordonnées 
initiales  x  y  f  y  z  ;  enfin,  si  le  fluide  est  compressi- 
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ble,  cette  densité'  p  sera  une  fonction  inconnue  de  ty 
œ\  j  ,  z' ,  dont  la  valeur  initiale  sera  seulement 
donnée.  Excepté  le  cas  où  p  est  une  constante  ,  cette 
densité ,  rapportée  à  la  position  de  din  au  bout  du 
temps  t,  devra  toujours  être  considérée  comme  une 
fonction  inconnue  de  3c,  y,  z,  t,S\  l'on  désigne  alors 
par  f'dt,  son  accroissement  pendant  l'instant  dt,  on 
aura  ,  d'après  îa  formule  (2) , 

'''  =  i  +  «  I  -*-  ^  I  +  -  ^^ 

et  dans  le  cas  d'un  fluide  incompressible,  homogène 
ou  hétérogène ,  cette  valeur  de  f  devra  se  réduire  à 
zéro. 

647.  Les  composantes  de  la  force  perdue  par  l'é- 
lément dm  pendant  Tinsîant  dt,  seront 

ÇS.—  u')dm,     (Y--'v')d/n,     (Z-^w')dm; 

en  substituant  donc  X  —  w%  Y — v',  Z  — w\  à  la 
place  de  X,  Y,  Z,  dans  les  équations  (2)  du  n°  582, 
il  en  résultera  ces  trois  équations  de  son  mouvement  : 

î=KX-«'),f=p(Y-.'),-|  =  p(z— '); 

p  étant  la  pression  rapportée  a  l'unité  de  surface, 
qui  a  lieu  au  bout  du  temps  t ,  au  point  qui  répond 
aux  coordonnées  x ,  y ,  z,  et  qu'on  suppose  la  même 
suivant  toutes  les  directions. 

Si  ce  point  appartient  à  une  paroi  lîxe,  p  exprimera 
la  pression  normale  que  cette  surface  aura  à  sup- 
porter, et  qui  devra  être  détruite  par  sa  résistancCa 
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Si  ce  point  appartient  à  la  surface  libre  d'un  liquide , 
il  faudra  qu'on  ait  p:=zo,  ou  plus  généralement  ^ 
dpz=:Oj  en  sorte  que  l'équation  différentielle  de  la 
surface  libre  du  liquide  en  mouvement,  sera 

D'après  la  remarque  du  n*^  585,  il  faudra  que  la 
valeur  dep,  quand  on  l'aura  déterminée,  soit  cons- 
tamment positive  dans  l'intérieur  de  ce  liquide,  si 
l'on  veut  que  sa  masse  ne  se  divise  pas  pendant  le 
mouvement  :  quand  elle  sera  négative  en  un  point 
d'une  paroi,  ce  qui  ne  pourra  avoir  lieu  que  pour 
un  liquide,  cette  surface  cessera  d'être  pressée  de 
dehors  en  dedans,  et  le  liquide  s'en  détachera. 

Au  moyen  des  valeurs  de  u  ,  i^',  w* ,  les  équations 
précédentes  deviennent 

I    dp "Y  du  du  du  du 

f   dx  dt  dx  dj  dz  ^ 

I   dp . Y  di>  dv  d'^  d'^       \      r-x 

~pd^—~dF'^'^'dx~'^dy"^^~ch'  p^'^ 

1    dp         rr         dw  dw  dw  dw      % 

-   -7-  =  ^ -r-  —  U-T-  —  V  -3 W  -7-.     S 

p    dz  dt  dx  dj  dz      j 

Comme  la  quantité p  qu'elle  renferme  est,  ainsi  que 
chacune  des  vitesses  u,  v,  w,  une  fonction  inconnue 
de  JCfj,  z,  tyïiy  faudra  joindre  une  quatrième 
équation,  lorsque  la  quantité  p  sera  une  constante 
donnée,  et  deux  autres  équations,  dans  le  cas  génend 
où  cette  quantité  est  aussi  une  fonction  inconnue  de 
oCyj,  s,  t.  Ces  équations  s'obtiendront  de  la  manière 
suivante. 

64B.  Chacun  des  élémens  dfn  de  la  masse  fiuide 
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changera  de  forme  pendant  l'instant  dt^  et  il  chan- 
gera même  de  volume ,  si  le  fluide  est  compressible  ; 
mais  comme  sa  masse  devra  toujours  rester  la  même, 
il  s'ensuit  que  le  produit  de  son  volume  au  bout  du 
temps  ^  +  ^^,  et  de  sa  densité  f>  +  f'dt  qui  répond  au 
même  instant,  devra  être  le  même  qu'au  bout  du 
temps  t  ;  par  conséquent ,  la  variation  de  ce  produit 
dans  l'instant  dt  sera  égale  à  zéro  ;  ce  qui  fournira 
une  nouvelle  équation  générale  du  mouvement. 

Pour  la  former,  considérons  le  parallélépipède 
rectangle  dont  le  volume  était  dxdjdz,  à  la  fin  du 
temps  t ,  et  cherchons  la  forme  que  prendra  cet  élé- 
ment du  fluide  à  la  fin  du  temps  t-^dt.  Soit  M(fig.  54) 
le  sommet  de  ce  parallélépipède  qui  répond  aux 
coordonnées  oc^j^  z;  soient  aussi  MA,  MB,  MC,  les 
trois  cotés  adjacens  à  ce  sommet  et  respectivement 
parallèles  aux  axes  Ox,  0/,   Oz;  en  sorte  qu'on  ail 

MA.  =  dx,     MB  =  dj,     MC  =  dz; 

supposons  que  D ,  E ,  F ,  G ,  sont  les  quatre  autres 
sommets ,  et  que  pendant  l'instant  dt,  les  huit  points 
M,A,B,C,D,E,F,G,  soient  transportés  en  M', 
A',  B%  C,  D%  E',  F',  G';  je  dis  que  le  polyèdre 
dont  ces  derniers  points  sont  les  sommets,  sera  un 
parallélépipède  obliquangle;  et  pour  le  prouver,  je 
vais  déterminer  et  comparer  entre  elles  les  longueurs 
de  ses  douze  côtés  M'A',  M'B',  etc. 

Les  coordonnées  x,  j,  z,  du  point  M  deviennent 

X  +  iidty    j  4-  vdt,     z  +  wdt^  , 

au  bout  de  Tinstant  dt;  ces  quantités  sont  donc  les 


HYDRODYNAMIQUE.  67 1 

coordonnées  du  point  M';  on  en  déduira  celles  de 
tout  autre  sommet,  en  y  remplaçant  oc ,  y  y  z,  par 
les  coordonnées  primitives  de  ce  sommet  ;  ainsi ,  l'on 
aura  les  coordonnées  de  C^ ,  en  y  conservant  x  etj^ 
et  mettant  2  -j-<is  à  la  place  de  i;,  parce  que  oc^j,  z-^-dz 
sont  les  coordonnées  de  C.  De  cette  manière,  les 
coordonnées  de  C ,  seront 

ûc  -\-    udt  +  -j-  dz  dty 
j   +    ^di'  H — -f-  dz  dt^ 
z  +  dz  +  wdt  +  -j-  dz  dt  ; 
et,  en  les  comparant  à  celles  de  M%  on  en  conclura 

en  extrayant  la  racine  carrée  et  négligeant  les  infini- 
ment petits  du  troisième  ordre,  on  aura  donc 

M'C  =  dz  +^dzdt. 

Les  coordonnées  de  D'  se  déduiront  de  celles  de 
M',  et  les  coordonnées  de  G',  de  celles  de  C,  en  y 
mettant  x-^-dx  et  j^  +  ^  à  la  place  de  x  ^Ij,  par 
conséquent,  la  longueur  du  côté  D'G'  se  déduira  de 
même  de  celle  du  côté  M'C  ;  ce  qui  donne 

D'G'=  dz  +  ~  dzdt  +  p^ dxdzdt  +  ~  drdzdt; 

.   dz  '    dxdz  '    djdz   ^  ' 

donc,  en  négligeant  les  deux  derniers  termes,  qui 
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sont  du  troisième  ordre,  la  valeur  de  D'G'  sera  la 
même  que  celle  de  M'C  On  trouvera  de  la  même 
manière,  que  les  côtes  A'E'  et  BT'  sont  égaux  au  côté 
MC,  aux  quantités  près  du  troisième  ordre  ;  en  sorte 
que  l'on  aura 

WC  =  A'E'  =  B'F'  =  D^G'. 

Si  Ton  change  z  enj-,  et  w  en  i>y  dans  la  valeur  de 
M'C%  elle  deviendra  celle  de  M'B',   savoir  : 

MB'  =.  df  +^djdt; 

en  changeant  de  même  z  en  x  et  w  en  u,  on  aura  la 
valeur  de  M'A',  qui  sera 

M'A'  =  dx  +   i'^djcdt; 

et  Ton  trouvera  aussi 

M'B'  =  A'D'  =  CT'  =  E'G', 

M'A'  =  B'D'  =  CE'  =  F'G^ 

Nous  voyons  donc  que  les  côtés  égaux  entre  eux 
dans  le  parallélépipède  primitif,  sont  encore  restes 
égaux  après  son  changement  de  forme  :  le  parallélisme 
de  ses  côtés  est  une  conséquence  de  leur  égalité;  par 
conséquent,  l'élément  de  volume  que  nous  considé- 
rons conserve ,  à  la  fin  de  dt ,  la  forme  d'un  parallé- 
lépipède, mais  qui  n'est  pas  rectangle,  comme  au 
commencement  de  cet  instant. 

On  aura  le  volume  de  ce  parallélépipède  obliquan- 
gle,  en  rnultipliaut  l'une  de  ses  faces»  par  exemple  , 
la  face  M'A'B'B',  par  la  perpendiculaire  C'P'  abais- 
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sëe  du  point  C  sur  cette  face;  Faire  du  parallélo- 
gramme M'A'D'B'  est  égale  au  produit  de  ses  deux 
côtés  M'A'  et  M'B' ,  multiplié  par  le  sinus  de  l'angle 
A'M'B';  et  la  perpendiculaire  CT'  se  déduit  du  côté 
CM',  en  le  multipliant  par  sinCWP';  par  conséquent, 
le  volume  du  nouveau  parallélépipède  aura  pour 
valeur 

M'A'  .  M'B' .  M'C  ,  sin  A'M'B' .  sin  C'M'P'. 

Or,  les  angles  A'M'B'  et  C'M'P'  étaient  droits  dans  le 
parallélépipède  primitif;  chacun  d'eux  ne  peut  donc 
maintenant  différer  d'un  angle  droit,  que  d'une  quan- 
tité infiniment  petite;  le  sinus  de  chacun  de  ces 
angles  ne  différera  donc  de  l'unité,  que  d'un  infini- 
ment petit  du  second  ordre;  par  conséquent ,  si  Ton 
néglige  les  infiniment  petits  du  cinquième  ordre,  il 
faudra  faire  sin  A'M'B'=  i  et  sin  C'MT'=  i  ,  dans 
le  produit  précédent  ;  ce  qui  le  réduit  à 

M'A'  .  M'B' .  M'C. 

Donc,  en  mettant  pour  chacun  des  facteurs  sa 
valeur  précédente,  effectuant  la  multiplication,  et 
négligeant  toujours  les  infiniment  petits  du  cin- 
quième ordre,  ce  produit  sera 

('  +  È  ^^ + J  ^^ + î  ^^)  ^-^«b-^^- 

Tel  est  donc,  à  la  fin  du  temps  t^dt,  le  volume 

de  l'élément  qui  était  dxdjdz ,  à  la  fin  du  temps  t. 

En  même  temps,  la  densité  p  est  devenue  p  +  ^'dt; 

en  multipliant  donc  ce  volume  par  p-i-p'dt,  et  re- 

2.  43 
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tranchant  du  produit  îa  masse  primitive  pdxdjdz, 
on  aura  la  variation  de  cette  masse  pendant  l'instant 
dt;  et  cette  variation  devant  être  nulle,  il  en  résul- 
tera l'ëquation 

,     ,         /du     .     dv     ,    dw\ 

en  négligeant  les  infiniment  petits  du  cinquième 
ordre,  et  supprimant  ensuite  le  facteur  dt  dx  dj  dz^ 
commun  à  tous  les  termes.  Par  conséquent,  d'après 
la  valeur  de  p' du  numéro  précédent,  la  quatrième 
équation  du  mouvement  qu'il  s'agissait  de  former, 
sera 

649.  Cette  équation  appartiendra  aux  liquides  et 
aux  fluides  aériformes;  mais  la  quantité  p'  étant 
nulle,  dans  le  cas  des  liquides  regardés  comme  in- 
compressibles ,  cette  équation  se  partagera  en  deux 
autres ,  savoir  : 

du     ,     dv    ,     dw  \         ^   ^ 

dx     "^  dj  dz  '    ) 

En  les  joignant  aux  trois  équations  (5),  on  aura  un 
nombre  d'équations  égal  à  celui  des  cinq  inconnues 
p,  p,  M,  p,  w,  qu'elles  doivent  servir  à  déterminer 
en  fonctions  de  oc ,  y,  z ,  t.  Quand  le  liquide  est  ho- 
mogène, la  densité  p  est  une  constante  donnée;  ce 
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qui  réduit  les  inconnues  à  quatre,  et  fait  en  même 
temps  disparaître  la  première  équation  (5). 

Relativement  aux  fluides  élastiques ,  on  n'a  aussi 
que  quatre  équations,  savoir,  les  équations  (5)  et  (4); 
mais  alors  la  densité  est  liée  à  la  pression  ;  ce  qui 
réduit  à  une  seule  les  deux  inconnues  p  et  p.  Si  Ton 
suppose  que  la  température  soit  la  même  dans  toute 
la  masse  du  fluide  à  letat  de  repos,  les  dilatations 
ou  compressions  des  élémens  de  ce  fluide,  qui  auront 
lieu  pendant  son  mouvement,  feront  varier  cette 
température ,  et  la  pression  p  ne  sera  plus  propor- 
tionnelle à  la  densité  p,  dans  l'état  de  mouvement, 
comme  elle  l'est  dans  l'état  d'équilibre.  On  verra, 
dans  la  suite,  comment  on  peut  avoir  égard  à  cette  cir- 
constance ,  dans  le  cas  d'un  mouvement  très  rapide. 
Maintenant  je  supposerai  qu'il  s'agisse  d'un  mouve- 
ment assez  lent  pour  qu'elle  n'ait  aucune  influence 
sensible  ;  en  sorte  que  l'expression  de  p  en  fonction 
de  p  ,  soit  celle  qui  convient  a  l'état  d'équilibre, 
savoir  (n*  624) , 

p  =  kf{i  +  aô);  (6) 

ô  désignant  la  température  commune  à  tous  les  points 
du  fluide,  a  le  coefficient  0,00575  de  la  dilatation 
des  gaz,  et  k  une  constante  relative  à  la  matière  du 
fluide  que  l'on  considère. 

Lorsque  les  valeurs  àe  p,  p,  u,  ^,  w,  auront  été 
déterminées,  soit  au  moyen  des  cinq  équations  (5) 
et  (5),  soit  d'après  les  cinq  équations  (3),  (4),  (6), 
on  en  déduira  les  valeurs  de  ^,  j*,  z,  en  fonctions  de 
/,  et  de  leurs  valeurs  initiales^',  7',  z%  au  moyen  des 

43.. 
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équations  (i).  Les  intégrales  de  toutes  ces  e'quations 
aux  différences  partielles  renfermeront  des  fonctions 
arbitraires,  qui  resteront  encore  à  déterminer,  d'a- 
près l'état  initial  du  fluide ,  et  au  mojen  de  certaines 
conditions  relatives  à  sa  surface  dont  il  sera  question 
plus  bas. 

65o.  Quand  la  température  n'est  pas  la  même  dans 
toute  la  masse  fluide  à  l'origine  du  mouvement,  elle 
yarie  ensuite  d'un  point  à  un  autre,  et,  pour  un  même 
point,  d'un  instant  à  l'autre;  en  sorte  que  si  l'on 
désigne,  au  bout  du  temps  t,  par  9,  la  température 
qui  répond  aux  points  dont  x,  j*,  z,  sont  les  coor- 
données, cette  quantité  9  est  une  fonction  inconnue 
de  t,  oCfj,  jz,  et  pour  la  déterminer  il  faut  joindre 
une  nouvelle  équation  aux  précédentes.  Cette  équa- 
tion sera  diflerente  dans  les  deux  cas  d'un  liquide  et 
d'un  fluide  aériforme,  que  nous  allons  successive- 
ment considérer. 

1°.  Supposons  qu'il  s'agisse  d'un  liquide  homogène, 
tel  que  l'eau,  pour  fixer  les  idées.  La  température  â 
variant  d'un  point  à  un  autre,  la  densité  f  variera 
de  même,  et  sera  une  fonction  déterminée  de  9,  que 
je  représenterai  par  f^  (*).  La  quantité  f  ne  sera 
plus  nulle,  et  l'équation  (4)  ne  se  décomposera  plus 
dans  les  deux  équations  (5).  La  chaleur  spécifique 
du  liquide  et  la  mesure  de  sa  conductibilité  seront 
aussi  des  fonctions  déterminées  de  9;  mais  si  l'on 
suppose  que  la   communication  de  la  chaleur  dans 


(■*')  Pour  la  forme  de  cette  fonction ,  vorez  le  Traité  de  Phy- 
sique de  M.  Biot ,  tome  V^ ^  chapitre  XL 
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rintérieur  de  Feau,  ait  lieu  comme  dans  un  corps 
solide,  par  mi  rayonnement  à  distance  insensible, 
rëquation  relative  au  mouvement  de  la  chaleur  dans 
un  coi^s  hétérogène ,  que  j'ai  trouvée  autrefois , 
s'appliquera  à  la  masse  d'eau  que  nous  considérons  ; 
car  elle  fait  connaître  l'accroissement  instantané  de 
température  qui  a  lieu  en  un  point  quelconque  d'un 
corps,  dans  lequel  la  chaleur  spécifique  et  la  conduc^^ 
tibilité  varient  arbitrairement  d'un  point  à  un  autre; 
et  d'après  la  manière  dont  elle  a  été  formée ,  elle  ne 
dépend  pas  du  mouvement  du  point  matériel  que 
l'on  considère,  non  plus  que  du  mouvement  des 
points  circonvoisins.  Ainsi,  en  appelant  ^'dt  l'accrois- 
sement de  8  pendant  l'instant  dt^  on  aura  (^) 

d.h-—  d.h—-         d.h-r- 

^  dv     ^     dj-     ^      dz     '  ^^77 

équation  dans  laquelle  on  fera,  d'après  la  formule  (2),^ 

n,      en  ,      d^a  ,      de   ,      dû 

^   =   di  +  '^d^+'^d^  +  ^Vz' 

et  où  g  et  ^sont  des  fonctions  de  6,  qui  représentent 
la  chaleur  spécifique  rapportée  à  l'unité  de  masse,  et 
la  mesure  de  la  conductibilité.  Chacune  de  ces  fonc- 
tions est  censée  connue,  ainsi  que  ^6,  de  manière 
que  les  équations  (3),  (4),  (7),  seront  en  nombre 
égal  à  celui  des  inconnues  S,p,  w,  (%  w,  qu'elles 
renferment.  Dans  le  cas  d'un  liquide  hétérogène,  les 


(■^)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  19*  cahier,  page  87, 
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trois  quantités  p,  g ,  h,  relatives  au  point  de  sa  masse 
dont  les  coordonnées  sont  x,  j,  z,  dépendraient  de 
la  température  0  et  de  la  matière  du  fluide  en  ce 
point,  et  seraient,  par  conséquent,  des  fonctions 
données  de  ô  et  des  coordonnées  initiales  x\fy  z% 
de  ce  même  point. 

2*.  Si  le  fluide  que  Ton  considère  est  une  masse 
d'air  ou  d'un  gaz  quelconque ,  dont  la  température 
6  varie  d'un  point  à  une  autre  ,  et  que  dans  l'état  de 
mouvement,  la  pression  soit  toujours  supposée  pro- 
portionnelle à  la  densité,  comme  dans  le  n*  précé- 
dent, l'équation  (6)  aura  toujours  lieu  ;  mais  l'équa- 
tion (7)  ne  subsistera  plus;  car  elle  est  fondée  sur 
l'hypothèse  que  la  communication  de  la  chaleur  dans 
l'intérieur  du  corps  se  fait  par  un  rayonnement  à 
distance  insensible;  et,  au  contraire,  la  chaleur 
rayonnante  traverse  les  fluides  aériformes,  dans  de 
très  grandes  épaisseurs;  en  sorte  qu'il  y  a  échange  de 
chaleur  entre  des  molécules  très  éloignées  l'une  de 
l'autre.  Cette  équation  devra  donc  être  remplacée  par 
une  autre,  que  l'on  joindra  aux  équations  (5j,  (4), 
(6) ,  afin  d'en  avoir  un  nombre  égal  à  celui  des  in- 
connues p,p^  6,  Uy  Vy  w.  Dans  le  problème  des 
vents  alises ,  par  exemple ,  qui  sont  produits  par  les 
différences  de  température  des  couches  atmosphéri- 
ques, on  formera  cette  sixième  équation  de  la  ma- 
nière suivante,  qu'il  nous  suffira  maintenant  d'indi- 
quer. 

La  quantité  de  chaleur  reçue  pendant  l'instant  dt, 
par  l'élément  quelconque  dm  de  la  masse  fluide ,  et 
qu'on  peut  supposer  proportionnelle  à  dmdt,  se  corn- 
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pose  de  la  chaleur  solaire  absorbée  par  dm  pendant 
cet  instant  dt,  à  laquelle  il  faut  d  abord  ajouter  la  cha- 
leur rayonnante  que  cet  élément  reçoit,  dans  ce  même 
instant ,  d'une  partie  de  la  surface  de  la  terre  et  de  la 
partie  de  l'atmosphère  dont  la  communication  avec 
dm  n'est  point  interrompue  par  cette  surface,  et,  en 
outre,  la  portion  de  chaleur  qui  peut  être  communi- 
quée à  dm  par  les  éléraens  circonvoisins ,  comme 
dans  les  corps  solides.  En  retranchant  de  cette  somme 
la  quantité  de  chaleur  émise  au  dehors  par  l'élément 
dm,  pendant  l'instant  dty  soit  par  communication, 
soit  par  rayonnement  à  grande  distance,  on  aura 
l'augmentation  instantanée  de  la  chaleur  de  dm,  que 
Ton  peut  représenter  par  Admdt;  A  étant  un  coeffi- 
cient dont  je  me  borne  a  indiquer  l'origine.  D*un 
autre  côté,  cette  augmentation  d.e  chaleur  est  égale 
a  g^'dtdm,  en  désignant  toujours  par  g  et  âW^,  la 
chaleur  spécifique  rapportée  a  l'unité  de  masse ,  et 
l'accroissement  instantané  de  température;  on  aura 
donc  Gdmdt  =  g^'dmdt,  ou  A  =  gô',  pour  l'équation 
demandée,  qu'on  devra  substituer  a  l'équation  (7). 

65 1.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  y  a  une  remarque 
importante  à  faire  relativement  à  l'équation  (4). 

D'après  la  manière  dont  elle  a  été  formée ,  elle 
exprime  que  la  masse  de  l'élément  différentiel  dm  du 
fluide  ne  varie  pas  pendant  l'instant  dt;  mais  c'est 
pour  abréger  que  l'on  a  considéré  le  volume  de  cette 
partie  du  fluide  comme  infiniment  petit;  et  si  l'on 
divise  le  volume  total  en  parties  de  grandeur  finie, 
mais  insensible ,  dont  chacune  renferme  néanmoins 
un  nombre  extrêmemeiit  grand  de  molécules ,  Té- 
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quation  (4)  exprime  réellement  que  chacune  de  cé^ 
parties  renferme  toujours  les  mêmes  molécules,  et 
que,  par  conséquent ,  sa  masse  est  invariable.  C'est 
pour  cela  qu'elle  est  désignée  sous  la  dénomination 
di  équation  de  la  continuité  du  fluide.  Or ,  il  existe  des 
mouvemens  dans  lesquels  cette  continuité  n'a  pas  lieu, 
et  où  Ton  ne  doit  plus  faire  usage  de  l'équation  qui 
s'y  rapporte. 

Supposons,  parexemple,  que  de  Feau  soit  contenue 
dans  un  cylindre  vertical ,  ouvert  à  sa  partie  supé- 
rieure. Si  l'on  échauffe  le  liquide  par  en  haut,  la 
température  sera  croissante,  et  la  densité  décroissante, 
en  allant  du  fond  à  la  surface;  la  masse  fluide  s'al- 
longera ,  les  couches  horizontales  se  remplaceront 
successivement ,  et  l'équation  de  la  continuité  s'appli- 
quera à  ce  mouvement.  Mais  si  le  liquide  est  échauffé 
par  en  bas ,  la  densité  sera  croissante ,  et  la  tempé- 
rature décroissante  de  bas  en  haut:  à  la  rigueur,  les 
couches  horizontales  pourront  encore  se  remplacer 
successivement!  mais  un  pareil  mouvement  ne  serait 
pas  stable  ;  et  Tobservation  montre  que  les  molécules 
d'eau  s'élèvent  du  fond  vers  la  surface ,  en  traversant 
les  couches  supérieures.  Toutes  les  parties  très  petites 
du  liquide  ne  sont  pas  constamment  formées  des 
mêmes  molécules;  l'équation  (4)  n'a  donc  pas  lieu 
dans  ce  genre  de  mouvement;  et  il  est  même  douteux 
que  les  équations  (3),  fondées  sur  le  principe  de 
l'égalité  de  pression  en  tous  sens,  puissent  s'y  appli- 
quer ;  en  sorte  que ,  dans  l'état  actuel  de  la  science , 
nous  n'avons  aucun  moyen  de  déterminer  le  mou- 
vement d'mn  liquide  dont  les  couches  se  traversent 
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mutuellement,  les  unes  en  montant,  les  autres  en 
descendant.  La  même  remarque  s'applique  aux: 
mouvemens  verticaux  qui  peuvent  exister  dans 
chaque  colonne  atmosphérique,  dont  les  couches  in- 
férieures, échauffées  par  le  contact  avec  la  terre,  et 
devenues  plus  légères,  s'élèvent  en  traversant  les 
couches  supérieures.  La  détermination  de  ces  mouve- 
mens, d'un  genre  différent  dç  ceux  qu'on  a  considérés 
jusqu'à  présent,  et  leur  influence  sur  les  variations 
diurnes  du  baromètre,  sont  des  questions  sur  lesquelles 
il  importe  d'appeler  l'attention  des  géomètres. 

652,  Dans  les  mouvemens  des  fluides  que  l'on 
soumet  au  calcul,  on  a  coutume  de  supposer  que 
les  points  qui  se  trouvent,  à  une  époque  déterminée, 
sur  une  paroi  fixe  ou  mobile,  ou  qui  appartiennent 
à  la  surface  libre  d'un  liquide,  demeureront  sur  cette 
paroi ,  ou  appartiendront  à  cette  surface  ,  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement;  en  sorte  que  l'on 
exclut  les  mouvemens  très  compliqués  dans  lesquels 
des  points  d  un  fluide,  après  avoir  appartenu  à  sa  su- 
perficie, rentreraient  dans  l'intérieur  de  la  niasse, 
ou  réciproquement  ;  et  l'on  exclut  même  les  cas  ou 
des  points  d'un  liquide  passeraient  alternativement 
de  la  surface  libre  à  la  surface  en  contact  avec  une 
paroi  fixe  ou  mobile.  Ces  conditions  particulières 
auxquelles  on  assujettit  les  mouvemens  que  l'on  con- 
sidère, s'expriment  par  les  équations  suivantes. 

Soient  toujours  œ,  j^  z^les  coordonnées  variables 
d'un  point  du  fluide ,  et 

f{t,  JC,J,  z)   =   o. 
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rëquation  d'une  surface  fixe  ou  mobile  qiii  passe  par 
ce  point  au  bout  du  temps  t,  et  que  nous  appelle- 
rons S,  pour  abréger.  Désignons  aussi  par  x^  y  j' ^  z\ 
les  coordonnées  initiales  du  même  point ,  de  sorte 
que^,  jy  Zy  soient  des  fonctions  de  /,  oc'  ^  y\  z\ 
Si  Ton  substitue  leurs  valeurs  dans  l'équation  donnée, 
elle  se  changera  en 

F(^^^j',  z')  =  o; 

et  tous  les  points  du  fluide  dont  les  coordonnées 
initiales  satisferont  à  cette  équation  ,  seront  ceux  qui 
appartiennent,  au  bout  du  temps  ^,  à  la  surface  S; 
par  conséquent ,  pour  que  ces  points  soient  constam- 
ment les  mêmes ,  il  faudra  que  la  fonction  F  ne 
renferme  pas  la  variable  t.  Si  donc  S  est  la  surface 
libre ,  ou  celle  d'une  paroi  fixe  ou  mobile ,  il  faudra 
que  la  fonction  f(t,  x,  j  ^  z)  soit  indépendante 
de  if ,  en  y  regardant  x ^  j,  s,  comme  des  fonctions 
de  ces  variables;  sa  différentielle  complète  par  rap- 
port à  t  devra  donc  être  nulle  ;  et  d'après  la  formule 
(2),  on  aura 

pour  exprimer  la  condition  ci-dessus  énoncée. 

Dans  le  cas  d'une  paroi  fixe  ,  la  fonction  fne  ren- 
fermera pas  explicitement  le  temps  t;  en  la  repré- 
sentant par  L,  de  sorte  que  L  =  o  soit  l'équation 
donnée  de  la  paroi ,  Téquation  (8)  deviendra 

d\j     .       dh    .         dL  ^   ^ 
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Si  Ton  désigne  par  ^  la  résultante  des  vitesses 
M,  p,  w,  et  par  et  ^  6,  y,  les  angles  quelle  fait  avec 
les  directions  des  x,  j^z;  si  l'on  appelle  aussi  a,  b, 
c,  les  angles  que  fait  la  normale  à  la  paroi  avec  les 
mêmes  directions ,  et  qu'on  fasse 

(£y+0+(î)'=-. 

on  aura ,  en  même  temps, 

M  =  ^ cos  et,     V  :=  ^cosë ,  w  =  (^cosy  y 

dL  ^  dL  .  ,    dL  ^ 

■—  =  A  cos  a,  -7-  =  Acos£^,:i-  =  Acosc: 

dx  '   dj-  ^  dz  ^ 

et,  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (9),  et 
supprimant  ensuite  le  facteur  commun  ^A ,  elle  de- 
viendra 

cos  et  cos  a  +  cos  ê  cos  b  +  cos  y  cos  c  =  o. 

Cette  équation  (9)  signifie  donc  que  la  vitesse  de 
chaque  point  de  fluide  adjacent  à  une  paroi  fixe,  est 
normale  à  cette  surface  ;  et ,  en  effet ,  c'est  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  que  ce  point  ne  se 
détache  pas  de  la  paroi,  et  ne  fasse  que  glisser  sur 
sa  surface. 

A  la  surface  libre  d'un  liquide ,  la  pression  p  est, 
en  général ,  une  quantité  constante  j  mais  elle  pour- 
rait dépendre  de  t  et  être  seulement  indépendante  de 
ce  y  jr ,  Zy  si  la  pression  extérieure,  commune  à  tous 
les  points  de  cette  surface ,  variait  avec  le  temps  ;  en 
la  désignant  par  T,  l'équation  de  la  surface  libre 
sera   donc  /?  —  T  =  o ;   et  en   mettant   p  —  Ta  la 
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place  de  y  (dans  réquation  (8)  on  aura 

pour  lequalion  qui  aura  lieu  en  même  temps  que 
p  —  T  =  o,  ou  en  même  temps  que  l'équation  diffé- 
rentielle de  la  surface  libre ,  qui  a  été  donnée  dans  le 
n°  647. 

Nous  ferons  remarquer  que  les  équations  (8),  (9), 
(10)  auront  encore  lieu ,  sans  erreur  sensible,  lorsque 
les  points  du  fluide  ne  s'écarteront  de  sa  superficie, 
que  de  quantités  insensibles.  Par  conséquent ,  si  l'on 
considère ,  comme  dans  le  numéro  précédent , 
une  portion  du  fluide  dont  les  dimensions  soient  de 
grandeur  finie,  mais  insensibles,  et  qui  contienne 
néanmoins  un  nombre  immense  de  molécules ,  et  si 
l'on  suppose  qu'une  partie  de  sa  surface  appartienne 
à  celle  du  fluide,  à  une  époque  détei'minée,  ces 
équations  exprimeront ,  en  réalité ,  que  cela  aura 
lieu  pendant  toute  la  durée  du  mouvement.  Cette 
partie  commune  aux  deux  surfaces,  pourra,  d'ailleurs, 
varier  en  étendue  dans  des  rapports  quelconques; 
et  la  petite  portion  de  fluide  dont  il  s'agit,  en  se  dé- 
plaçant à  la  superficie  du  fluide,  pourra  s'étendre 
ou  se  rétrécir  sans  que  son  volume  change  dans  le 
cas  d'un  liquide,  ou  sa  masse  dans  le  cas  d'un  fluide 
quelconque.  Ainsi,  par  exemple,  lorsqu'un  liquide 
pesant  oscille  dans  un  vase  ouvert  à  sa  partie  supé- 
rieure, l'étendue  de  sa  surface  libre  et  celle  de  sa 
surface  de  contact  avec  les  parois  du  vase  varient 
pendant  le  mouvement ,  de  sorte  que  le  nombre  des 
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points  matériels  du  liquide,  qui  sont  situés  à  Tune  ou 
l'autre  de  ces  deux  surfaces ,  n'est  pas  constamment 
le  même;  mais  les  équations  (g)  et  (lo)  peuvent 
avoir  lieu  néanmoins,  si  l'on  considère  qu'elles  ne 
répondent  pas  seulement  à  des  points  isolés,  mais 
qu'elles  se  rapportent  à  de  petites  portions  du  li- 
quide ,  de  grandeur  insensible  et  de  forme  variable. 

Ces  équations  particulières  que  Lagrange  a  intro- 
duites dans  la  théorie  des  fluides ,  concourront , 
dans  chaque  cas,  avec  l'état  initial  du  système,  à 
déterminer  les  fonctions  arbitraires  qui  seront  conte- 
nues dans  les  équations  du  mouvement. 

655.  Dans  un  cas  très  étendu,  on  peut  réduire  les 
trois  équations  (5)  à  une  équation  aux  différences 
partielles  du  premier  ordre,  et  faire  dépendre  d'une 
seule  quantité,  les  trois  inconnues  w,  9 ,  w.  Ce  cas  a 
Heu ,  lorsque  la  formule  iidx  +  vcfy  -{-  wdz  est  une 
différentielle  exacte  d'une  fonction  de  Jc,  j-,  z,  re- 
gardées comme  des  variables  indépendantes,  et  que 
le  fluide  dont  on  s'occupe  est  homogène  et  partout  à 
la  même  température,  dans  son  état  d'équilibre. 

Soit  alors 

udx  +  vdj  -{-  wdz  =  d(p; 

(p  désignant  une  fonction  inconnue  des  quatre  va- 
riables t,  oc,  fy  J2,  mais  la  différentielle  d(^  étant 
prise  seulement  par  rapporta  cCyj,  Zy  de  sorte  qu'on 
ait 

d(p  dip  d<p  .   . 

«  =  i^'    ''=^'   '^  =  I-        («) 

D'après  la  nature  des  forces  X,  Y^  Z;  qui  provien- 
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nent  toujours  d'attractions  ou  de  répulsions ,  dont  les 
centres  sont  des  points  fixes  ou  mobiles,  ou  les  points 
mêmes  du  fluide,  on  a  aussi 

X^^  ^  Ydj  +  Zdz  =  dV, 

et ,  par  conséquent , 

Y  dV       ^  __   dY       rj         dV 

^=  d^'^  -  d^'   ^  =  -drz'-> 

V  étant  une  fonction  de  ty  x^j^z^  qui  n'est  difFé- 
rentiée  que  par  rapport  k  œ ,  j  ,  z.  Dans  le  cas  d'un 
fluide  élastique  dont  la  densité  est  constante  à  l'état 

de  repos,  l'intégrale  /  —  s'exprimera  par  un  loga- 
rithme ,  si  l'on  suppose  que  la  loi  de  Mariotte  ait  en- 
core lieu  à  rétat  de  mouvement;  si  l'on  tient  compte 
des  variations  de  température  qui  accompagnent 
celles  de  la  densité  pendant  le  mouvement,  cette 
intégrale  sera  une  autre  fonction  àe  p;  et  dans  le  cas 

d'un  liquide  homogène,  elle  se  réduira  à-p,  abs-   , 

traction  faite  de  la  constante  arbitraire.  Pour  com- 
prendre tous  ces  cas  en  un  seul,  je  ferai 

il  en  résultera 

i  dp ^        i_dp ^        i  dp d?  ^ 

^  dx         dx'        ^  dj         dj'*       p  dz  dz' 

et  au  moyen  de  ces  valeurs  et  des  précédentes,  les 
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équations  (5)  deviendront 

IIQUE.                           68^ 

^P         d\          d-<p 
dx          dx         dxdt 

d(p      d^<p 
dx     dx^ 

d(p   d^ç          dp    d^p 
djr  dxdy          dz  dxdz  * 

d?         dY          d'p 
dj         djr         djdt 

dç      d^(p 
dj     dj'dx 

dp    d'p          dp    d^<p 
djr  dj-""           dz  djdz* 

d^        dN         d^<p 
dz           dz          dzdt 

dp      d^p 
dx    dzdx 

dp    d^p          d<p     d^p 
dr  dzdr         dz     dz^ 

Je  lès  ajoute  après  les  avoir  multipliées  par  dx^  dj  , 
dz;  il  vient 

dP=.v-..^4-i^.[(l)+(|)V(sy]. 

et  tous  les  termes  de  cette  équation  étant  des  difîe- 
rentielles  exactes  à  trois  variables  oc,  j,  z,  on  en 
déduit  immédiatement 

v-p=f+ <[(*)■+ (*)■+(!)•].  («, 

La  constante  arbitraire  qu'on  devrait  ajouter  dans 
cette  intégration ,  peut  être  censée  contenue  dans  la 
quantité  inconnue  (p ,  et  l'on  peut  regarder  les  inté- 
grales V  et  P  comme  des  quantités  entièrement  dé- 
terminées. 

Cette  équation ,  qui  remplacera  les  trois  équations 
(5) ,  fera  connaître  la  valeur  de  p ,  quand  celle  de  (p 
sera  déterminée;  les  équations  (a)  détermineront 
aussi  les  trois  inconnues  u,  i^,  w,  et  quant  à  la  va- 
leur de  (p,  elle  se  déduira  de  Téquation  (4),  qui  de- 
vient 
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^        d     ^  d    ^ 

dt     '        dx     '^      dj  '         dz 


Dans  le  cas  d'un  fluide  incompressible ,  cette  équation 
se  réduira  à 

dx^  "*■  dj-   "^  d^  —  ^' 

dans  le  cas  d'un  fluide  aériforme,  on  y  mettra  pour  c 
sa  valeur  en  fonction  de  p ,  et  pour  p  sa  valeur  ti- 
réo  de  Téquation  [b), 

654.  Pour  que  la  formule  udx  +  vdj  +  wdz  soit 
une  différentielle  exacte  pendant  toute  la  durée  du 
mouvement ,  il  faut  qu  elle  le  soit  à  l'origine ,  et  que 
les  valeurs  initiales  de  jâ,  p,  w,  qui  sont  données 
arbitrairement  en  fonctions  de  oc ,  j ^  z,  satisfassent 
aux  conditions  d'intégrabilité.  Réciproquement,  on 
admet  qu'il  suffit  que  cette  formule  soit  une  diffé- 
rentielle exacte  relativement  à  une  valeur  déterminée 
de  t ,  pour  qu'elle  le  soit  aussi  pour  toutes  les  valeurs 
de  cette  quantité  ;  mais  cette  proposition  n'a  pas  toute 
la  généralité  qu'on  lui  suppose.  Voici  comment  on 
la  démontre. 

'  Soit  t^  une  valeur  particulière  de  t;  supposons 
que  pour  celte  valeur  on  ait 

udx  +  vdj  4-  wdz  =  d^/y 

q>i  étant  une  fonction  de  œ ,  r ,  z.  Si  l'on  désigne 
par  6  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit,  et  que 
le  temps  t  devienne /^  +  g,  les  quantités  u,  (^,  w, 
varieroni  aussi;  et  en  supposant  que  leurs  exprès- 
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sions  en  fonctions  de  t  soient  développables  suivant 
les  puissances  de  6 ,  on  aura 

et ,  par  conse'quent , 

udx  +  vdj  4-  wdz  =  (i(p^  +  €  {u^doc  +  v^dj  +  w^^<^z)  ^ 

en  désignant  par  u^^  v^ ,  w^ ,  des  fonctions  de  .r,  j-,  z. 
Pour   avoir  les    valeurs    des    différences    partielles 

dt'  dt'  ~dt  '  ^^^  entrent  dans  les  e'quations  (3) ,  il 
faudra  differentier  ces  valeurs  de  u,  ^,  w,  par  rap- 
port à  6^  ce  qui  donne 

du  dv  dw 

En  les  substituant  avec  celles  de  u^  v,  w,  et  de  leurs 
différences  partielles  relatives  à  \r,  j-,  2,  dans  ces 
équations,  et  supprimant  ensuite  les  termes  multi- 
pliés par  g ,  il  vient 

i  f^:=:X U   ^    — -'  —  ^-^   ^  -^' 

^   dx  '         dx.    dx'^  djrdxdj         dz    dxdz^ 

i^  =  Y ^  — '  ^  —  ^  ^'  — -  ^'  -^ 

^   dj-  '  dx  djdx         dy    dj^  dz  djdz  ' 


2   ^ 


p   c?2  '        dx  dzdx         dj  dzdj  dz    d-^ 

d'où  Von  tire,  d'après  les  notations  précédentes, 
u^dx  +  s>fy  -^wdz 

=.v-rfP-.i<;.[(0+-(|,)+(*)-]. 

2.  44 
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et  d'où  il  résulte  que  la  quantité  (u^dx+^jdj"{-Wjdz)ef 
dont  s'accroît  la  formule  ud^  +  i^dj  +  wdz  pendant 
le  temps  e ,  sera  une  différentielle  exacte.  Par  consé- 
quent, cette  formule  sera  une  différentielle  exacte  au 
bout  du  temps  t^  +  é ,  puisqu'on  suppose  qu'elle 
l'est  au  bout  du  temps  t^.,  elle  le  sera  au  bout  du 
temps  tj'i- 2è ,  puisqu'elle  l'est  au  bout  du  temps 
^^  +  6  ;  et  ainsi  de  suite.  Et  comme  on  peut  prendre  e 
positif  ou  négatif,  on  en  conclut  que  cette  formule 
udœ  H-  ifdj"  +  wdz  est  une  différentielle  exacte  pour 
toutes  les  valeurs  de  ^,  si  l'on  s'est  assuré  qu'elle 
le  soit  pour  telle  valeur  qu'on  voudra  de  cette  va- 
riable. 

Mais  cette  démonstration  suppose  que  les  valeurs 
de  Uf  V ,  w ^  qui  répondent  à  if  +  g,  peuvent  se 
développer  suivant  les  puissances  de  g,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  elle  suppose  que  les  expressions 
de  M,  t>,  TV,  en  fonctions  de  t^  satisfont  aux  équa- 
tions du  problème  et  à  toutes  celles  qui  s'en  dé- 
duisent par  des  différentiations  relatives  à  t.  Or, 
cela  n'a  pas  toujours  lieu  à  l'égard  des  expressions 
de  M  5  p ,  TV ,  en  séries  d'exponentielles  et  de  sinus 
ou  cosinus,  dont  les  exposans  et  les  arcs  sont  pro- 
portionnels à  ^  ;  et  la  démonstration  étant  en  défaut ,  la 
proposition  peut  aussi  être ,  et  elle  est  effective- 
ment en  défaut,  dans  certains  cas  dont  j'ai  rencon- 
tré des  exemples.  Dans  chaque  problème ,  les  ex- 
pressions de  M,  s> ,  w ,  dont  il  s'agit,  satisfont  aux 
équations  relatives  à  la  masse  et  à  la  surface  du 
fluide  en  mouvement  ;  en  j  déterminant  conve- 
nablement les  coefïiciens  des  exponentielles  et  des 
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sinus  ou  cosinus ,  elles  représentent  Fe'tat  initial  et 
donné  de  tous  les  points  du  fluide  ;  et  si  les  séries 
qui  en  résultent  sont  d'ailleurs  convergentes^  cela 
suffit  pour  quelles  renferment  la  solution  de  la 
question ,  quoiqu'un  de  leurs  caractères  particuliers 
soit  de  ne  pas  toujours  satisfaire  aux  équations  qui 
se  déduisent  de  celles  du  mouvement ,  par  de  nou- 
velles différentiations. 

655.  La  condition  d'intégrabiiité  de  la  formule 
iidx  -\'  vdj  +  wd^  n'a  pas  lieu  dans  le  mouvement 
d'un  fluide  qui  tourne,  sans  changer  de  forme,  au^ 
tour  dun  axe  ûxe.  En  effet,  les  composantes  de  la 
vitesse  d'un  point  quelconque  sont  alors  les  mêmes 
que  dans  le  cas  d'un  corps  solide  ;  en  prenant  donc 
l'axe  fixe  pour  celui  des  z  ,  et  désignant  par  œ  la 
vitesse  angulaire  de  rotation,  on  aura  (n°  387) 

uz=i  —  jco ,     i^  =  xciù ,     î^  =  o  ; 

d'où  il  résulte 

udx  +  '^df  +  wdsf  =  G3  [xdj  —  jdx)  ; 

quantité  qui  n'est  point  une  différentielle  exacte, 
puisque  le  facteur  œ  est  indépendant  des  coordonnées 
X  elj. 

Il  en  résulte  que  pour  déterminer  la  pression  p 
en  un  point  quelconque,  il  faudra  recourir,  dans 
cet  exemple ,  aux  équations  (5).  Or,  en  y  mettant 
les  valeurs  de  m,  p,  w^  et  considérant  û?  comme 
une  quantité  constante  par  rapport  a  t,  aussi  bien 
que  par  rapport  à  x  y  j,  z ,  il  vient 

44-  ■ 
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f    dx  ^^  ^     f   dj  *        -^  ^    ^    dz  ^ 

d'où  l'on  tire 

-  dp  =^^dje  +  Ydj^  Zdz  +  g?^  (œdx+  jdj)  ; 

équation  qui  coïncide  avec  celle  qu'on  a  trouvée  dans 
le  n°  589,  par  la  considération  de  l'équilibre  des 
forces  données  qui  agissent  sur  tous  les  points  du 
fluide,  et  de  leurs  forces  centrifuges  résultant  de  son 
mouvement  de  rotation. 
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CHAPITRE  II. 

DE  LA  PROFAGATIOIV  I>U  SON. 

656.  Il  n'entre  pas  dans  le  plan  de  cet  ouvrage,  de 
faire  connaître  les  re'sultats  nombreux  qui  ont  ëtë  dé- 
duits des  équations  générales  du  mouvement  des  flui- 
des qu'on  vient  de  donner;  je  me  contenterai  d'indi- 
quer les  ouvrages  dans  lesquels  on  peut  les  trouver. 
Dans  le  chapitre  suivant,  j  e  déterminerai  le  mouvement 
d'un  fluide  qui  s'écoule  dans  un  vase,  d'après  une 
hypothèse  particulière  et  approximative,  générale- 
ment suffisante  pour  la  pratique  ;  et ,  dans  celui-ci ,, 
je  prendrai  pour  exemples  de  Tapplication  des  équa- 
tions générales ,  les  cas  les  plus  simples  de  la  théorie 
du  son. 

1°.  On  trouvera,  dans  les  tomes  II  et  V  de  la 
Mécanique  céleste ^  tout  ce  qui  est  connu  jusqu'à 
présent  sur  les  oscillations  de  la  mer  et  de  l'atmos- 
phère ,  produites  par  les  attractions  de  la  lune  et  du 
soleil. 

:2°.  Le  tome  II  de  la  Mécanique  analytique  ren- 
ferme la  détermination,  par  le  moyen  de  séries  con-^. 
vergentes ,  du  mouvement  d'un  liquide  pesant ,  soit 
dans  un  canal  très  étroit,  soit  dans  un  vase  très  pro- 
fond. 

5°.  Relativement  aux  oscillations  de  ce  liquide 
dans    un   vase   d'une   profondeur   quelconque,    je 
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renverrai  au  Mémoire  que  j'ai  inséré,  sur  ce  sujet, 

dans  le  tome  XfX  du  Journal  de  M.  Gergonne. 

4^.  Pour  le  problème  de  la  propagation  des  ondes 
à  la  surface  et  dans  l'intérieur  d'une  eau  stagnante , 
je  renverrai  de  même  à  mon  Mémoire  inséré  dans  le 
tome  P''  de  l'Académie  des  Sciences. 

5"*.  Sur  l'écoulement  des  fluides  élastiques  dans  les 
vases  et  dans  les  tuyaux,  on  peut  consulter  le  Mémoire 
de  M.  Navier,  qui  fait  partie  du  tome  IX  de  cette 
Académie. 

6".  Enfin  ,  pour  tout  ce  qui  concerne  la  théorie  du 
son,  et,  généralement,  la  propagation  du  mouve- 
ment dans  un  milieu  élastique  ou  dans  plusieurs  mi- 
lieux superposés,  j'indiquerai  les  Mémoires  que  j'ai 
écrits  sur  ce  sujet,  et  qui  fout  partie  du  14^  cahier  du 
Journal  de  l'École  Polytechnique  y  et  des  tomes  II 
et  X  de  l'Académie  des  Sciences. 

657,  Pour  donner  une  application  des  équations 
générales,  considérons  un  fluide  élastique  homogène , 
dont  la  température  et  la  densité  soient  partout  les 
mêmes  dans  son  état  d'équilibre,  et  qu'on  ait  écarté  un 
tant  soit  peu  de  cet  état,  de  sorte  que  pendant  tout  le 
mouvement  qui  en  résultera,  les  vitesses  de  ses  dif- 
férens  points  soient  très  petites ,  et  les  condensations 
ou  dilatations  dont  elles  seront  accompagnées  soient 
aussi  de  très  petites  fractions.  Nous  négligerons,  en 
conséquence,  les  carrés  et  les  produits  de  ces  quan- 
tités ;  ce  qui  réduira  les  équations  du  mouvement  a 
la  forme  linéaire,  et  p>ermettra  d'en  obtenir  les  inté- 
grales sous  forme  finie.  Nous  ferons  aussi  les  forces 
X,  Y,  Z,  égales  à  zéro,  afin  que  la  densité  du  fluide, 
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dans  rëtat  d'équilibre ,  soit  constante ,  comme  nous 
le  supposons. 

Soit  D  cette  densité  ;  p  étant  celle  qui  a  lieu  dans 
Fétat  de  mouvement,  au  bout  du  temps  t  et  au 
point  dont  les  coordonnées  sont  oc  ^  y:^  z,  on  aura 

p  =  D(,  +  s), 

en  désignant  par  s  une  fraction  positive  ou  négative , 
qu'on  suppose  très  petite.  Soient  aussi  h  et  ^mh  la 
hauteur  et  la  pression  barométriques  qui  répondent  à 
la  densité  D  \  g  représentant  la  gravité ,  et  m  la  den- 
sité du  mercure.  Dans  l'état  de  mouvement,  la  pres- 
sion p,  qui  répond  à  la  densité  p,  serait g^/7z^(i  +  j'), 
d'après  la  loi  de  Mariotte ,  si  la  température  du  fluide 
était  invariable;  mais,  à  raison  de  la  condensation 
positive  ou  négative  s,  la  température  augmente  ou 
diminue;  et  si  le  mouvement  est  assez  rapide  pour 
que  le  fluide  n'ait  pas  le  temps  de  revenir  à  sa 
température  primitive,  la  pression  variera  dans  un 
plus  grand  rapport  que  la  densité.  Nous  suppose- 
rons donc  qu'on  ait,  en  général, 

p  ==  gmk  (i   +  ^  +  a-)  ; 

cr  désignant  une  quantité  de  même  signe  que  s,  et 
qui  en  est  une  certaine  fonction.  A  cause  de  Ja  peti- 
tesse de  s ,  on  peut  supposer  cette  quantité  o"  propor- 
tionnelle à  s,  et  faire 

(T  =:  Ss  ; 

S  étant  un  coefficient  positif  et  indépendant  de  s. 
Au  moyen  de  ces  valeurs,  on  aura 

dp  ^=:  gjnh{i  +  C)dsy 
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et  il  en  résultera 


/ 


en  supposait  que  l'intégrale  s'évanouisse  avec  s ,  et 
faisant,  pour  abréger, 

"        D  —  ^* 

Si  l'on  néglige  le  carré  de  s  et  qu'on  prenne  cette 
intégrale  pour  la  valeur  de  la  quantité  P  comprise 
dans  l'équation  ib)  du  n"  65'^ ,  on  aura 

P  =  a^s-, 

en  négligeant  aussi  les  carrés  des  vitesses  -r  >  -r--,  -j-, 

et  supprimant  le  terme  V  qui  provient  des  forces  X^ 
Y,  Z,  cette  équation  {b)  deviendra 

et  en  la  joignant  aux  équations  {a),  savoir, 

d(p  d(p  d<p  ,   . 

ces  quatre  équations  feront  connaître  la  condensa- 
tion ,  la  grandeur  et  la  direction  de  la  vitesse  du 
fluide,  au  bout  du  temps  t  et  au  point  dont  les 
coordonnées  sont  oc  yf ,  z,  lorsque  la  fonction  (p  aura 
été  déterminée  en  fonction  de  x,  j  ^z^t. 

Si  les  déplacemens  des  points  du  fluide  sont  aussi 
supposés  très  petits,  c'est-à-dire,  si  les  points  du 
fluide  ne  font  que  de  très  petites  oscillations,  el  n'ont 
pas  un  mouvement  commun  de  translation  ou  de 
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rotation,  les  variables  ^^  J,  z,  différeront  très  peu 
des  coordonnées  initiales  x' ,  y  ^  z' ,  du  point  auquel 
elles  répondent;  on  pourra  les  regarder  comme  éga- 
les à  œ' ,  y ,  z' ,  en  intégrant  les  valeurs  de  udt , 
vdt,  wdt,  pour  en  déduire,  à  un  instant  quelconque , 
les  déplacemens  de  ce  point  suivant  les  trois  axes 
des  coordonnées;  et  alors,  on  aura 

X  —  ^'  =  judt ,    j  — y  z=:fs>dt ,      z  —  jz'  :=:fwdt  ; 

les  intégrales  étant  prises  de  manière  qu'elles  s'éva- 
nouissent quand  ^=0. 

Quant  à  la  quantité  (p,  pour  obtenir  l'équation  dont 
elle  dépend,  je  mets  D(ï  +^)  à  la  place  de  f  dans 
J/équation  (c)  du  numéro  cité;  et  en  négligeant  les 

produits  de  6*  et  de  ~-,  -— ,  -r,il  vient 

di'^  d^^'^dy^'^  d?~  ^' 

ou  bien,  en  substituant  pour  s  sa  valeur  précé- 
dente , 

dt^   -"   ""    Ua:'^  ^  dj-  ^  dz^y  ^^J 

Ces  équations  (i  j,  (2),  (5) ,  sont  celles  de  la  théorie 
du  son  dans  un  air  dont  la  température  et  la  densité 
sont  constantes.  Elles  supposent  que  la  formule 
udx  +  vdj  +  wdz  soit  une  différentielle  exacte  ;  ce 
qui  a  lieu ,  effectivement ,  dans  les  deux  cas  particu- 
liers auxquels  nous  allons  les  appliquer. 

658.  Supposons,  d'abord,  que  l'air  soit  contenu 
dans  un  tuyau  cylindrique,   et  que  ses  points  se 
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meuvent  parallèlement  à  l'axe,  qui  sera  horizontal, 
afin  que  la  pesanteur  ne  fasse  pas  varier  la  densité. 
En  prenant  l'axe  des  x  dans  cette  direction ,  on  aura 
i^  =  o  et  w  =  0  ;  la  quantité  ^  ne  sera  fonction 
que  de  ^  et  t\  et  l'équation  (5)  se  réduira  à 

On  en  déduira  les  mêmes  conséquences  que  de 
l'équation  (i)  du  n°  494 >  relative  aux  vibrations 
longitudinales  d'une  verge  élastique.  Quand  le  tuyau 
se  prolongera  indéfiniment,  a  sera  la  vitesse  de  la 
propagation  du  son  suivant  sa  longueur;  quand  il 
sera  terminé ,  et  d'une  longueur  l ,  le  nombre  des 
vibrations  du  fluide,  dans  l'unité  de  temps,  corres- 
pondant au  son  le  plus  grave,  sera  en  raison  inverse 
de  Z;  quand  le  ton  s'élèvera  ,  ce  nombre  croîtra  dans 
le  même  rapport  que  celui  des  nœuds  de  vibrations; 
et  en  désignant  par  À  la  distance  comprise  entre  deux 
nœuds  consécutifs ,  et  par  n  le  nombre  correspondant 
des  vibrations,  on  aura 

a 
n  =  — . 

En  ces  points,  la  vitesse  des  molécules  d  air  est  nulle, 
et  la  condensation  s  ne  l'est  pas  ;  il  y  a,  au  contraire, 
d'autres  points  où  cette  condensation  est  zéro ,  et  où 
le  fluide  est  en  mouvement.  Les  distances  qui  sépa- 
rent ces  autres  points  sont  les  mêmes  que  pour  les 
premiers,  comme  on  peut  le  voir  par  les  formules  du 
n*^  49^-  ï^s  jouissent  d'une  propriété  qui  sert  à  les 
déterminer  par  Texpérience,  et  qui  n'appartient  qu'à 
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eux.  Si  Ton  fait  une  ouverture  à  îa  paroi  du  tuyau 
en  l'un  de  ces  points  où  la  condensation  est  nulle , 
et  qu'on  établisse  la  communication  avec  l'air  exté- 
rieur ,  le  mouvement  du  fluide  intérieur  n'est  aucu- 
nement changé ,  non  plus  que  le  ton  qu'il  fait  en- 
tendre. En  prenant  pour  A  la  distance  de  deux  de 
ces  points  consécutifs,  et  pour  zz  le  nombre  correspon- 
dant au  ton  observé ,  l'équation  précédente  fera  con- 
naître la  valeur  de  a,  et  par  suite  celle  de  la  quan- 
tité Sf  contenue  dans  l'expression  de  cette  vitesse. 
L'usage,  pour  cet  objet,  du  ton  élevé  qui  répond  à 
une  partie  aliquote  de  /,  est  préférable  à  celui  du 
ton  fondamental ,  qui  peut  être  influencé  par  le  mode 
d'insufflation  du  tuyau  et  par  les  circonstances  rela- 
tives à  l'embouchure.  C'est  de  cette  manière  que 
M.  Dulong  a  déterminé,  pour  l'air  et  difFérens  gaz, 
les  valeurs  de  la  quantité  y  du  n"  63 7;  laquelle 
quantité  est  égale  à  i  -{-ê,  comme  on  le  verra  tout 
à  l'heure. 

65g.  Pour  second  exemple ,  je  supposerai  que  la 
masse  d'air  s'étende  indéfiniment  en  tous  sens ,  et 
qu'elle  soit  ébranlée  semblablemenl,  suivant  toutes 
les  directions,  autour  d'un  point  fixe  que  je  prendrai 
pour  origine  des  coordonnées.  Si  l'on  appelle  r,  au 
bout  du  temps  ^,  le  rayon  vecteur  du  point  qui  ré- 
pond h  ûc,  j ,  z,  et  ^  sa.  vitesse ,  elle  sera  dirigée 
suivant  ce  rayon,  et  sa  grandeur  sera  une  fonction 
de  r  et  if ,  ainsi  que  la  condensation  s;  car  il  est  évi- 
dent que  tout  doit  être  symétrique  autour  de  l'ori- 
gine des  coordonnées,  pendant  toute  la  durée  du 
mouvement.  On  aura 
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et  a  cause  de 

•^*  +  r*  +  2*  =  '^%     ccdx '{'  jdx '\' zdz  z=:zrdr; 
il  en  résultera 

udx  +  (^^  +  H'^is  =  Z,dr; 

en  sorte  que  cette  formule  sera  la  différentielle  exacte 
d'une  fonction  de  r  et  t.  Cette  fonction  étant  la 
quantité  <Pf  déterminée  par  Féquation  (3),  on  aura 

y    d^ 

pour  la  résultante  des  vitesses  u,  p,  w. 

En  la  différentiant  par  rapport  à  ^,  j,  2,  on  aura 
aussi 

d^ dp  X        d<p dp  j       dp  ^   ■? . 

dx         dr    r'     dj         dr    r\    dz  dr  r^ 

en  différentiant  une  seconde  fois,  il  vient 

d^p  d^p    x""  _,     dp   X^'-^'Z'^ 

d^         "d?    ~r^  '^  ~dr   '""7^      ^ 

d^p   ___^  d'p    j-^  dp    z^-h  x"" 

ly-         ~dr^   1^  ^  'dr        r^       ' 

d^p  d^p    z"  dp    x""  +  jr*  ^ 

et,  d'après  ces  valeurs,  l'équation  (5) devient 
dl^    ~  ^^  \dr^   "*"   r    drj' 
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ou ,  ce  qui  est  la  même  chose , 

^dF~''-d^'  (4) 

Son  intégrale  complète  est  (n*  4^4) 

r(p  =  f(r  +  at)  +  F(r  —  at); 

y  et  F  désignant  les  deux  fonctions  arbitraires.  Si 
donc  on  fait 

pour  une  variable  quelconque  z ,  on  déduira  de  cette 
intégrale 

f  =i   [/'(r+««)  + F' ('--««)] 

-^[/(r  +  ^t)  +  ^(r-at)^,  \  (5) 

^  =  J.[F'(r-ai)-/'(r  +  a«)]; 

et  ces  formules  feront  connaître  la  vitesse  et  la  con- 
densation en  un  point  et  à  un  instant  quelconques, 
après  qu'on  aura  déterminé  les  fonctions^et  f  pour 
toutes  les  valeurs  de  r^at,  qui  est  une  variable 
positive,  et  les  fonctions  F  et  F'  pour  toutes  les  va- 
leurs positives  ou  négatives  de  r — at, 

660.  Tout  étant  semblable,  par  hypothèse,  autour 
de  l'origine  des  coordonnées,  il  faut  que  le  centre  de 
l'ébranlement  du  fluide  demeure  immobile  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement  ;  il  est  donc  nécessaire 
que  la  première  formule  (5)  s  évanouisse  avec  r;  ce 
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qui  exige  que  quand  ce  rayon  est  infiniment  petit , 

on  ait 

f{r  +  at)  +  F(r  —  at)  =  Tr, 
f{r  +  at)  +  F(r  —  at)  ==  T; 

T  désignant  une  fonction  inconnue  de  ^.  En  faisant 
le  rayon  r  tout-à-fait  nul  dans  la  première  de  ces 
équations  et  dans  sa  différentielle  par  rapport  à  at  y 
savoir  ^ 

r  {r  +  ai)  -  Y\r  -  at)  =  l^^^, 

et  mettant  z  au  lieu  de  at ,  on  aura  donc 

/z  +  F(-z)  =  o,    /'z_F'(-z)  =  o,    (6) 

mais  seulement  pour  les  valeurs  positives  de  z.  Ces 
équations  feront  connaître  les  valeurs  de  F  (  —  z)  et 
Y'(^  —  z) ,  d'après  celle  àe  fz  et  fz  ;  en  sorte  qu'il  ne 
restera  plus  qu'à  déterminer  les  valeurs  de  Jz,fzy 
Yz,  F'z,  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  z. 

Pour  cela ,  soient  -vLr  et  -  "^r  les  valeurs  initiales 

de  ^  et  ^,  de  sorte  que  4^  ^t  "^^  désignent  des 
fonctions  données  depuis  r=io  jusqu'à  r  =  co  ,  dont 
la  première  devra  être  nulle  pour  r  ==  o  ^  et  qui  sont 
toutes  deux  de  certaines  vitesses.  En  faisant  ^  =  o , 
dans  les  équations  (5),  nous  aurons 

d.-fr  d.-¥r 


dr         '  dr    ' 

dFr   dfr 

dr  dr 


r-SPr  =   -r-  ,    , 
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d'où  l'on  tire 

en  représentant  par  b  eic  deux  constantes  arbitraires, 
et  faisant 

on  pourra  supposer  que  ces  deux  intégrales  s'éva- 
nouissent pour  telle  valeur  qu'on  voudra  de  r;  nous 
prendrons  tout  à  Theure  r  =  oo  pour  cette  valeur. 

Si  Ton  a  seulement  égard  aux  constantes  ^  et  c  ^ 
les  équations  précédentes  donneront 

Fr=ièr+ic,      Y'r=\c; 

on  en  conclut 

/(r4-  at)  =  \h{r+  at)  —  |c, 
/(r  +  at)  =  ib; 

pour  r^at,  on  aura  aussi 

F(r  — «i)  =zibir  —  at)  +  ic, 

F'(r-aO  =  |*; 
pour  r  <Cat,  on  aura 

/(flf  —  r)  =  iè(a«  —  r)  —  ic, 
f{at-r  =  \b; 


7o4  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

et  en  vertu  des  équations  (6)  il  en  résultera 
F(r  —  at)  =  ib{r  —  at)  +  \c, 

comme  dans  le  cas  de  r  >•  at.  Or,  en  substituant  ces 
différentes  valeurs  dans  les  formules  (5) ,  on  trouvera 
qu^elles  se  réduisent  à  zéro  ;  de  sorte  que  les  deux 
constantes  arbitraires  ^  et  c  disparaissent  des  expres- 
sions de  Ç  et  s. 

En  en  faisant  donc  abstraction ,  et  mettant  z  au 
lieu  de  r  dans  les  équations  (7)  et  dans  leurs  diffé- 
rentielles, il  vient 

fz  =  lz'^,z—i<ir,z,  j 

rz  =  ±4,2  +  12(4^  +  -^^),   ] 

pour  les  valeurs  qui  restaient  à  trouver. 

Les  formules  (5)  ne  contiendront  plus  rien  d'in- 
connu ,  et  renfermeront ,  par  conséquent ,  la  solu- 
tion complète  du  problème.  On  peut  remarquer  que 
rien,  dans  la  question,  ne  pourrait  servir  à  déter- 
miner les  valeurs  de  f( —  z) ,  dont  les  formules  (5) 
n'exigent  pas  la  connaissance. 

661.  Voici  maintenant  les  conséquences  relatives 
à  la  théorie  du  son  ,  qui  se  déduisent  de  ces  for- 
mules. 

Soit  g  le  rayon  de  l'ébranlement  primitif,  en  sorte 
que  4^"  ^*  "^^  aient  des  valeurs  données  arbitraire- 
ment depuis  r  =  o  jusqu'à  r  =  g,  et  soient  zéro 
depuis  r=  é  jusqua  7^=00  .  Les  intégrales  4i^  ^* 
^ir  seront  des  quantités  constantes  pour  toutes  les 
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valeurs  de  z  qui  surpassent  g;  et  comme  on  les 
suppose  nulles  pour  j-  =  ce ,  elles  le  seront  aussi 
depuis  r=  g  jusqu'à  r=  co  . 

Cela  posé,  si  l'on  considère  d'abord  un  point  du 
fluide  compris  dans  letendue  de  l'ébranlement  pri- 
mitif, on  aura  r  <  g.  Tant  que  t  sera  moindre  que 

,  les  valeurs  de  f{r  +  at)  et  f'(r  +  at)  ne  seront 

pas  nulles,  et  on  les  déduira  des  équations  (8);  il  en  sera 
de  même  à  l'égard  des  valeurs  de  F(r — at)  et  F'(r — at), 

tant  qu^on  aura  t  <C.-;  quand  t  surpassera  -,  celles- 
ci  se  déduiront  de  celles  de  /{at  —  f)  et  f'Çat  —  r)  , 
au  moyen  des  équations  (6)  •  enfin,  quand  le  temps  t 

sera  devenu  plus  grand  que  ,  tous  les  termes 

des  formules  (5)  seront  nuls,  et  tous  les  points 
contenus  dans  Tétendue  de  l'ébranlement  primitif 
seront  revenus  à  l'état  de  repos.  Ainsi ,  pour  tous 
les  points  compris  dans  la  sphère  dont  le  rayon 
est  g,  la  durée  du  mouvement  décroîtra,  du  centre 

à  la  surface,  entre  les  limites  -  et  — . 

a  a 

En  dehors  de  l'ébranlement  primitif,  on  aura 
r+/3^>6;  ce  qui  fera  disparaître  f(r+  at)  et 
f'{r+at)  des  formules  (5),  et  les  réduira  a 

K=   '-r{r^at)-^Y{r^at), 

quand  on  a  r^  at ,  ou  bien  ;  en  vertu  des  équa- 
1,  45 
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tioQS  (6)  ,  à 

X=-\f{at-r)+lrf{at-r), 

lorsqu'on  a  at^  r.  Les  valeurs  des  quantités  com- 
prises dans  ces  expressions  de  Ç*  et  «y  seront  données 
par  les  formules  (8);  elles  seront  nulles  tant  qu'on 
aura  r^  at-\-  & ,  et  le  redeviendront  dès  qu'on  aura 
r  <iat  —  e;  d*oii  Ton  conclut  que  le  son  se  propa- 
gera à  l'air  libre  avec  la  même  vitesse  a  que  dans 
rintérieur  d'un  tujau  cylindrique;  que  le  mouve- 
ment de  chaque  molécule  d'air  subsistera  pendant  un 

intervalle  de  temps  égal  à  ^- ,  et  que  la  largeur  de 

l'onde  sonore  sera  égale  au  diamètre  us.  de  l'ébranle- 
ment primitif. 

A  une  grande  distance  du  centre  de  cet  ébranle- 
ment ,  on  pourra  négliger  les  seconds  termes  des  va- 
leurs de  J",  qui  sont  divisés  par  r%  par  rapport  aux 
premiers  qui  ne  le  sont  que  par  r;  on  aura  alors, 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement , 

a 

comme  dans  le  n*  497?  o^  ^  représentait  la  dilatation 
au  lieu  de  la  condensation.  La  vitesse  propre  des 
molécules  d'air  décroîtra  alors  en  raison  inverse  de  r. 
On  suppose  l'intensité  du  son  proportionnelle  au  carré 
de  cette  vitesse;  en  sorte  qu'à  une  grande  distance  du 
lieu  de  l'ébranlement  primitif,  elle  décroîtra  en  rai- 
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son  inverse  du  carre  de  cette  distance;  ce  qui  paraît 
conforme  à  Texpérience. 

Ces  re'suitats  ont  encore  lieu,  lorsque  l'ëbranle- 
ment  n'est  pas  le  même  en  tous  sens.  A  une  distance 
conside'rable  par  rapport  à  son  diamètre ,  la  vitesse  du 
son  est  uniforme  et  égale  à  la  constante  a  ,  les  ondes 
ont  une  forme  à  peu  près  sphërique,  et,  suivant  la 
direction  de  chaque  rajon,  l'intensité  du  son  varie 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance ,  quelle  que 
soit ,  d'ailleurs,  sa  variation  en  passant  d'un  rayon  à 
un  autre.  Cette  intensité  décroît  aussi  avec  la  den- 
sité du  milieu  où  le  son  est  produit;  en  sorte  que, 
par  exemple,  elle  diminue  à  mesure  qu'on  approche 
du  sommet  d'une  haute  montagne.  En  considérant  la 
propagation  du  son  dans  un  air  composé  de  couches 
de  différentes  densités,  on  trouve  qu'à  distance  é^ale. 
son  intensité  ne  dépend  que  de  la  densité  au  lieu  de 
l'ébranlement  primitif;  d'oii  il  résuite  qu'une  per- 
sonne placée  dans  un  ballon,  doit  entendre  le  bruit 
qu'on  fait  à  la  surface  de  la  terre,  comme  si  elle  était 
à  cette  surface;  tandis  que  le  bruit  qu'elle  ferait  serait 
entendu,  à  cette  surface ,  comme  si  l'on  était  dans  la 
couche  atmosphérique  où  se  trouve  l'aérostat. 

Si  l'intensité  du  son  dépend  de  la  grandeur  des  vi- 
tesses des  molécules  d'air  qui  frappent  l'organe  de 
l'ouïe,  si  l'élévation  du  ton  est  réglée  sur  le  nombre 
de  ces  coups  dans  un  même  temps,  c'est-à-dire,  sur 
la  répétition  plus  ou  moins  fréquente  des  vibrations 
de  l'air,  on  peut  se  demander  ce  qui  fait  la  différence 
d'une  syllabe  à  une  autre,  chantées  avec  une  même 
force  et  sur  un  même  ton.  Selon  Euler,  cette  diffé- 

45.. 
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rence  doit,  être  attribuée  à  la  forme  de  k  fonction 
qui  exprime  la  îoi  des  vitesses  successives  de  l'air 
pendant  chaque  vibration  ;  de  manière  que  l'or- 
gane de  la  voix  aurait  la  faculté  de  donner  à  cette 
fonction  la  forme  convenable ,  et  l'organe  de  l'ouïe , 
la  faculté  d'en  apprécier  les  formes  div^erses. 

66:2.  Sans  que  la  forme  de  l'équation  (4)  soit  chan- 
gée, on  peut  transporter  l'origine  des  coordonnées  en 
d  autres  points  du  fluide.  D'après  cela,  si  l'on  désigne 
par  r^ ,  r^^ ,  r^jj ,  etc. ,  les  rayons  vecteurs  d'un  même 
point,  comptés  de  ces  diverses  origines,  et  si  l'on  sup- 
pose successivement  que  (p  soit  fonction  de  t  et  de  cha- 
cun de  ces  rayons,  on  satisfera  à  l'équation  (4)  au 
moyen  de  la  valeur  de  <p  du  n®  659,  et  des  valeurs  qui 
s'en  déduisent,  en  y  mettant  r^ ,  r^^ ,  r^^^ ,  etc. ,  au  lieu 
de  r,  et  changeant  à  chaque  fois  les  fonctions  arbi- 
traires. A  cause  de  la  forme  linéaire  de  cette  équation, 
on  y  satisfera  donc  aussi  en  prenant  pour  (p  la  somme 
de  toutes  ces  valeurs  particulières  ;  ce  qui  donne 

(P  =:i[/(r-J-  at)  +  Fir  —  at)] 

-h  etc.  J 

Or,  on  conclura  de  cette  formule ,  que  si  l'air  est 
ébranlé  simultanément  autour  de  chacune  des  ori- 
gines de  r,  Vj,  r,^,  etc.,  la  condensation  -^  en  un 
point  et  à  un  instant  quelconques,  qui  sera  toujours 
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donnée  par  l'équation  (i),  aura  pour  valeur  la  somme 
des  condensations  qui  auraient  lieu  en  vertu  de  tous 
ces  ébranlemens  isolés.  De  plus ,  en  vertu  des  équa- 
tions (2),  les  composantes  de  la  vitesse  au  bout  du 
temps  t,  et  en  un  point  M,  dont  oc  y  j y  z,  sont  les 
coordonnées  par  rapport  à  Torigine  de  r,  auront  pour 
expressions 

dq)  d(p  dr  d^  dr^  dp   dr^  ^^ 

dx         dr  dx         dr^  dx         dr^^   dx  ""^         *' 

diD         dû  dr     ,     d(f>  dr     ,      d(p  dr,    . 

dj"         dr  dj"         drj  dy         dr^^  dj  - 

H'  =  ^  =  f  ^^+^.5:'+^^  j^^  +  etc; 

dz         dr  dz         dr^   dz         dr^^  dj    * 

les   différences   partielles  -^ ,  -j- ,  j- ,  etc.,    étant 

prises  en  regardant  r,  r^ ,  r^^ ,  etc. ,  comme  des  va- 
riables indépendantes.  Mais,  si  l'on  appelle  x^,  j^y 
z^y  les  coordonnées  de  M  rapportées  à  l'origine  de  r, 
et  à  des  axes  parallèles  à  ceux  des  œ,  y  y  Zy  ces  coor- 
données x^,  Ji  y  z^y  ne  différeront  de  x yfy  z,  que 
d'une  quantité  constante;  de  sorte  que  l'on  aura 


dx       dx^       r  '        dr       dj^       r^  ' 

dr,       dr^ 
dz       dz^ 

on  aura  de  même 

àr„   _    x„       dr^      ^   j,^       dr^ 
dx            r'     dr            r,/      dz 

en  désignant  par  x^^ ,  j^^ ,  z,^ ,  les  coordonnées  du 
même  point,  dont  l'origine  est  celle  de  z;^;  et  ainsi 
de  suite.  Les  formules  précédentes  deviendront  donc 
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«  =  ^î+    ^fi  +    ^*f.  +  elc., 
dr  r  dr^  r^      '      dr„   r^     ' 

.='-^^-  +  -jî^  +  ^/-^  4-  etc., 

dr  r     •      dr^  r^      '     dr   r^^  ' 

^^^z         ^.  ^  ^  +  etc.j 

*  Jr  r     •      dr^  r^  dr^^    r,,     '  ' 

d'où  l'on  conclut  que  la  résultante  de  u^  v  ^  w,  sera 
la  même  que  celle  des  vitesses  —,  ^  ,  ^,  etc.,  di- 
rigées suivant  les  rayons  vecteurs  r,  r^,  r^^,  etc.,  et, 
par  conséquent,  en  vertu  de  la  formule  (9),  la 
même ,  en  grandeur  et  en  direction ,  que  si  tous  les 
ébranlemens  autour  des  centres  de  ces  rayons  avaient 
lieu  isolément;  ce  qui  s'accorde  avec  le  principe  de 
la  superposition  des  petits  mouvemens. 

665.  Cette  formule  (9)  servira  aussi  à  déterminer 
la  réflexion  du  son  sur  un  plan  fixe. 

Pour  cela ,  supposons  que  la  niasse  d'air  soit  ter- 
minée par  un  plan  fixe  AB  (fîg.  55),  et  que  Fébran- 
lement  primitif  ait  eu  lieu  autour  du  point  C,  origine 
du  rayon  vecteur  r,  et  ne  se  soit  pas  étendu  jusqu'au 
plan  AB.  De  ce  point,  abaissons  la  perpendiculaire 
CD  sur  ce  plan  ;  prolongeons-la  d'une  quantité  DC^ , 
égale  à  CD;  supposons  que  C^  soit  l'origine  de  r^; 
et  prenons  la  droite  CDC^  pour  axe  des  oc  et  des  x^. 
En  appelant  h  la  longueur  de  CD,  on  aura  x  =  het 
.x^  =  —  h,  pour  tous  les  points  du  plan  AB;  pour 
ces  valeurs  de  x  eï  x^,  il  faudra  donc  que  la  vitesse 
u,  perpendiculaire  à  ce  plan  ,  soit  constamment  nulle 
(n"  652).  Or,  on  satisfera  à  cette  condition  et  à  l'état 
initial  du  fluide,  en  prenant  pour  (p  la  formule  (9} 
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réduite  à  ses  deux  premiers  termes^  savoir  : 

et  déterminant  convenablement  les  fonctions  arbi- 
traires/, F,/,  F^. 

En  effet,  on  déterminera  les  deux  premières, 
comme  précédemment,  d'après  l'état  initial  du  fluide 
autour  du  point  C;  les  points  qui  répondent  à  r^<^h^ 
n'appartenant  pas  au  fluide  ,  on  pourra  donner  telle 
valeur  qu'on  voudra  à  chacune  des  fonctions /r^  et 
F/,  sans  altérer  cet  état  initial  ;  on  pourra  donc  pren- 
dre pour  les  fonctions  indiquées  par/,  etF^  les  mêmes 
fonctions  qu'on  aura  trouvées  pour  celles  dont  les  in- 
dices sont  y  et  F  ^  la  formule  précédente  deviendra 
alors 


(10) 


et  ne  renfermera  plus  rien  d'inconnu.  De  plus,  pour 
tous  les  points  du  plan  AB^  on  a  r^z=r;  on  aura 

•j  d(p  dp  . 

donc  ;^  =  ^  ^'  6^  comme  on  a  aussi  pour  ces  mêmes 

points  jcz=h  et  jCj  =  —  h,  il  en  résultera  u  =  o;  en 
sorte  que  la  formule  (10)  représentera  l'état  initial  du 
fluide,  et  remplira  la  condition  relative  aux  points 
adjacens  au  plan  AB;  ce  qu'il  s'agissait  d'obtenir. 

Soit  M  le  point  du  fluide  dont  les  rayons  vecteurs 
CM  et  C^M  sont  r  et  r^;  en  vertu  des  deux  parties  do 
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la  formule  (  lo),  ce  point  sera  d'abord  ébranle  au  bout 

d'un  temps  e'gal  à  ^ ,  et  ensuite  au  bout  d'un 

temps  égal  à    ^        ,  en  désignant  toujours  par  6  le 

rayon  de  l'ébranlement  primitif.  Le  premier  mouve- 
ment produira  le  son  direct,  et  le  second  le  son  ré- 
fléchi. Celui-ci  sera  le  même  que  si  le  plan  AB 
n'existait  pas,  et  qu'un  second  ébranlement  identique 
avec  celui  qui  a  lieu  autour  du  point  C ,  ait  eu  lieu 
simultanément  autour  du  point  C^.  Il  se  propagera 
avec  la  même  vitesse  a  que  le  son  direct,  et  aura 
l'intensité  correspondante  à  la  distance  C^M,  ou  à 
la  ligne  brisée  CEM,  en  supposant  que  E  soit  le  point 
où  le  rayon  CM  coupe  le  plan  AB.  Enfin  EF  étant 
la  normale  à  ce  plan,  les  deux  parties  CE  et  ME  du 
rayon  sonore  qui  se  réfléchit  au  point  E,  feront  l'an- 
gle d'incidence  CEF  égal  à  l'angle  de  réflexion  MEF. 
Ainsi,  il  résulte  de  la  formule  (lo)  que  les  lois  de  la 
réflexion  du  son  sur  un  plan  fixe  sont  exactement  les 
mêmes  que  celles  de  la  lumière. 

664.  Comparons  maintenant  la  vitesse  a,  donnée 
^^ar  la  théorie ,  à  celle  qui  a  été  déterminée  par  l'ex- 
périence ;  et  pour  cela,  voyons  d'abord  ce  que  signifie 
la  quantité  è  contenue  dans  son  expression. 

D'après  les  valeurs  de  p,  p,  o",  du  n°  65 j,  on  a 

gmh^  (i  -|-  ^  -f-  Cs) 

P  —■        dTï+7)       ' 
ou  plus  simplement 

^  =  I^'f(.  +  e.),  (a) 
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en  négligeant  le  carré  de  s.  Supposons  que  y]  soit 
l'augmentation  de  température  qui  répond  à  cette 
condensation  s  ;  de  sorte  que  la  température ,  qui 
était  9  dans  l'état  d équilibre,  devienne  6  +  »  au 
bout  du  temps  t ,  dans  Tétat  de-  mouvement.  A  cet 
instant,  la  pression  p,  la  densité  p  et  la  tempéra- 
ture 6  +  >î,  auront  lieu  simultanément;  d'après 
l'équation  (i)  du  n°  624,  on  aura  donc 

en  désignant  par  k  un  coefficient  indépendant  de  la 
densité  et  de  la  température,  et  par  et  le  coefficient 
0,00575  de  la  dilatation  des  gaz.  Dans  l'état  d'équi- 
libre, on  a 

p  ==  gmh,     p  =  D,     71  =  o; 

i 
appliquée  à  cet  état,  l'équation  précédente  sera  donc 

gm?i  =  ^D(i  +  a9); 

par  conséquent,  on  aura,  dans  l'état  de  mouve- 
ment, 

p  =  -zrP(>'  +  TT^p 

et,  en  comparant  cette  valeur  de  p  h  la.  formule  (a), 
il  en  résultera 


€  = 


Cttl 


(l  •i-ci.è)s 


Or,  si  Ton  suppose  les  vibrations  de  lair  assez  ra- 
pides pour  que  la  condensation  s  ait  lieu  sans  aucune 
perte  de  chaleur,  on  pourra  mettre  s  et  m  à  la  place 
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de  cT  et  G?  dans  Tëquation  (5)  du  n''   656;  ce  qui 

donne 

i  +€  =  y; 

y  étant  le  rapport  de  ia  chaleur  spécifique  de  l'air 
sous  une  pression  constante,  à  sa  chaleur  spécifique 
sous  un  volume  constant. 

La  valeur  de  a^  du  n*  65 j  deviendra,   de  cette 
manière , 

_  gmhy 

Si  l'on  appelle  A  la  densité  de  Tair  sous  la  pression 
gmh  et  à  la  température  zéro,  on  aura  (n''  624) 


I  -|-«3' 
et  par  conséquent , 


.=  v/^('+=^9)-  (*) 


Puisque  la  quantité  y  est  regardée  comme  indé- 
pendante de  la  température  et  de  la  pression  (n'  65  j), 
on  voit  ,  1°.  que  la  vitesse  <2  croîtra  avec  la  tempé- 
rature 9  dans  le  rapport  de  \/i  +  a9  à  l'unité;  2°. 
qu^elle  ne  variera  pas  avec  les  hauteurs  barométri- 
ques, puisque  ^  et  A  croissent  en  même  temps  et 
dans  le  même  rapport.  Les  académiciens  français  en- 
voyés au  Pérou ,  pour  la  mesure  d'un  arc  du  méri- 
dien, ont,  en  effet,  trouvé  à  peu  près  îa  même  vitesse 
du  son  à  Quito,  où  la  pression  barométrique  n'était  pas 
tout-à-fait  de  o'",55,  qu'à  Paris,  où  elle  s'élève  à  0^,76. 
L'état  hygrométnque  de  l'air  doit  influer  un  peu  sur 
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ia  valeur  de  a:  la.  densité  diminuant ,  toutes  choses 
d'ailleurs  égales,  à  mesure  que  l'air  contient  une  plus 
grande  quantité  de  vapeur,  la  "vitesse  a  augmentera 
avec  le  degré  d'humidité;  mais  d'après  les  données 
du  n"  65i ,  à  la  température  de  i8%75,  par  exemple, 
la  densité  de  l'air  sec  excède  à  peine  de  7^ ,  celle  de 
l'air  chargé  du  maximum  de  vapeur;  ce  qui  ne  fait 
qu'une  variation  de  -^  pour  la  vitesse  du  son  dans 
ces  deux  états  extrêmes  de  l'hygromètre. 

Dans  l'expérience  la  plus  récente  que  l'on  a  faite 
sur  la  vitesse  du  son,  les  commissaires  du  Bureau 
des  Longitudes  ont  trouvé 

a  =  34o"',89, 

en  prenant  la  seconde  pour  unité,  et  îa  température 
de  l'air  étant  ï5',9  du  thermomètre  centigrade.  Or, 
si  l'on  fait  dans  la  formule  (b) 

g  =  9^,80896,     h  =  o^76,     ^'  =  10,462, 
CL  =  0,00^75,    9   =    i5%g,     y  ;=  t^^'^J^S, 

on  en  déduit 

a  =  557^,07; 

ce  qui  diffère  peu  du  résultat  de  loîjservation.  En 
prenant  (n°  657), 

y  =  1.421^ 

et  conservant  toutes  les  autres  données ,  on  trouve 

a  =  542^,69, 
dont  la  différence  avec  l'observation  est  en  sens  con- 
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traire  de  la  précédente,  et  toujours  très  petite.  Sî 
ron  se  sert  de  la  vitesse  observée,  pour  déterminer  la 
valeur  de  y  au  moyen  de  la  formule 


y  = 


on  obtient,  d'après  les  données  précédentes, 
y  =  i,4o6i. 

Çi%^,  Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue,  en  comparant 
cette  dernière  valeur  de  }^  à  celle  qui  la  précède, 
qu  elles  supposent  Tune  et  l'autre  la  dilatation  ou  la 
condensation  de  l'air  assez  rapide  pour  que  la  quan- 
tité de  chaleur  du  fluide  n'ait  pas  le  temps  de  varier 
sensiblement.  Or,  dans  la  propagation  du  son  à  l'air 
libre,  d'où  l'on  a  déduit  la  valeur  y  =  1,4061,  il  est 
possible  que  la  chaleur  s'échappe  ou  revienne  plus 
facilement  sous  forme  rayonnante ,  que  dans  le  son 
produit  par  l'air  renfermé  dans  un  tube ,  dont  la  con- 
sidération a  donné  l'autre  valeur  y  =  1,421?  et  où  la 
quantité  de  chaleur  de  chaque  couche  d'air  ne  peut 
guère  varier  que  par  le  contact  avec  les  parois  du 
tube.  Cette  remarque  pourrait  expliquer  la  différence 
des  deux  résultats,  et  porterait  à  penser  que  la  plus 
grande  valeur  de  y  est  la  plus  exacte. 

En  n'ayant  point  égard  à  cette  quantité,  la  vitesse 

du  son,  réduite  à  \/ ^-fr  ,  est  celle  que  Newton  a 

donnée.  Elle  est  trop  petite  de  plus  d'un  sixième. 
Pour  qu'elle  s'accordât  avec  l'expérience,  Lagrange 
avait  remarqué  qu'il  faudrait  supposer  que  la  pression 
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variât  dans  un  plus  grand  rapport  que  la  densité ,  et 
fut  proportionnelle  à  peu  près  à  la  puissance  f  ;  et , 
en  effet,  en  négligeant  le  earré  de  s ,  la  valeur  de/?, 
dont  nous  avons  fait  usage  ,  est 

p  =  gmh(^i  +  s)"^^, 

pour  la  densité  D(i  +  6^).  Mais  il  n'a  assigné  aucune 
cause  de  cette  variation  plus  rapide  de  la  force  élas- 
tique de  l'air;  et  c'est  Laplace  qui  l'a  attribuée,  le 
premier,  à  la  variation  de  température  dont  les  con- 
densations et  les  dilatations  alternatives  de  1  air  sont 
accompagnées  dans  le  phénomène  du  son. 

C'est  à  cette  même  cause  qu'est  due  la  propagation 
du  son  dans  la  vapeur  d'eau  au  maximum  de  densité. 
Si  l'on  fait  vibrer  un  corps  sonore  dans  un  vaisseau 
fermé ,  qui  contienne  cette  vapeur  non  mélangée 
d'air,  l'expérience  prouve  que  le  son  se  produit  dans 
cette  vapeur  et  s'entend  au  dehors.  Or,  si  la  tempé- 
rature de  la  couche  de  vapeur  adjacente  à  ce  corps 
sonore  n'était  pas  augmentée,  quand  elle  est  con- 
densée par  les  vibrations  de  ce  corps,  elle  se  réduirait 
en  eau  et  se  précipiterait  sur  ce  corps,  puisqu'on  la 
suppose  au  maximum  de  densité  relatif  à  la  tempéra- 
ture de  l'espace  où  elle  se  trouve  ;  mais  sa  tempéra- 
ture augmentant  par  la  compression ,  la  couche  ad- 
jacente au  corps  sonore  peut  se  maintenir  à  l'état 
de  vapeur  :  elle  condense  ensuite  la  couche  suivante, 
celle-ci ,  la  couche  qui  vient  après,  et  ainsi  de  suite; 
de  sorte  que  le  son  se  propage,  comme  dans  un  gaz 
permanent,  jusqu'à  la  paroi  intérieure  du  vase.  Les 
dilatations  des  couches  de  vapeur ,  qui  suivent  leurs 
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condensations,  sont  accompagnées  dune  diminution 
de  température,  qui  ne  les  réduit  pas  non  plus  en 
eau,  puisque  leur  densité  diminue  en  même  temps, 
et  descend  au-dessous  du  maximum  relatif  à  la  tem- 
pérature de  l'espace  où  se  passe  le  phénomène. 

666,  En  considérant  Feau  comme  un  fluide  un  peu 
compressible  et  parfaitement  élastique ,  le  son  s'y 
propagera  suivant  les  mêmes  lois  que  dans  une  masse 
d'air.  Parvenu  à  la  surface  de  l'eau,  le  son  sera  en 
partie  transmis  dans  Fair  extérieur,  et  en  partie  ré- 
fléchi dans  l'eau  ;  dans  ce  partage ,  la  direction  des 
ondes  sonores ,  transmise  et  réfléchie,  se  déterminera 
suivant  les  lois  de  la  réfraction  et  de  la  réflexion  de 
la  lumière.  La  vitesse  du  son  réfléchi  sera  la  même 
que  celle  du  son  direct,  et  les  rapports  des  intensités 
du  son  transmis  et  du  son  réfléchi  entre  elles  et  avec 
l'intensité  du  son  direct,  dépendront  du  rapport  des 
vitesses  de  la  propagation  du  son  dans  les  deux  mi- 
lieux superposés,  c'est-à-dire,  dans  l'air  et  dans 
l'eau.  Cest  ce  qu'on  peut  voir  dans  les  mémoire^ 
cités  au  commencement  de  ce  chapitre;  ici,  nous 
nous  bornerons  à  calculer  la  valeur  numérique  de  la 
vitesse  du  son  dans  une  masse  d'eau. 

D'après  ce  qu'on  a  vu,  dans  le  cas  d'un  fluide  élas- 
tique, cette  vitesse  sera  la  même  que  si  l'eau  était  con- 
tenue dans  un  tube  très  étroit  et  d'une  largeur  cons- 
tante; et,  dans  ce  cas ,  cette  vitesse  est  aussi  la  même 
que  celle  delà  propagation  du  mouvement,  suivant  la 
longueur  d'une  verge  élastique  de  la  même  matière 
que  l'eau.  Or,  supposons  qu'une  colonne  d'eau  con- 
tenue dans  un  cylindre  vertical ,  soit  chargée  d'un 
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poids  A  à  sa  partie  supérieure  ;  soient  l  sa  longueur 
naturelle,  et  Z —  (S'I,  ce  qu'elle  devient  par  l'effet  de 
cette  pression  ;  de  sorte  que  cT  soit  une  fraction  très 
petite,  qui  exprime  la  condensation  du  liquide; 
soient  aussi  p  son  poids ,  et  g-  la  gravité  ;  si  l'on  fait , 
comme  dans  le  n°  494? 

a  sera  la  vitesse  demandée ,  ainsi  qu'on  l'a  vu  dans  le 

n'' 497- 

Appelons  h  la  section  horizontale  de  la  colonne 
d'eau  ;  supposons  que  la  charge  A  soit  égale  au  poids 
d'une  colonne  de  mercure  qui  aurait  b  pour  base,  et 
dont  la  hauteur  serait  représentée  par  h  ;  désignons 
aussi  par  m  la  densité  du  mercure,  et  par  p  celle  de 
l'eau;  nous  aurons 

A  =  gmhô,     p  =  gplb; 

et  il  en  résultera 

en  sorte  qu'il  suffira  pour  calculer  la  valeur  de  ^ ,  de 
connaître  la  fraction  cT  relative  à  une  hauteur  don- 
née h. 

A  la  température  de  10  degrés  centigrades,  le 
physicien  anglais  Canton  a  trouvé 

S"  ss  0,000046, 

sous  une  charge  équivalente  à  la  pression  ordi- 
naire de  l'atmosphère.  Ce  résultat  a  été  confirmé, 
comme  on  l'a  dit  précédemment  (n*'  5^5),   parles 
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expériences  récentes  qu'on  a  faites  sous  des  pressions 
plus  considérables,  et  qui  ont  donné  une  condensa- 
tion proportionnelle  à  la  pression  et  égale  à  la  valeur 
précédente  de  cT,  pour  chaque  pression  atmosphéri- 
que. De  pluS;  ces  expériences,  quelque  grande  qu'ait 
été  la  pression,  n'ont  indiqué  aucune  augmentation 
sensible  de  température;  en  sorte  qu'il  n'y  a  pas  lieu 
de  croire  que  la  propagation  du  son  dans  l'eau ,  soit 
accompagnée ,  comme  dans  Tair,  d'une  variation  de 
température  qui  puisse  influer  sur  sa  vitesse.  Cela 
étant ,  si  l'on  substitue  cette  valeur  de  cT  dans  la  for- 
mule précédente,  et  qu'on  y  fasse 

g   ==   9^,80896,       h    =    0^,76,       y    =    13,5975, 

on  en  déduit 

a  =  i484°%- 

de  manière  que  la  vitesse  du  son  dans  l'eau  surpasse 
le  quadruple  de  sa  vitesse  dans  l'air. 
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CHAPITRE  m. 


DU  MOUVEMENT  DES  FLUIDES ,  DANS  UNE  HYPOTHESE 
PARTICULIÈRE. 


667.  La  supposition  que  nous  admettons  dans  ce 
chapitre  est  connue  sous  la  dénomination   à'hj-po- 
thèse  du  parallélisme  des  tranches.  Elle  consiste  à 
supposer  que  quand  un  fluide  pesant,  de  leau,  par 
exemple,  s'écoule  dans  un  vase,  et  sort  par  un  ori- 
fice horizontal  pratiqué  au  fond  du  vase,  les  tranches 
horizontales  et  infiniment  minces  se  remplacent  suc- 
cessivement ,  en  demeurant  parallèles  à  elles-mêmes. 
Cela  revient  à  négliger  les  différences  des  vitesses  ver- 
ticales des  points  qui  appartiennent  à  une  même  tran- 
che horizontale,  et  à  regarder  chaque  tranche  comme 
composée  des  mêmes  points  du  fluide  pendant  toute 
la  durée  du  mouvement.  On  néglige  aussi  les  vitesses 
horizontales ,  qu'on  suppose  très  petites  par  rapport 
aux  vitesses  verticales ,  et  qui  influent  peu  sur  la  vi- 
tesse verticale  commune  à  tous  les  points  d'une  même 
tranche.    Ces   suppositions  sont  d'autant   plus  con- 
formes à  Tobservation ,  que  les  dimensions  horizon- 
tales du  vase  varient  moins ,  et  que  leurs  différences, 
d'une  tranche  à  une  autre ,  sont  plus  petites,  eu  égard 
à  la  hauteur  du  liquide  au-dessus  de  l'orifice.  Quand 
ces  conditions  sont  remplies,  on  observe,  en  effet, 
2.  46 
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que  des  parcelles  dune  poussière  légère,  jetées  dans  le 
liquide  et  entraînées  par  son  mouvement,  se  meuvent, 
à  peu  près  verticalement,  avec  une  vitesse  à  peu  près 
égale  pour  toutes  les  parcelles  qui  se  trouvent  dans  une 
même  tranche  horizontale.  Elles  conservent  ces  di- 
rections tant  qu  elles  ne  sont  pas  très  rapprochées  de 
l'orifice  ;  quand  elles  en  sont  à  de  petites  distances ,  et 
que  l'étendue  de  l'orifice  diffère  notablement  de  celle 
des  sections  inférieures  du  vase,  elles  prennent  des 
directions  obliques ,  qui  montrent  qu'alors  le  paral- 
lélisme des  tranches  cesse  d'être  admissible;  car  il  y 
a  lieu  de  croire  que  ces  légères  particules  s'attachent 
au  liquide,  et  prennent  exactement  le  mouvement 
des  points  auxquels  elles  répondent. 

Dans  l'hypothèse  du  parallélisme  des  tranches ,  telle 
que  nous  l'expliquons,  on  aura  donc  seulement  deux 
inconnues  à  déterminer,  en  fonctions  de  deux  varia- 
bles, savoir  :  la  vitesse  d'une  tranche  quelconque  et  la 
pression  qu'elle  é.prouve,  en  fonctions  de  la  distance 
à  un  plan  horizontal  et  du  temps.  La  question  sera 
ainsi  réduite  à  sa  plus  grande  simplicité ,  et  suscep- 
tible ,  comme  on  va  le  voir,  d^une  solution  complète, 
dans  le  cas  d'un  fluide  homogène  et  incompressible* 

668.  Soient  ABCD  (fig.  56)  le  vase,  AB  l'orifice 
horizontal ,  EF  le  niveau  du  liquide,  Ox  un  axe  ver- 
tical ,  sur  lequel  on  compte  les  distances  des  tranches 
horizontales  à  un  point  Hxe  0 ,  ou  au  plan  horizon- 
tal mené  par  ce  point.  Soit  aussi  MNM'K'  une  tran- 
che quelconque ,  comprise  entre  deux  sections  hori- 
zontales MN  et  M'N'  du  vase,  dont  la  distance  au 
point  0  est  x  au  bout  du  temps  t  quelconque,  et 
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dont  rëpaisseur  est  dx.  Appelons  \>  sa  vitesse  aii 
même  instant ,  et  p  la  pression  rapportée  à  Tunité  de 
surface ,  qui  a  lieu  sur  la  base  supérieure  MN ,  et  est 
transmise,  par  le  fluide,  sur  la  base  inférieure  M'N' 
et  sur  les  parois  MM'  et  NN'  du  vase.  Désignons  par  j- 
l'aire  de  la  section  MN  du  vase ,  qui  sera  donnée , 
dans  chaque  exemple ,  en  fonction  de  x.  Enfin , 
soient  g  la  gravité  et  p  la  densité  constante  du 
fluide  ;  la  question  consistera ,  comme  on  vient  de  le 
dire ,  à  déterminer  les  valeurs  de  i^  et  ^  en  fonctions 
de  t  eX.x, 

La  masse  de  la  tranche  que  nous  considérons  sera 
le  produit  pjdx  de  la  densité  f  et  de  son  yohime  jdx* 
Si  elle  était  libre,  sa  vitesse  augmenterait  de  gdt 
pendant  l'instant  dt  ;  elle  augmente  réellement  de 
dv  ;  la  vitesse  perdue  est  donc  gdt  —  d\f  ;  et  l'on  a 


"")    Pld^7 


pour  la  force  perdue ,  c'est-à-dire ,  pour  la  partie 
du  poids  gpjdx  détruite  par  la  pression  des  autres 
tranches.  D'après  le  principe  de  D'Alembert,  il  y 
aura  donc  équilibre  dans  le  fluide ,  si  l'on  suppose 
toutes  ses  tranches  sollicitées  par  de  semblables 
forces  ;  dans  cet  état ,  la  pression  pj  qui  a  lieu  sur  la 
base  supérieure  MN  de  la  tranche  pjdx,  se  transmet- 
tra, en  raison  des  surfaces  (n°  Syy),  sur  la  base  in- 
férieure M'N',  et  deviendra,  conséquemment ,  py' ,  en 
désignant  par  j'  l'aire  de  M'N'  ;  par  conséquent ,  si 
l'on  ajoute  à  cette  pression  transmise,  la  force  motrice 
précédente,  on   aura  la  pression  totale  exercée  sur 

46.^ 
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M'N';  et  en  repre'sentant  par  /?'  cette  pression ,  rap- 
portée à  Tunitë  de  surface ,  il  en  résultera 

pY  =  P/  +  (ê^  —  J)  PJ^-^- 

Or,  les  quantités  p'  et  j'  sont  ce  que  deviennent  p 
et  ^,  quand  on  y  met  x  +  doc  au  lieu  de  j?  ;  en  né- 
gligeant les  infiniment  petits  du  second  ordre ,  on 
aura  donc 

p'^p  +  f^dœ,    r'=jr  +  %dx, 

et,  conséquemment, 

{P'—P)f'=%jdxi 

ce  qui  réduit  Féquation  précédente  à  ceîle-ci  : 

que  Ton  obtient  aussi  en  mettant  g  —  -7^  à  la  place 

de  X  dans  îa  troisième  équation  d'équilibre  du 
n«  ^^a. 

66g.  La  seconde  équation  nécessaire  pour  déter- 
miner les  deux  inconnues  p  et  v,  sera  fournie  par  la 
considération  de  l'incompressibilité  du  fluide.  Il  en  ré- 
sulte que  le  volume  du  fluide  qui  passe,  pendant  Fins- 
tant  dt ,  par  chaque  section  horizontale  du  vase ,  doit 
être  le  même  pour  toutes  les  sections;  par  conséquent, 
les  vitesses  du  fluide  qui  répondent ,  en  même  temps,  à 
deux  sections  différentes  du  vase,  doivent  être  réci- 
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proquement  proportionnelles  aux  aires  de  ces  sec- 
tions. Si  donc  on  appelle  Uy  au  bout  du  temps  t ,  la 
vitesse  qui  a  lieu  à  Torifice  horizontal  ÂB;  que  l'on 
représente  par  cl  Faire  de  cet  orifice ,  et  que  Ton  com- 
pare cette  vitesse  à  celle  qui  répond  à  la  section  quel- 
conque MN ,  on  aura 

V   :   u    M    et  '.  ji 

d'où  Ton  tire 

AU  ,     X 

^  =  y  (3) 

Dans  cette  valeur  de  v ,  u  est  une  fonction  de  it ,  et 
jr  une  fonction  àe  x;  on  peut  donc  en  prendre  la 
différentielle  par  rapport  à  Tune  ou  à  l'autre  de  ces 
deux  variables  :  la  différentielle  relative  à  x  expri- 
merait la  différence  entre  les  vitesses  de  deux  tran- 
ches consécutives,  qui  ont  lieu  au  même  instant  ;  en 
différentiant  par  rapport  à  if ,  on  aurait  la  différence 
entre  les  vitesses  de  deux  tranches  du  fluide ,  qui  ré- 
pondent successivement  à  la  même  section  du  vase  ; 
niais  pour  avoir  la  différence  entre  les  vitesses  succes- 
sives d'une  même  tranche,  qui  se  déplace  pendant 
l'instant  dt ,  il  faut  difféi  entier  à  la  fois  la  valeur 
de  V  par  rapport  aux  deux  variables  t  et  x ,  en  con- 
sidérant la  seconde  comme  une  fonction  de  la  pre- 
mière j  ce  qui  donne 


et  du 

cLu  dy  dx 

~  ydi  ~ 

ydxTt' 

On  a  d'ailleurs   -7-  =  ^  ;  et  en  ayant  égard  à  l'équa- 
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tion  (2),  il  en  résulte 

di^  et.    du  dL^U^    df 

dt  J   dt  j-^     dx' 

C'est  cette  valeur  de  -p  qu'il  faut  employer  dans 
l'équation  (i),  qui  devient,  en  conséquence  , 

dp  dp    du  ceu^   dj 

dx  "^  "^^  j     dt    ^    ~j^    dx' 

Je  multiplie  ses  deux  membres  par  dx  ;  j'intègre  en- 
suite par  rapport  à  a?  ;  et  en  observant  qu'alors  les 

quantités  ^  et  ^  doivent  être  regardées  comme  des 

constantes,  il  vient 


,  du    rdx 


e  étant  la  constante  arbitraire  qui  peut  être  une  fonc- 
tion de  t.  Pour  la  déterminer,  je  représente  par  ^sr  la 
pression  atmosphérique,  et  je  suppose  que  ce  soit 
celle  qui  a  lieu  à  la  surface  supérieure  EF  du  liquide. 
Avant  que  le  mouvement  commence,  cette  surface 
est  horizontale;  et  comme  on  admet  que  chaque 
tranche  horizontale  se  compose  constamment  des 
mêmes  points  du  fluide,  il  s'ensuit  que  la  surface 
EF  demeurera  horizontale  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement.  Au  bout  du  temps  t ,  je  désigne 
par  S  la  distance  de  EF  au  point  0 ,  et  par  o?  l'aire 
de  cette  section  variable  du  vase,  de  sorte  que  at 
soit  la  même  fonction  de  8  que  j  est  de  ^  ;  on 
aura  à  la  fois 


HYDRODYNAMIQUE.  727 

/dx 
—  commence  à 

07  ==  9 ,  l'équation  précédente  donnera 

au  moyen  de  quoi ,  cette  équation  deviendra 

Les  équations  (2)  et  (5)  feront  connaître  immédia- 
tement les  valeurs  des  deux  inconnues  v  et  p,  lors- 
qu'on aura  déterminé  la  valeur  de  u» 

670.  Pour  cela^  j'observe  que  la  pression  qui  a 
lieu  à  l'orifice  AB  sera  donnée  :  si  le  liquide  s'écoule 
dans  l'air  libre ,  elle  sera  la  pression  atmosphérique, 
comme  à  son  niveau  EF;  s'il  s'écoule  dans  le  vide, 
elle  sera  zéro;  pour  plus  de  généralité,  je  supposerai 
que  l'écoulement  a  lieu  dans  un  air  dont  la  force 
élastique  est  égale  à  la  pression  <zsr ,  diminuée  de  la 
pression  g^c  correspondante  à  une  hauteur  donnée  c 
du  liquide  ;  en  sorte  qu'en  appelant  l  la  distance  de 
Torifice  AB  au  point  0 ,  on  aura  constamment 

pour  a;=  L  J'appelle  aussi  h  la  hauteur  du  niveau  EF 
du  liquide  au-dessus  de  cet  orifice ,  ou  la  différence 

/  —  6,  et  je  représente  par  -  la  valeur  de  l'intégrale 


/: 


dx 

-— ,  étendue  au  volume  entier  du  liquide;  de  ma- 
1/ 
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nière  que  A  soit  une  ligne ,  dont  la  longueur  sera  une 
fonction  de  h ,  dépendante  de  la  figure  du  vase ,  et 
donnée  dans  chaque  exemple.  A  l'orifice,  on  aura 
donc  ,  en  même  temps,  la  valeur  précédente  de  /?,  et 
7     û  1  7.       r^  +  ^dx      I 

j  =  a,     œ=l  =  0  +  h,    J  ^        j  =  -; 

par  conséquent,  1  équation  (5),  appliquée  à  cette  sec- 
tion du  vase ,  deviendra 

gÇk^c)-l'i^~^J-u'  =  o,         (4) 

en  faisant,  pour  abréger. 


On  peut  remarquer  que  cette  quantité  numérique 
ê*  sera  toujours  une  quantité  positive  et  moindre 
que  l'unité  ;  car,  pour  qu'elle  devînt  négative,  il  fau- 
drait que  l'aire  de  la  plus  petite  section  du  vase 
surpassât  celle  de  l'orifice,  et  le  liquide  se  détache- 
rait du  vase  à  l'endroit  de  cette  section  minima^  qui 
deviendrait  le  véritable  orifice  par  lequel  l'écoule- 
ment   aurait  lieu. 

Lorsque  le  niveau  du  liquide  sera  entretenu  à  une 
hauteur  constante  au-dessus  de  l'orifice,  les  trois 
quantités  h,  6,  A,  seront  des  constantes  données,  et 
l'équation  (4)  suffira  pour  déterminer  la  valeur  de  u 
en  fonction  de  t.  Quand  le  niveau  EF  s'abaissera  pen- 
dant l'écoulement  du  liquide,  h  sera  une  variable 
qu'il  faudra  aussi  déterminer  en  fonction  de  t.  Or,  à  ce 

dé  ,  1 

mveau ,   on  a  j*  =  û?  et  (^  =  -r  ;  et  a  cause  que  la. 
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somme  6+^  est  une  constante  L,  on  a  aussi  j^= — -j^; 
en  vertu  de  l'équation  (2)  on  aura  donc 

dh         ciu  ^r\ 

-+-.  =  0}  (5) 

et  les  valeurs  de  ueth  dépendront  des  deux  équations 
différentielles  (4)  et  (5),  qui  sont  du  premier  ordre. 
On  déterminera  les  deux  constantes  arbitraires  que 
leurs  intégrales  contiendront ,  au  moyen  de  la  hau- 
teur initiale  du  liquide ,  et  en  observant  qu'on  a 
uz=:o,  k  l'origine  du  mouvement. 

Soit  que  le  niveau  s'abaisse  ou  qu'il  ne  varie  pas  ^ 
si  l'on  appelle  q  le  volume  du  liquide  sorti  du  vase 
au  bout  du  temps  t ,  sa  différentielle  sera  égale  au 
volume  cLudt  de  la  tranche  qui  traverse  l'orifice  AB 
pendant  l'instant  dt;  on  aura  donc 

dq  =  audt ,     q  z=  afudt; 

l'intégrale  étant  prise  de  manière  qu'elle  s'évanouisse 
quand  ^  =  o. 

Nous  allons  appliquer  successivement  ces  différentes 
formules  aux  deux  cas  du  niveau  constant  et  du  ni- 
veau variable. 

671.  Dans  le  premier  cas ,  l'équation  (4)  donne 

Xdt  =  ^^^" 


d'où  l'on  tire ,  en  mettant  h  au  lieu  de  A  +  (?, ,  et 
intégrant 
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on  n'ajoute  pas  de  constante  arbitraire ,  parce  qu'on 
doit  avoir  u=o,  quand  ^=o.  On  pourra,  sans  chan- 
ger cette  formule ,  regarder,  à  volonté,  S  et  sji^hy 
comme  des  quantités  positives  ou  négatives  ;  nous  les 
supposerons  positives.  L'on  aura  réciproquement , 

\/2gh  —  gw  =  {\/2gh  +  ëu)e  *        ,     (6) 

en  désignant ,  comme  à  1  ordinaire ,  par  e  la  base  des 
logarithmes  népériens.  A  mesure  que  t  augmentera, 
le  second  membre  de  cette  équation  diminuera;  au 
bout  d  un  certain  temps ,  il  sera  sensiblement  nul  ; 
et  à  partir  de  cette  époque,  la  vitesse  u  aura  une 
valeur  à  peu  près  constante ,  savoir  : 

M  =  -^  \/2gh. 

En  chaque  point  du  vase,  la  pression  p  et  la  vitesse  (^ 
varieront  avec  la  vitesse  u ,  et  deviendront  sensi- 
blement constantes  en  même  temps  que  u.  Si  Ton 

fait  —  =  o  ,  dans  la  formule  (5) ,  et  qu'on  y  mette 

pour  u  sa  valeur  précédente,  on  aura 

pour  la  valeur  finale  de  p ,  relative  au  point  quel- 
conque M. 

Dans  l'état  d'équilibre,  la  pression  en  ce  point 
serait  <z2r-{-g'p(a: — 6);  elle  est  donc  augmentée  ou  di- 
minuée par  le  mouvement  du  liquide ,  selon  que  le 
dernier  terme  de  cette  formule  est  positif  ou  négatif^ 
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c'est-à-dire,  selon  que  la  section  horizontale  MN  ou 
j^  est  plus  grande  ou  plus  petite  que  la  section  EF 

ou  fieJ. 

L'équation  (6)  donne 

V  e     2a         ^  e  2a      y 

•    à  cause  de  ^  =  afudt^  et  de  ^  =  o  quand  if  =  o,  on 
'  aura  donc 

pour  le  volume  de  liquide  sorti  du  vase  pendant  le 
temps  t.  Au  bout  d'un  certain  temps ,  on  pourra  né- 
gliger la  seconde  exponentielle  ^  par  rapport  à  la 
première ,  et  l'on  aura  simplement 

?=  -T- £îll°g2- 

Le  premier  terme  est  le  volume  correspondant  à  la 
vitesse  constante  ^  S^^gh  de  1  écoulement;  le  volume 

total  est  plus  petit,  parce  qu'au  commencement  la 
valeur  variable  de  u  est  moindre  que  cette  vitesse 
finale. 

672.  Dans  le  cas  du  niveau  variable,  je  considère 
u  comme  une  fonction  de  Â,  et  j'élimine  dt  entre  les 
équations  (4)  et  (5);  ce  qui  donne 
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en  comprenant  toujours  la  constante  c  dans  h,  J  ap- 
pelle z  la  hauteur  due  à  la  vitesse  Uy  de  sorte  qu'on  ait 

u*  =  2gZj     udu  =  gdz. 

L'équation  précédente  se  change   en  une  équation 
linéaire,  savoir  : 

^— -;r-2  +  ^  =  o,  (7) 

dont  l'intégrale  s'obtiendra,  comme  on  sait,  sous 
forme  finie. 

Connaissant  z  et  w  en  fonctions  de  h,  l'équa- 
tion (5)  donnera  t  en  fonction  de  k ,  par  une  in- 
tégration immédiate  ;  en  sorte  que  l'on  connaîtra  le 
temps  écoulé,  quand  le  niveau  du  liquide  sera  à  une 
hauteur  h  au-dessus  de  l'orifice ,  et ,  réciproquement, 
la  hauteur  h  du  niveau  EF  au  bout  d'un  temps  quel- 
conque t.  On  aura  le  temps  entier  de  l'écoulement 
de  tout  le  liquide,  en  intégrant  la  valeur  de  dt  depuis 
la  valeur  initiale  de  h  jusqu'à  h  =20,  Quant  au  vo- 
lume q  du  fluide  écoulé,  il  sera,  à  chaque  instant, 
égal  au  volume  du  vase  compris  entre  le  niveau  va- 
riable et  le  niveau  initial. 

673.  Supposons ,  par  exemple ,  que  le  vase  soit  un 
cylindre  vertical ,  terminé  par  un  segment  de  surface 
dont  la  flèche  est  très  petite  et  dans  lequel  est  percé 
l'orifice  horizontal  AB.  Soient  a  Taire  constante  de 
la  section  horizontale  du  cylindre ,  et  w  le  rapport  da 
^  à  a ,  de  sorte  qu'on  ait 
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En  faisant  abstraction  du  segment  inférieur  du  vase 
qu'on  suppose  très  petit,  on  pourra  prendre 

I         h 
œ  =  a,    j  =^  a,     -  =  -, 

dans  rëquation  (7),  qui  deviendra  alors 

dz         (rî"-^  i)z 


dh  h 

Son  intégrale  complète  est 


+  71*  =  o, 


n»  —I  TÎ^h 


en  désignant  par  C  la  constante  arbitraire.  Si  on  ap- 
pelle H  la  valeur  initiale  de  A ,  il  faudra  que  z  s'éva- 
nouisse pour  A  ==  H  ;  ce  qui  exige  qu'on  ait 

d'où  il  résultera ,  à  un  instant  quelconque , 
z^^— ^-(H       h       —h). 
On  aura,  en  même  temps, 

et,  en  vertu  de  l'équation  (5) , 

C'est  donc  cette  formule  qu'il  faudra  intégrer  pour 
obtenir  t  en  fonction  de  h.  Dans  le  cas  de  «  =  i ,  on 


(8) 
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aura 

^,  ==  _  ^* 


d'où  Foa  tire 


t  =  \/lVn-h, 


et,  par  conséquent, 

comme  cela  doit  être ,  puisque  Torifice  étant  alors 
égal  à  la  base  du  cylindre ,  le  mouvement  du  fluide 
doit  être  le  même  que  celui  d'un  corps  solide  pesant 
qui  tombe  dans  le  vide.  La  formule  (9)  s'intègre 
encore  sous  forme  finie,  lorsqu'on  a  72''=  5  ;  et  cela 
n'a  lieu  que  pour  cette  valeur  et  pour  tz'  =  t  .  Mais 
son  intégrale  définie,  prise  depuis  A  =  H  jusqu'à 
A  =  o ,  qui  exprime  le  temps  de  l'écoulement  entier 
du  liquide,  pourra  toujours  se  réduire  à  des  trans- 
cendantes que  M.  Legendre  a  nommées  intégrales 
Eulériennes  de  la  seconde  espèce,  et  dont  il  a  donné 
des  tables  numériques.  J'ai  effectué  ailleurs  cette 
réduction  (*);  ici  je  me  bornerai  à  appliquer  la  for- 
mule (9)  au  cas  de  7Z*  =  2 ,  où  elle  se  présente  sous 
la  forme  %. 

D'après  la  règle  ordinaire,  sa  véritable  valeur  est 

"' = -  c%  ('«8-  ?)"^- 


(*)  Correspondance  sur  V École  Polytechnique,  tome  III , 
page  284 • 
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Or,  si  Ton  fait 

h  =  He-2^%     dh  z=:  —  ^Ue-^^'xdx -, 

il  en  résultera 

dt  =  2  \/^  e-^'dx. 

Les  limites  relatives  à  œ ,  qui  répondent  à  ^  =  H 
et  ^  =:  o ,  seront  or  =  o  et  .r  =  oo  ;  si  donc  ou 
appelle  T  le  temps  de  lecoulemeut  total ,  on  aura 

en  observant  que  l'intégrale   /     e—^'dx  est  la  moi- 

er-^'dœ,  qui  a  V^  pour  valeur,  comme  on 

la  vu  dans  le  n'^  5 12.  Il  s'ensuit  que  le  temps  T  est 
celui  des  petites  oscillations  d'un  pendule  simple, 

dont  la  longueur  serait  -  H. 

6j4'  Lorsque  l'orifice  AB  est  très  petit  par  rap- 
port aux  sections  horizontales  du  vase,  on  peut  né- 
gliger le  terme  multiplié  par  et  dans  l'équation  (4) , 

à  moins  que  le  facteur  y  ne  soit   très    grand  ;  ce 

qui  a  lieu,  en  effet,  au  commencement  du  mou- 
vement, où  la  vitesse  u  varie  avec  une  grande  ra- 
pidité. On  peut  aussi  j  mettre  l'unité  à  la  place 
de  C ;  et  alors,  soit  que  le  niveau  EF  s'abaisse  ou 
qu'il  ne  varie  pas ,  l'équation  (4)  se  réduit  à 

g(k  +  c)  —  Jm»  =  o; 
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d'où  Ton  tire 

n—\/2g{h  +  c). 

Il  en  re'sulte  ce  théorème  :  que  la  vitesse  d'un  liquide 
qui  sort  d'un  vase  par  un  très  petit  orifice ,  est  égale  à 
celle  qu'un  corps  pesant  acquerrait  en  tombant  dans 
le  vide,  d'une  hauteur  égale  à  celle  du  niveau  du 
liquide  au-dessus  de  cet  orifice ,  quand  les  pressions 
supérieure  et  inférieure  sont  égales ,  ou ,  plus  géné- 
ralement, de  la  hauteur  du  niveau,  augmentée  de  la 
constante  c,  quand  ces  deux  pressions  sont  inégales. 
Dans  le  cas  du  niveau  constant ,  ce  théorème  ré- 
sulte de  la  valeur  finale  de  u ,  trouvée  dans  le  n**  671, 
en  y  faisant  ê  =  1.  Il  résulte  aussi  de  la  formule  (8), 
appliquée  au  cas  où  n  est  un  très  grand  nombre,  afin 
que  l'orifice  et  soit  une  très  petite  partie  de  la  section 
horizontale  a  du  cylindre.  On  peut  alors  mettre  «*  à 
la  place  de  n*  —  25  ce  qui  change  d'abord  la  for- 
mule (8)  en  celle-ci  : 


U=\/2ghs/l-(^^"' 


Or,  dès  que  h  sera  notablement  moindre  que  H, 
la  puissance  tz*  du  rapport  ^  sera  une  très  petite 
fraction,  et  cette  valeur  de  u  se  réduira,  à  très  peu 

près,  à  M=\/2g^. 

-  L'orifice  AB  étant  très  petit,  si  la  section  MN 
n'est  pas  très  voisine  de  cette  ouverture ,  le  rap- 
port —^ ,  qui  entre  dans  la  formule  (  5  ) ,  sera  très 

petit  )  le  rapport  —  l'est  également  ;  on  pourra  donc 


HYDRODYNAMIQUE.  ^3^ 

supprimer  le  dernier  terme  de  cette  formule;  et  si 
l'on  néglige  aussi  le  terme  multiplié  par  a ,  elle  se 
réduira  à 

P  —  ^  -h  ëp{œ  —  Ô); 

d'où  Ton  conclut  que  ,  dans  le  cas  d'un  très  petit 
orifice,  la  pression  en  tous  les  points  du  vase  éloi- 
gnés de  cette  ouverture,  est  sensiblement  la  même 
pendant  le  mouvement  que  dans  l'état  d'équilibre. 
675.  L'hypothèse  du  parallélisme  des  tranches 
exige,  en  général,  que  l'orifice  soit  horizontal;  mais, 
dans  le  cas  d  un  très  petit  orifice ,  on  l'admet  encore 
lorsque  le  liquide  s'écoule  par  une  ouverture  laté- 
rale, dont  le  plan  a  une  inclinaison  quelconque,  et 
peut  même  être  vertical.  L'observation  fait  voir  qua- 
lors  le  liquide  situé  à  peu  de  distance  au-dessous  de 
cette  petite  ouverture ,  demeure  stagnant,  et  que  les 
tranches  horizontales  situées  à  une  pareille  distance 
au-dessus  de  cette  même  ouverture ,  descendent  pa- 
rallèlement à  elles-mêmes;  en  sorte  que  le  parallé- 
lisme des  tranches  n'est  troublé ,  comme  dans  le  cas 
d'un  petit  orifice  horizontal ,  que  pour  la  partie  du 
liquide  très  voisine  de  l'orifice.  On  pourra  donc 
prendre  \/ ng  [h  +  c) ,  i^oxxv  la  vitesse  d'un  liquide 
qui  s'écoule  par  une  très  petite  ouverture,  quelle  que 
soit  l'inclinaison  de  cet  orifice;  h  étant  la  hauteur  va- 
riable ou  constante  du  niveau  du  liquide  au-dessus 
du  centre  de  l'orifice,  et  c  la  constante  provenant  de 
la  différence  des  pressions  extérieures  qui  répondent 
à  ce  niveau  et  à  cette  ouverture.  Si  le  vase  est  placé 
dans  le  vide,  de  sorte  que  les  deux  pressions  et  cette 
1.  4-^ 
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constante  soient  nulles,  les  molécules  du  liquide  au- 
ront, en  sortant  du  vase,  la  vitesse  v/sg^  due  h  la 
hauteur  A,  qui  est  aussi  la  vitesse  nécessaire  pour 
s'élever,  dans  le  vide,  à  cette  hauteur  (n''  i3o).  Par 
conséquent ,  si  Ton  donne  au  fluide ,  au  moyen  d'un 
tuyau,  une  direction  verticale,  il  remontera,  au  de- 
hors, à  la  hauteur  de  son  niveau  intérieur;  ce  qui 
est,  en  effet,  conforme  à  l'expérience.  Généralement, 
les  molécules  du  fluide  décriront  dans  le  vide,  après 
un  très  court  intervalle  de  temps ,  des  paraboles  dont 
la  tangente  à  leur  point  de  départ  dépendra  de  la 
direction  du  jet,  et  le  paramètre  ,  de  la  hauteur  h  ou 
/2  +  c,  si  la  constante  c  n'est  pas  nulle. 

La  pression  p  sera  sensiblement  la  même  que  dans 
l'état  d'équilibre ,  excepté  à  l'orifice ,  où  elle  sera 
égale  à  ^—^^fc,  au  lieu  de  fzir -\' gf>h.  Or,  si  elle 
était  aussi  égale  à  'Zêr  -f-  gfh  sur  cette  partie  du 
vase  ,  les  pressions  horizontales  se  détruiraient , 
les  pressions  verticales  se  réduiraient  au  poids  du 
liquide,  augmenté  de  la  pression  ftsrcù  qui  a  lieu 
sur  la  surface  du  niveau  ;  d'où  l'on  peut  conclure 
que,  dans  l'état  de  mouvement,  la  charge  totale 
que  le  vase  aura  à  supporter  se  composera  de  la 
pression  verticale  qui  aurait  lieu  dans  l'état  d'équi- 
libre, et  d'une  force  normale  au  plan  de  l'orifice, 
dirigée  de  dehors  en  dedans  du  vase ,  et  égale  à 
l'excès  de  la  pression  (^-{'  gfh)  et  sur  la  pression 
(>t*r  —  gfc)  et ,  ou  à  g  f>  (Il -{- c)  et ,  en  désignant  tou- 
jours par  et  l'aire  très  petite  de  cet  orifice. 

676.  Dans  le  cas  d'un  niveau  constant  et  d'un  ori- 
fice très  petit,  horizontal  ou  incliné,  la  dépense  peu- 
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dant  le  temps  t ,  c'est-à-dire,  le  volume  q  du  liquide 
qui  sort  du  vase  avec  la  vitesse  sji^h  ^  sera 

ce  qui  résulte  aussi  de  la  valeur  finale  de  q  trouvée 
dans  le  n°  671,  en  j  négligeant  le  carré  de  cl.  Mais  on 
ne  doit  pas  oublier  que  l'hypothèse  du  parallélisme 
des  tranches ,  sur  laquelle  cette  valeur  de  q  est  fon- 
dée, n'est  qu'une  approximation  dont  le  degré  d'exac- 
titude ne  peut  pas  être  évalué  à  priori ,  et  dont  les 
résultats  ne  doivent  pas  être  employés  sans  restric- 
tion. Or,  l'expérience  ne  s'accorde  pas  toujours  avec 
cette  valeur  théorique  de  la  dépense. 

Si  la  paroi  du  vase  n'est  pas  très  mince ,  et  que 
l'ouverture  pratiquée  dans  son  épaisseur  soit  évasée 
intérieurement ,  de  telle  sorte  que  le  fluide  qui  s  e- 
coule  hors  du  vase  soit  un  cylindre  vertical ,  ou  un. 
cylindre  recourbé  dont  les  sections  normales  soient 
constantes  et  égales  à  l'aire  a  de  l'orifice ,  prise  sur 
la  surface  extérieure  du  vase;  dans  ce  cas,  disons- 
nous  ,  la  dépense  observée  s'accorde  avec  la  valeur 
précédente  de  q.  Mais  dans  le  cas  d'un  orifice  en 
mince  paroi,  la  dépense  observée  est  toujours  pro- 
portionnelle à  l'aire  de  l'orifice ,  et  à  la  racine  carrée 
de  rélévation  du  niveau  ,  comme  dans  la  formule 
théorique;  mais  elle  s'écarte  de  cette  formule  dans 
sa  valeur  absolue,  qui  en  diffère  par  an  facteur  à  peu 
près  constant  et  moindre  que  Tunité.  D'après  les 
expériences  qui  méritent  le  plus  de  confiance ,  ce 
facteur  est  0,62;  en  sorte  que  la  valeur  de  ^,  dont  on 

47. • 
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fait  usage  dans  la  pratique ,  est 

q  =  (0,62)^^  V'sgA, 

pour  un  très  petit  orifice  en  mince   paroi ,   et  une 
hauteur  du  niveau  assez  grande  par  rapport  aux  di- 
mensions de  cette  ouverture  ,  horizontale  ou  inclinée. 
On  attribue  cette  différence   aux  directions  incli- 
nées que  prennent  les  molécules  du  liquide  en  ap- 
prochant de  l'orifice,  que  je  suppose  horizontal,  pour 
fixer  les  idées  ;   directions  qu'elles  conservent  après 
avoir  traversé  la  mince  paroi  du  vase.  Il  en  résulte 
que  la  veine  fluide  extérieure  se  rétrécit,  jusqu'à  une 
petite  distance  du   vase,  oii  la  section  transversale 
est  à  son  minimum  ^  pour  devenir  ensuite  constante. 
Ce  phénomène  est  ce  qu'on   appelle  îa  contraction 
de  la  veine  fluide.   L'écoulement  du   fluide    est  le 
même  que  si  l'orifice  était  la  section  de  la  veine  à 
l'endroit  de  sa  plus  grande  contraction ,  de  manière 
que  si  l'on  désigne  par  aJ  l'aire  de  cette  section ,  et 
par  h!  sa  distance  constante  au  niveau  du  liquide,  îa 
dépense    sera  exprimée   par  adts/igh' ,  ou,   à  très 
peu  près,  par  ctt  \/2gh ,  à  cause  du  peu  de  différence 
de  h'  et  h;  or,  en  effet,  par  des  mesures  directes  de 
îa  section  et'  comparée  i\  l'orifice  a,  on  trouve  que 
ces  deux  quantités  sont  dans  un  rapport  à  peu  près 
indépendant    de    h  ,    et   que    l'on    a    constamment 
cl'  =  {0,62)  et. 

Si  l'on  adapte  à  l'orifice  en  mince  paroi,  un  aju- 
tage  cylinàviquc  en  dehors  du  vase,  perpendiculaire  au 
plan  de  l'orifice,  et  par  lequel  l'écoulement  aura  lieu, 
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l'expënence  montre  que  la  dépense  est  augmentée,  et 
peut  s'élever  aux  quatre  cinquièmes  du  résultat  de  la 
théorie.  Si  cet  ajutage  est  enfoncé  dans  l'intérieur 
du  vase,  la  dépense  est,  au  contraire,  diminuée,  et 
réduite  à  moitié  de  la  dépense  théorique  ;  en  sorte 
que,  dans  la  valeur  précédente  de  q,  le  facteur  0,62 
doit  être  remplacé  par  0,80  dans  le  premier  cas,  et 
par  o,5o  dans  le  second.  Je  me  borne  à  citer  succinc- 
tement ces  résultats  de  l'observation ,  qui  n'ont  été 
ramenés,  jusqu'à  présent,  à  aucune  théorie. 

677.  On  admet  aussi  l'hypothèse  du  parallélisme 
des  tranches  dans  le  mouvement  d'un  fluide  élasti- 
que qui  sort  d'un  vase  par  un  orifice  quelconque;  et 
elle  s'écarte  peu  de  la  vérité ,  quand  les  sections  du 
vase,  parallèles  au  plan  de  l'orifice,  ne  diffèrent  pas 
beaucoup  l'une  de  l'autre,  et  que  la  longueur  du  vase 
est  assez  grande  par  rapport  à  leurs  dimensions. 

Dans  ce  cas,  on  peut  faire  abstraction  de  la  pesan- 
teur, et  supposer  que  le  mouvement  soit  uniquement 
dû  à  la  force  élastique  du  fluide ,  plus  grande  ou  plus 
petite  à  l'intérieur  du  vase  qu'en  dehors.  On  suppri- 
mera donc  le  terme  dépendant  de  g  dans  l'équa- 
tion (1),  qui  convient  aux  liquides  et  aux  fluides 
élastiques.  De  plus,  la  différentielle  de  (^,  qu^elle 
renferme ,  devant  être  prise  par  rapport  à  ^  et  à  la 
variable  x  considérée  comme  fonction  de  t,  on  aura 

dt       ^    dx    dt      ' 
et^  comme  on  a  aussi  -j=-Vy  cette  équation  de» 
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viendra 

dp     ,  dv     ^  dv  f   V 

Le  fluide  étant  compressible ,  il  n'en  passera  plus 
un  même  volume ,  à  chaque  instant ,  par  toutes  les 
sections  du  vase ,  et  l'e'quation  (2)  n'aura  pas  lieu.  La 
masse  de  fluide  qui  passe  pendant  l'instant  dt  par  la 
section  MN ,  sera  égale  à  ^rvdt  ;  ce  sera  cette  même 
masse  qui  passera ,  l'instant  d'après ,  en  changeant  de 
volume,  parla  section  WN'  ;  et  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement ,  sa  grandeur  ne  variera  pas.  La  dif- 
férentielle du  produit  pj^,  prise  par  rapport  à  ^  et 
à  la  variable  œ  considérée  comme  une  fonction  de  t, 
sera  donc  nulle;  et  à  cause  que jr  n'est  fonction  que 

de  x^  et  qu'on  a  -r-  =  ^ ,  on  en  conclura 

Enfin ,  si  l'on  suppose  que  la  température  demeure 
constante  pendant  le  mouvement,  dans  toute  la 
masse  du  fluide ,  on  aura 

P  =  9^'-> 

k  étant  un  coefficient  constant  et  donné. 

Cela  posé ,  en  mettant  ^  au   lieu  de    p  dans  les 

équations  {a)  et  {h)  ,  on  aura  deux  équations  aux 
différences  partielles  du  premier  ordre  ,  pour  déter- 
miner ,  en  fonctions  de  x  et  ^,  les  deux  inconnues  (> 
et  p  du  problème.  Elles  ne  sont  pas  intégrables  sous 
forme  finie  j  et  les  valeurs  de  t^  etp  ne  pourront  s'ob- 
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tenir  que  par  approximation.  Ces  valeurs  renferme- 
ront deux  fonctions  arbitraires  ,  que  l'on  détermi- 
nera d'après  deux  conditions  particulières;  pour  cela, 
je  supposerai,  d'une  part,  que  l'ëcoulement  ait  lieu 
à  l'air  libre ,  en  sorte  qu'en  désignant  par  '^  la  pres- 
sion atmospbe'rique ,  rapportée  à  î'unitë  de  surface, 
on  ait  constamment />  =  «^,  à  l'orifice  AB.  D'un  autre 
côté,  je  supposerai  aussi  que  le  vase  soit  en  commu- 
nication avec  un  gazomètre  d'une  grande  capacité  , 
au  moyen  duquel  on  entretienne  une  pression  cons- 
tante et  donnée  ,  sur  une  section  EF  du  fluide,  paral- 
lèle à  AB  et  de  position  fixe,  de  manière  qu'en 
désignant  par  ^  cette  pression  rapportée  à  l'unité  de 
surface,  on  ait  aussi  pz=fnr\  en  cet  endroit  du  vase  , 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement.  Si  donc  on 
compte  la  distance  œ  à  partir  du  plan  EF,  et  qu  on 
appelle  l  la  distance  comprise  entre  AB  et  EF,  on 
aura  ,  quel  que  soit  t,  p  =  ^'  pour  oc  =  o ,  et  p  =  ^ 
pour  X  =  Z  ;  ce  qui  servira  à  déterminer  les  deux 
fonctions  arbitraires  ,  et  à  compléter  la  solution  du 
problème.  Mais  cette  solution  est  trop  compliquée 
pour  qu'on  en  puisse  déduire  aucun  résultat  utile  ;  et, 
dans  la  pratique,  il  suffit  de  connaître  la  vitesse 
constante  de  l'écoulement  du  fluide  par  l'orifice  AB, 
lorsque  la  pression  p  et  la  vitesse  (^  sont  deve- 
nues constantes  en  chaque  point  du  vase  ;  ce  qui 
arrive ,  en  général ,  après  un  très  court  intervalle 
de  temps. 

678.  Faisons   donc   -^  =  o  et  -^  =  o ,    dans    les 

équations  (a)  et  {b)  ;  elles  se  réduiront  à  deux  équa- 
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tious  différentielles ,  savoir  : 

k  dp     ,       dv  c?r     ,  d.pv  ,  . 

à  cause  de/>  =  Af. 

L'intégrale  de  la  seconde  de  ces  équations  est 


jpv  =  c 


c  étant  la  constante  arbitraire.  En  désignant  toujours 
par  et  l'orifice  AB ,  et  par  u  la  vitesse  du  fluide  à  cet 
orifice,  de  sorte  qu'on  ait  à  la  fois^=:a,  (^=7/, 
p=^,  et,  par  conséquent,  c=:  oj^u,  il  en  résul- 
tera ,  en  un  point  quelconque  du  vase , 


JP  ^  ^ 

En  substituant  cette  valeur  de  p  dans  la  première 
équation  (c) ,  il  vient 


d.j- 


k  dp         t^ts^y?-       pj  

p  dx^"    pr       dx 


=  o; 


d'où  l'on  tire  ,  en  intégrant  et  désignant  par  c'  la 
constante  arbitraire , 

Je  désigne  par  a  l'aire  de  la  section  EF ,  de  sorte 
qu'on  ait,  en  même  temps,  ^  =  ^  etpss'Zêr';  on 
aura  donc 

7     1  r       ,       a^^^^U^  f 


et ,  en  retranchant  cette  équation  de  la  précédente, 
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/tloff  A  +  -ct>^^hi'(^ ^)  =  o.     (e) 

Les  équations  {d)  et  {e)  feront  connaître  la  vitesse 
et  la  pression  en  un  point  quelconque  du  vase,  dès 
que  Ton  connaîtra  la  vitesse  u  relative  à  Forifice. 
Or  y  en  faisant  p-=.(nr  QXy"=.ûL^  dans  1  équation  {e)  , 
on  en  conclut 

d*où  Ton  tirera  la  valeur  de  u.  On  fera ,  dans  cette 
formule , 

k  =  grh ,  • 

en  appelant  ^  la  gravité,  et  r  le  rapport  de  la  densité 
du  mercure  à  celle  du  fluide  intérieur ,  sous  une 
pression  barométrique  dont  la  hauteur  est  ;/z,  le  vo- 
lume du  fluide  qui  sortira  du  vase  pendant  le  temps  t 
aura  pour  valeur  ctut. 

Quand  Forifîce  sera  très  petit,  on  remarquera, 
comme  dans  le  n®  Çi^S ,  qu'il  ne  sera  plus  nécessaire 
qu'il  soit  parallèle  à  la  section  EF ,  c'est-à-dire ,  qu'il 
pourra  être  pratiqué  à  la  partie  latérale  du  vase,  et 
avoir  une  inclinaison  quelconque  sur  le  plan  de  cette 
section.  On  pourra  alors  négliger  le  terme  dépendant 

de  —,  dans  le  premier  membre  de  l'équation  {f)  qui 

deviendra 

«•  =  2§T^.log^; 

par  conséquent ,  la  vitesse  de  l'écoulement  du  fluide 
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par  un  très  petit  orifice,  sera  celle  qui  serait  due  à  une 

hauteur  rh,  multipliée  par  le  logarithme  népérien  du 

rapport  — .  La  supposition  quW  a  faite  d'une  tempé- 
rature invariable  pendant  toute  la  durée  du  mouve- 
ment exige  que  la  vitesse  u  ne  soit  pas  très  considé- 
rable, sans  quoi  la  température  varierait  comme  dans 
la  propagation  du  son. 
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ADDITION 

Relative  à  V usage  du  principe  des  forces  vives  ^  dans 
le  calcul  des  machines  en  mouvement. 


679.  Le  principe  des  vitesses  virtuelles  donne  im- 
médiatement les  conditions  d  équilibre  des  forces 
appliquées  aux  machines  ;  celui  des  forces  vives  ren- 
ferme de  même  la  théorie  de  leur  mouvement,  et 
fournit  le  moyen  le  plus  direct  de  calculer  les  effets 
des  forces  qui  leur  sont  appliquées.  Cet  usage  du 
principe  des  forces  vive?  forme  ,  pour  ainsi  dire  ,  le 
point  de  jonction  de  la  Mécanique  rationnelle  et  de 
la  Mécanique  industrielle.  C'est  pourquoi  j'ai  cru 
devoir  donner  succinctement ,  dans  cette  addition^  les 
notions  les  plus  générales  sur  cette  matière.  Four  de 
plus  grands  développemens,  j'indiquerai  les  leçons 
de  M.  Navier,  à  l'Ecole  des  Ponts-et-Chaussées  ;,  et 
de  M.  Poncelet,  à  l'École  de  l'Artillerie  et  du  Génie , 
qui  ont  été  seulement  litliographiées,  mais  auxquelles 
ces  savans  professeurs  donneront  sans  doute  plus  de 
publicité. 

680.  Les  macldnes  sont  des  instrumens  ou  des  sys- 
tèmes de  corps  solides ,  propres  à  transporter  l'action 
des  forces,  d'une  partie  à  une  autre  de  ces  assem- 
blages. 

Quand  une  machine  est  en  mouvement,  certains 
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points  sont  donc  soumis  à  des  forces  données,  et  d^au- 
tres  parties  exercent  des  pressions  sur  les  corps  exté- 
rieurs, ou  sont  pressées  réciproquement  par  ces 
corps  que  la  machine  est  destinée  a  déplacer  ou  à 
déformer.  Les  premières  forces  s'ap^^eWentJhrces  mou- 
vantes; leurs  points  d'application  se  meuvent  sui- 
vant leurs  directions,  ou,  plus  généralement,  les 
directions  des  mouvemens  de  ces  points  font  desangles 
aigus  avec  celles  de  ces  forces.  Par  opposition ,  on 
nomme  forces  résistantes,  les  pressions  exercées  par 
les  corps  extérieurs  ;  et  les  directions  des  mouvemens 
de  leurs  points  d'application  sont  contraires  à  celles 
de  ces  forces,  ou,  du  moins,  elles  font  avec  celles-ci 
des  angles  obtus. 

La  liaison  des  parties  d'une  machine  est  telle  , 
qu'elle  ne  peut  prendre ,  en  général ,  que  deux  mou- 
vemens directement  opposés  l'un  à  l'autre;  il  s'ensuit 
donc  que ,  quand  le  sens  du  mouvement  qu'elle  prend 
effectivement  est  connu^  il  suffit  d'une  seule  équation 
pour  déterminer  ce  mouvement  d'une  manière  com- 
plète. Cette  équation  est  celle  que  l'on  obtient  en  inté- 
grant les  deux  membres  de  l'équation  [a)  du  n**  564? 
savoir  : 

i  d,  :Emv'  =  :E7n{Xdx  +  Ydf  +  Zdz),     (a) 

Au  bout  d'un  temps  quelconque  t  ^  compté  depuis 
l'origine  du  mouvement,  v  représente  la  vitesse  du 
point  dont  oc ,  y,  z ,  sont  les  trois  coordonnées  rap- 
portées à  des  axes  fixes  et  rectangulaires  ;  m  est  la 
masse  de  ce  point;  dx,  dj,  dz,  sont  les  projections, 
sur  ces  axes ,  de  l'espace  qu'il  parcourt  pendant  Fins- 
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tant  dt;  on  désigne  par  7?zX,  mY,  mZ  ,  les  compo- 
santes de  sa  force  motrice  parallèles  à  ces  mêmes 
axes ,  et  les  sommes  2  s'étendent  à  tous  les  points  ?n 
du  système. 

681.  Avant  d'aller  plus  loin  ,  il  impovte  de  distin- 
guer, dans  le  second  membre  de  l'équation  (a) ,  les 
termes  qui  proviennent  des  forces  mouvantes  et  ceux 
qui  résultent  des  forces  résistantes,  et  de  leur  donner 
une  autre  forme. 

Pour  cela ,  soient  P  une  des  forces  mouvantes ,  et  a , 
^ ,  ^,  les  angles  que  fait  sa  direction  avec  des  paral- 
lèles aux  axes  des  œ ^j,  z;  relativement  à  cette  force, 
on  aura 

772X  =  P  cos  a, ,      mY  =  P  cos  S ,     niL  =  P  cos  y. 

Soient  aussi  ds  Fespace  décrit  par  son  point  d'appli- 
cation pendant  l'instant  <i^,  et  A,  ^t-,  j/ ,  les  angles 
que  fait  la  direction  de  ds  avec  ses  projections  dx , 
djy  dz,  de  sorte  qu'on  ait 

dx  ^=.ds  cos  X,     dj  =  ds  cos  fjL,      dz:=  ds  cos  v. 

Désignons  enfin  par  dp  la  projection  de  ds  sur  la  di- 
rection de  la  force  P ,  et  par  <t  langle  compris  entre 
dpetds;  nous  aurons 

dp=dscosa',  cos(7z=iCosci  cosÀ-{-cos^cos/>t-f-cos^cosj'; 

et ,  de  ces  diverses  équations  ,  on  déduira 

mr%.dx  -{-  Ydx  -f-  Zdz)  =  ?dp , 

pour  le  terme  du  second  membre  de  l'équation  (a) , 
qui  répond  à  la  force  P. 

En  désignant  par  Q  une  des  forces  résistantes  ,  et 
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par  dq  la  projection  sur  le  prolongement  de  sa  direc- 
tion ,  de  l'espace  parcouru  pendant  l'instant  dt  par 
son  point  d'application ,  on  trouvera  de  même  — Qdq 
pour  le  terme  de  ce  second  membre  qui  provient  de 
la  force  Q*  E-e  cette  manière,  Fe'quation  (a)  prendra 
la  forme 

i(i.27?2P»  =  ^Ydp  —  1(ldq;      (h) 

l'une  des  sommes  2  contenues  dans  son  second 
membre  s'étendant  à  toutes  les  forces  mouvantes  de 
la  machine ,  et  l'autre  à  toutes  les  forces  résistantes. 
D'après  les  hypothèses  qu'on  a  faites  sur  les  directions 
de  ces  deux  sortes  de  forces ,  eu  égard  au  sens  des 
mouvemens  des  points  où  elles  agissent,  les  quan- 
tite's  dp  et  dq  sont  positives ,  ainsi  que  P  et  Q,  et  con- 
séquemment,  les  sommes  2  ne  se  composent  que  de 
ternies  positifs. 

682.  En  désignant  par  k  la  vitesse  initiale  du  point 
quelconque  772,  ou  la  valeur  de  <^  qui  répond  à  t=o, 
et  intégrant  les  deux  membres  de  l'équation  [b) ,  on 
aura 

i  2772^*  —  î  2  77?.^^  =J:E?dp  —  f^Qdq  i     (c) 

les  intégrales  étant  prises  de  manière  qu'elles  s'éva- 
nouissent à  l'origine  du  mouvement. 

C'est  sous  cette  forme  qu'on  emploie  l'équa- 
tion des  forces  vives  ,  pour  calculer  les  effets  des 
machines  en  mouvement  ;  elle  coïncide  avec  l'équa- 
tion (b)  du  n°  564  9  lorsqu'on  peut  efl^ectuer  les  inté- 
grations indiquées  dans  son  second  membre. 

Les  produits  Tdp  et  Qdq ,  dont  les  sommes  sont 
soumises  à  ces  intégrations,  ont  reçu  différentes  dé- 
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nominations  :  on  les  appelle  quantités  d'action ,  mo- 
mens  dacii^ité,  effets  djjiamiques ,  des  forces  P  et  Q. 
Il  serait  a  désirer  qu'on  les  désignât  toujours  par  un 
même  nom.  M.  Coriolis  a  proposé  de  les  nommer 
quantités  de  travail  élémentaire;  nous  adopterons 
cette  dénomination.  Les  sommes  ^Vdp  et  "XQdq  se- 
ront donc  les  quantités  de  travail  élémentaire  ,  pro- 
duites pendant  un  même  instant  par  toutes  les  forces 
mouvantes  et  toutes  les  forces  résistantes  ;  et  leurs 
intégrales  f^Ydp  et  fXQdq  exprimeront  le  tra^^ail 
moteur  et  le  travail  résistant  qui  ont  eu  lieu  dans  la 
machine,  depuis  l'origine  du  mouvement  jusqu'à 
l'instant  que  Ton  considère. 

Ainsi,  l'équation  [c]  signifiera  que,  dans  une  ma- 
chine en  mouvement,  l'accroissement,  pendant  un 
temps  quelconque,  de  la  demi-somme  des  forces 
vives  de  toutes  ses  parties,  est  toujours  égal  à  l'excès 
du  travail  moteur  sur  le  travail  résistant ,  pendant  le 
mêine  temps. 

683.  Si  la  force  mouvante  P,  ou  la  force  résis- 
tante Q,  est  un  poids  II,  qui  descende,  dans  le  premier 
cas,  d'une  hauteur  verticale  A,  ou  qui  monte,  dans 
le  second  cas ,  à  la  même  hauteur,  le  travail  moteur 
ou  résistant  qui  en  résultera,  aura  pour  valeur  le  pro- 
duit P/^ ,  quel  que  soit  le  chemin  paixouru  par  ce 
poids,  de  manière  que  h  soit  toujours  la  projection 
verticale  de  la  ligne  droite  ou  courbe  que  son  centre 
de  gravité  a  suivie.  Si  cette  ligne  est  fermée  ou  pré- 
sente des  sinuosités,  il  y  aura  eu  alternativement 
travail  moteur  et  travail  résistant;  et  h  étant  la  difte- 
rence  de  niveau  du  point  de  départ  et  du  point  d'ar- 
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rivée ,  n^  sera  l'excès  du  premier  travail  sur  le  second- 
Dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas  d'alternatives,  la  quantité 
de  travail  correspondante  à  un  poids  11  élevé  à  une 
hauteur  h ,  équivaut  à  la  quantité  de  travail  qui 
répond  à  un  autre  poids  n'  élevé  à  une  hauteur  h' , 

telle  que  1  on  ait  /2  =  —,- . 

Quelle  que  soit  la  force  P  ou  Q,  l'intégrale yPc^  ou 
fQdq  est  toujours  équivalente  au  produit  d'un  poids 
n  et  d'une  hauteur  h  ;  et  pour  comparer  entre  eux  et 
exprimer  en  nombres  des  travaux  de  différente  na- 
ture, on  peut  ainsi  les  assimiler  à  des  poids  donnés, 
élevés  à  des  hauteurs  données.  On  prend  alors  pour 
unité  de  travail,  que  l'on  appelle  communément 
unité  dynamique ,  le  travail  correspondant  à  un  poids 
de  looo  kilogrammes,  qu'on  élève  à  la  hauteur  d'un 
mètre ,  ou  qui  descend  d'un  mètre  de  hauteur  ver- 
ticale. Cela  étant,  si  l'on  calcule  les  valeurs  nu- 
mériques des  intégrales  fFdp  et  fQdcj,  en  prenant 
lOOO  kilogrammes  pour  unité  de  force,  et  le  mètre 
pour  unité  linéaire ,  les  nombres  que  l'on  obtiendra 
de  cetJe  manière  exprimeront ,  en  unités  dynami- 
ques, les  quantités  de  travail  représentées  par  ces  in- 
tégrales. Une  somme  quelconque  de  force  vive,  telle 
que  ^  2/?2i^* ,  par  exemple ,  pourra  aussi  être  expri- 
mée en  unités  dynamiques  ;  car  si  l'on  appelle  l  la 
hauteur  due  à  la  vitesse  ^,  i^  la  gravité,  et  p  le  poids 
de  m,  on  aura 

v^*  =  2gl,     p  =  gm ,      Y^/m'*  =  2/?Z; 

et  cette  somme  est  de  la  même  nature  que  les  inté- 
grales fPdp  eifÇldq^  ou  que  le  produit  Uh, 
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684-  Lorsque  la  machine  part  du  repos,  lequa- 
tion  (c)  se  réduit  à 

iXnn^^  =  f^Vdp  ^  /^Q,dq.  (d) 

SoQ  premier  membre  étant  une  quantité  essentielle- 
ment positive,  il  faut  que  dans  les  premiers  momens 
le  travail  moteur  l'emporte  sur  le  travail  résistant. 
Mais  les  vitesses  des  points  de  la  machine  ne  pouvant 
pas  croître  indéfiniment,  ce  premier  membre  at- 
teint son  maximum  au  bout  d'un  certain  temps,  qui 
est  généralement  peu  considérable.  Par  un  moyen 
qui  sera  indiqué  tout-à-l'heure ,  on  fait  en  sorte  qu'à 
partir  de  cet  instant  du  maximum ,  la  demi-somme 
-|  2/71^*  des  forces  vives  demeure  constante ,  ou  n'é- 
prouve plus  que  de  très  petites  variations^  et  l'on 
dit  alors  que  la  machine  est  parvenue  à  son  état 
permanent.  Dans  cet  état  constant,  on  a,  en  diffé- 
rentiant  l'équation  précédente , 

^Ydp  =  :Eqdq; 

de  manière  que  la  machine  n'a  plus  d'autre  effet  que 
de  changer,  à  chaque  instant,  le  travail  moteur  élé- 
mentaire en  une  quantité  égale  de  travail  résistant. 
Mais  il  importe  d'observer  que  la  quantitéy  2Q<^^  de 
travail  résistant  dans  lequel  se  change  le  travail  mo- 
ieur  f'^^dp ,  pendant  un  temps  quelconque ,  ne 
comprend  pas  seulement  le  travail  qu'on  veut  exécu- 
ter au  moyen  de  cet  instrument;  l'intégrale  /iÇldq 
comprend  aussi  le  travail  résistant  qui  provient  du 
frottement  des  parties  de  la  machine,  entre  elles  ou 
2.  48 


754  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

contre  des  corps  étrangers,   et  de  la  résistance  du 

milieu  dans  lequel  la  machine  est  en  mouvement. 

Pour  avoir  égard ,  par  exemple,  aux  frottemens, 
il  faut,  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n°  568,  ajouter 
à  Ymlé^rale /'2Qdq ,  provenant  du  travail  résistant 
proprement  dit,  une  autre  intégrale  f2f^ds,  dans 
laquelle  f  est  le  coefficient  du  frottement,  N  la 
pression  mutuelle  des  parties  frottantes ,  et  ds  l'élé- 
ment de  la  courbe  décrite  par  leur  point  de  con- 
tact. Cette  addition  changera  l'équation  (^d)  en 
celle-ci  : 

i  ^m^-  ==fl.Vdp  —f:î.Qdq  —  f:EfNds.      (e) 

Il  suit  de  là  que  quand  une  machine  a  atteint  son 
état  permanent ,  la  quantité  de  travail  f'^Vdp ,  pro- 
duite pendant  un  temps  donné,  par  les  forces  mou- 
vantes ,  n'est  pas  représentée  en  totalité  par  la  partie 
utile  f^Qdq  du  travail  résistant,  laquelle  partie  est 
toujours  moindre  que  le  travail  moteur /2P^;? ,  de 
toute  la  quantité  de  travail  correspondante  aux  frot- 
temens  et  aux  autres  résistances.  Une  machine  est 
d'autant  meilleure  que  le  travail  utile  f^Qdq  appro- 
che davantage  d'être  égal  au  travail  motenr  f:EV dp -, 
mais  la  première  intégrale  ne  peut ,  quelle  que  soit 
la  combinaison  des  parties  de  la  machine ,  être  égale 
à  la  seconde,  ni,  a  plus  forte  raison,  la  surpasser. 
Parmi  les  machines  imparfaites ,  où  le  travail  utile 
n'était  qu'une  très  petite  fraction  du  travail  moteur, 
et  où  la  plus  grande  partie  de  celui-ci  se  trouvait 
absorbée  par  les  frottemens,  on  peut  citer,  pour 
exemple ,  l'ancienne  machine  de  Marly  :  le   travail 
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moteur  consistait  en  une  chute  d'une  partie  consi- 
dérable des  eaux  de  la  Seine ,  et  le  travail  utile 
était  leîeVation  d'une  quantité  d'eau  à  une  hauteur 
qui  était  bien  loin  de  compenser  lexiguité  de  son 
volume. 

685.  Les  quantités  qui  constituent  essentiellement 
une  machine  sont  la  partie  à  laquelle  sont  appli- 
quées les  forces  mouvantes ,  celle  qui  est  en  contact 
avec  le  corps  que  ion  a  pour  objet  de  mouvoir  ou 
de  déformer,  et  la  partie  intermédiaire  qui  îi^ansmet 
l'action  des  forces  mouvantes.  Quand  on  a  satisfait 
aux  conditions  de  la  solidité ,  il  importe,  pour  l'éco- 
nomie des  frais  de  construction  et  pour  la  diminu- 
tion des  frottemens ,  que  la  masse  totale  de  la  ma- 
chine soit  la  plus  petite  possible;  mais  il  j  a  une 
autre  considération,  qui  exige  que  l'on  augmente  cette 
masse,  et  qu'on  ajoute  aux  trois  parties  essentielles 
dont  elle  se  compose ,  une  autre  pièce  qu'on  appelle 
un  volant  y  et  qui  consiste ,  en  général ,  en  un  corps 
solide  tournant  autour  d'un  axe  fixe  horizontal. 

Les  mouvemens  des  trois  premières  parties  d'une 
machine  étant  alternatifs  ou  révolu  tifs  ^  la  demi-^ 
somme  7  Sttzp*  des  forces  vives  qui  s'y  rapportent , 
après  qu'elle  a  atteint  son  maximwrij  devient  une 
quantité  périodique  ;  il  en  est  de  même,  par  consé- 
quent, à  l'égard  du  second  membre  de  l'équation  [e); 
en  sorte  que  si  la  machiné  était  réduite  à  ses  trois 
parties  essentielles ,  le  travail  moteur  et  le  travail  ré- 
sistant, en  comprenant  dans  celui-ci  les  effets  des 
frottemens ,  l'emporteraient  alternativement  l'un  sur 
l'autre  ;  et  si  les  variations  alternatives  du  travail  mo- 

4S.. 
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teur  f^Vdp ,  et  de  la  partie  fXyNds  du  travail  résis- 
tant, n'étaient  pas  réglées  exactement  sur  les  périodes 
de  la  machine,  la  quantité  f^Qdq  de  travail  utile  va- 
rierait continuellement.  Or,  pour  la  bonne  exécu- 
tion des  ouvrages  que  l'on  veut  effectuer  au  moyen 
d'une  machine ,  il  est  indispensable ,  le  plus  sou- 
vent, que  le  travail  utile  approche,  autant  que  pos- 
sible ,  de  l'uniformité;  et  c'est  à  remplir  cette  con- 
dition que  le  volant  est  destiné. 

En  effet ,  soient  dm  un  élément  de  la  masse  du 
volant,  et  r  sa  distance  à  l'axe  de  rotation;  appe- 
lons ù)  la  vitesse  angulaire  autour  de  cet  axe,  com- 
mune à  tous  les  élémens  dm,  et  qui  peut  varier 
d'un  instant  à  un  autre  ;  rco  sera  la  vitesse  absolue 
de  dm;  par  conséquent,  la  somme  des  forces  vives 
de  toute  la  masse  du  volant  aura  pour  valeuryr*c>*û?7?2, 
ou ,  ce  qui  est  la  même  chose ,  le  produit  //c^*,  en  dé- 
signant par  fA.  le  moment  d'inertie  du  volant  par  rap- 
port à  son  axe ,  c'est-à-dire,  l'intégrale  fr^dm  étendue 
à  sa  masse  entière.  Si  donc  on  ajoute  ifJt'Oo''  au  pre- 
mier membre  de  l'équation  (e) ,  et  si  l'on  suppose 
que  la  demi -somme  7  2m^*  se  rapporte  aux  trois 
autres  parties  de  la  machine ,  on  aura 

\  ixœ^  +  i  277Z^»  z=f:E.Vdp  —/l.Çldq  —f'î.f^ds  ; 

d'où  l'on  tire 

/2Q^^  =  R  —  >^% 

en  faisant,  pour  abréger, 

R  =  fl.Vdp  —  fl.f^ds  —  i2m^^ 
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Or,  on  conçoit  que  les  variations  de  œ  peuvent 
être  réglées  sur  celles  de  cette  quantité  R,  de  ma- 
nière que  la  variation  totale  de  R  —  \  fj.co^  soit  ré- 
duite à  de  très  petites  amplitudes,  et  que,  par  con- 
séquent, le  travail  résistant  soit  à  peu  près  invariable 
dans  l'état  permanent  de  la  machine  :  on  conçoit 
aussi  que,  toutes  choses  d'ailleurs  égales,  les  varia- 
tions de  la  vitesse  co  du  volant  seront  d'autant 
moindres,  que  son  moment  d'inertie  jjl  sera  plus 
grand. 

686.  Par  l'addition  d'un  volant,  la  dépense  de 
travail  moteur  nécessaire  pour  mettre  la  machine  en 
mouvement  et  pour  accroître  la  force  vive  totale 
jusqu'à  ce  qu'elle  soit  parvenue  au  jnaximum^  se 
trouve  augmentée;  mais  quand  la  machine  est  arri- 
vée à  son  état  permanent ,  les  masses  de  ses  diffé- 
rentes parties  n'ont  plus  d'influence  sur  son  travail  % 
si  ce  n'est  celle  de  leur  poids  sur  les  frottemens. 

Pendant  le  mouvement  de  la  machine,  s'il  sur- 
vient un  choc  de  ses  parties  entre  elles  ou  contre  des 
corps  étrangers,  et  qu'après  le  choc  les  points  de 
contact  aient  une  vitesse  commune  dans  le  sens  nor- 
mal aux  surfaces ,  il  y  aura  diminution  de  force  vive 
dans  le  système  ;  si  les  parties  qui  se  sont  choquées 
se  séparent,  en  vertu  de  leur  élasticité,  il  j  aura  en- 
core perte  de  force  vive,  quand  ces  parties  ne  seront 
pas  parfaitement  élastiques;  et  quand  elles  le  seront, 
il  y  aura  perte  de  force  vive  dans  la  première  partie 
du  choc ,  puis  une  augmentation  précisément  égale  à 
cette  perte  dans  la  seconde  partie  (n°  572).  Par  consé- 
quent, pour  ramener  la  machine  à  son  état  perma- 
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nent ,  sans  qu'il  j  ail  diminution  dans  la  quantité  de 
travail  résistant,  il  faudra  que  les  forces  mouvantes 
fassent  une  nouvelle  dépense  de  travail  moteur,  sem- 
blable à  celle  qui  a  eu  lieu  à  l'origine  du  mouve- 
ment, et  égale  à  la  moitié  de  la  force  vive  perdue 
dans  le  choc.  C'est  pourquoi ,  indépendamment  du 
dommage  que  les  chocs  produisent  dans  les  ma- 
chines, il  est  encore  nécessaire  de  les  éviter,  pour 
l'économie  des  forces  mouvantes. 

687.  En  général,  le  travail  résistant  qui  provient 
des  frottemens  et  de  l'action  du  milieu ,  est  une  quan- 
tité continuellement  croissante  ;  pour  qu'il  y  ait  un 
travail  utile,  ou,  seulement,  pour  que  le  mouvement 
de  la  machine  soit  entretenu,  il  est  donc  nécessaire 
que  la  quantité  de  travail  moteur  croisse  également 
avec  le  temps,  dans  un  rapport  au  moins  égal  à  ce- 
lui de  l'accroissement  du  travail  résistant.  Si  cela  n'a 
pas  lieu,  le  travail  résistant  finira  par  être  égal  au 
travail  moteur  :  à  cet  instant,  la  demi-somme  des 
forces  vives  de  tous  les  points  du  système  sera  nulle  ; 
les  vitesses  de  tous  ces  points  seront  zéro ,  et  la  ma- 
chine s'arrêtera  et  se  trouvera  réduite  au  repos. 

Aux  frottemens  et  aux  résistances  des  milieux  qui 
produisent  cet  épuisement  graduel  de  la  force  vive , 
on  peut  encore  ajouter  la  communication  d  une  par- 
tie du  mouvement  de  la  machine  à  ses  supports,  la- 
quelle partie  va  ensuite  se  perdre  dans  le  sol  sur  le- 
quel la  machine  est  établie.  Cette  communication  ne 
provient  pas  seulement  du  défaut  de  solidité  des  sup- 
ports; elle  a  aussi  lieu  en  vertu  de  leur  élasticité, 
qui  permet  au  mouvement  de  s'y  propager  de  la 
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même  manière  que  le  son  ;  et  il  peut  résulter  de  cette 
propagation  une  diminution  de  vitesse  des  parties  de 
la  machine,  semblable  à  celle  qui  serait  produite  par 
la  résistance  d'un  milieu  J'ai  donné  un  exemple  de 
cet  effet  singulier^  dans  le  mouvement  d'un  pendule 
suspendu  à  l'extrémité  d'une  verge  élastique  et  hori- 
zontale, d'une  longueur  indéfinie  (*). 

Quand  on  supprime  l'action  des  forces  mouvantes, 
et  que  le  travail  utile  de  la  machine  a  aussi  cessé  , 
l'équation  des  forces  vives  se  change  en  celle-ci  : 

Xmk^  étant  la  somme  des  forces  vives  de  tous  les 
points  du  système  à  cet  instant ,  Sztzp*  cette  somme 
a  une  époque  subséquente,  et  fXfNds  comprenant 
le  travail  qui  provient  des  frottemens,  de  la  résis- 
tance du  milieu  et  de  la  perte  du  mouvement  parles 
supports.  Or,  ce  dernier  terme  sera  bientôt  égal  h. 
\  l^mk^  •  la  force  vive  de  la  machine  se  trouvera 
complètement  épuisée,  et  la  machine  cessera  de  se 
mouvoir,  comme  on  l'a  déjà  dit  dans  le  n°  ^6S. 

6di^.  Quand  un  homme  transporte  son  propre 
poids,  que  j'appellerai  II,  à  une  hauteur  verticale  k 
au-dessus  de  son  point  de  départ,  la  quantité  de  tra- 
vail produite  est  exprimée  par  IlA,  d'après  la  règle 
du  n°  685  ;  mais  cette  quantité  donnerait  une  idée 
très  imparfaite  des  efforts  musculaires  qui  ont  été 
faits,  et  de  la  force  totale  que  cet  homme  a  déve- 

('*')  Additions  à  la  Connaissance  des  Tems  powr  Tan- 
née i833  ,  page  26. 
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loppée.  Il  serait  difficile  d'en  obtenir  une  mesure 
exacte;  on  peut  seulement  faire  voir  qu'elle  doit  sur- 
passer, souvent  de  beaucoup ,  la  quantité  précédente, 
qui  serait  nulle  si  la  hauteur  h  était  zéro,  quoique  , 
certainement,  il  y  ait  une  quantité  de  travail  méca- 
nique correspondante  à  la  marche  d'un  homme  sur 
un  plan  horizontal. 

Dans  cette  marche,  je  suppose  que  l'homme  ait 
d^abord  le  pied  gauche  en  avant  du  pied  droit  ;  son 
centre  de  gravité  est  alors  abaissé ,  au-dessous  de  sa 
position  naturelle,  d'une  quantité  que  je  désignerai 
par  g.  En  s'appujant  sur  son  pied  gauche,  ets'aidant 
du  frottement  de  ce  pied  contre  le  sol ,  l'homme  ra- 
mène son  pied  droit  au  niveau  du  pied  gauche ,  puis 
le  pied  droit  devance  le  pied  gauche ,  et  va  se  poser 
sur  le  sol;  ce  qui  fait  un  pas  entier,  composé  de 
deux  parties.  Or,  dans  la  première  partie ,  l'homme 
soulève  son  centre  de  gravité  de  la  hauteur  e ,  et 
produit  par  là  une  quantité  de  travail  égale  à  Fie  ;  il 
imprime ,  au  même  instant ,  à  ce  point  une  vitesse 
horizoDtale ,  que  je  désignerai  par  a ,  à  la  fin  du 
premier  demi-pas  ;  ce  qui  répond  à  une  autre  quan- 
tité de  travail   équivalente   à  la  demi  -  force    vive 

,  en  désignant  par  g   la  gravité.    On  devrait 

encore  ajouter  à ,  la  partie  de  la  demi-somme 

des  forces  vives  provenant  des  vitesses  relatives  de 
tous  les  autres  points  du  corps  (n"  56g)  ;  mais  j'en 
ferai  abstraction  dans  cette  évaluation ,  qui  ne  peut 
être  qu'un  aperçu.   Je  supposerai  aussi   que  le   se« 
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cond  demi  -  pas  a  lieu  en  vertu  de  la  vitesse  ac- 
quise à  la  un  du  premier,  et  du  poids  du  corps 
qui  retombe  sur  le  sol ,  de  manière  que ,  pen- 
dant le  second  demi  -  pas ,  Tliomme  n'exerce  plus 
aucun  effort,  et  que  les  vitesses  verticale  et  hori- 
zontale ,  dont  son  centre  de  gravité  se  trouve  en  - 
core  animé  à  la  fin  du  pas  entier,  soient  détruites 
par  le  choc  et  le  frottement  de  son  pied  droit  contre 
le  sol.  Dans  cette  hypothèse  ,  la  quantité  de  tra-- 
vail  de  Thomme  pendant  le  pas  entier  sera  la  somme 

n€  -| ,  ou  n  (€  -|-  a)  ,  en  appelant  et  la  hau- 

2      g 

teur  due  à  la  vitesse  a ,  de  sorte  qu'on  ait  a^  =^  2gct, 
Il  suit  de  là  que  dans  un  nombre  n  de  pas  égaux 
et  semblables,  la  quantité  de  travail  d'un  homme  ou 
d'un  animal ,  portant  un  fardeau  et  marchant  sur  une 
route  horizontale,  aura  pour  valeur  nKÇs  +  a),  en 
désignant  par  K  son  poids  II  augmenté  de  celui  du 
fardeau.  Si  le  poids  total  a  été  élevé  verticalement  à 
une  hauteur  h  au-dessus  du  point  de  départ ,  il  fau- 
dra ajouter  K^  à  la  quantité  nK  (ê  -f-  a)  ;  et  si  le  far- 
deau est  traîné  sur  une  route,  où  il  éprouve  un  frot- 
tement qui  soit  représenté  par  une  partie  F  de  son 
poids,  il  en  résultera  une  autre  augmentation  de 
travail  égale  à  FZ,  en  appelant  l  la  longueur  du 
trajet. 

689.  Dans  le  calcul  des  effets  des  machines  en 
mouvement,  il  est  souvent  utile  de  distinguer  les 
vitesses  communes  et  les  vitesses  relatives  de  leurs 
différens  points.  Pour  cela,  soient  toujours  oc,  j, 
Zy  au  bout  du  temps  t,  les  coordonnées  du  point 
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quelconque  dont  la  niasse  est  m;  h  cet  instant^  les 

composantes  de  sa  vitesse  absolue  seront  —,   ^ ,  ^  ; 

et ,  au  bout  du  temps  t-{-dt,  les  coordonnées  de 
ce  même  point  deviendront  jc  +  dœ  ,  J  +  dj  , 
z  -H  dz.  Or ,  on  peut  décomposer  le  mouvement  du 
système,  pendant  l'instant  dt,  en  un  mouvement  de 
translation  et  de  rotation  commun  à  tous  ses  points, 
dans  lequel  leurs  distances  soient  invariables,  et  en 
des  mouvemens  particuliers  où.  ces  distances  varient 
convenablement.  J'appellerai  d'x^  d'j ,  d'z^  les  ac- 
croissemens  de  oc,jy  z,  qui  proviennent  du  mouve- 
ment commun,  eXd^oc,  d^f,  d^z,  ceux  qui  résultent 
du  mouvement  relatif  de  m,  de  sorte  qu'on  ait 

dx  =^  d'x  +  dx ,  dj  =  d'j  4-  d^j ,  dz  =  d'z-^-d^z. 

Pour  ce  point  m,  j ^appellerai  aussi  u' ,  s^' ,  w' ,  les 
trois  composantes  de  la  vitesse  commune  qu'on  re- 
gardera comme  des  fonctions  données  àe  t  y  x^j ,  z, 
et  qui  seront 

,  d'x  ,  d' r  f  d'z 

celles  de  sa  vitesse  relative  seront  aussi  -~  ,  -~ ,  -4-i 

dt  '     dt  '    dr 

on  aura 

dx  ,         dx       dr  ,    ,     drdz  r    ,       .z 

pour  les  composantes  de  sa  vitesse  absolue;  et  en 
difFérentiant ,  il  en  résultera 
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pour  les  forces  accélératrices  de  ce  point  tw,  suivant 
les  axes  des  coordonnées  ;  les  différentielles  relatives 
à  t  qui  sont  indiquées,  étant  prises  par  rapport  à 
cette  variable  et  aux  coordonnées  oc^j,  z,  regardées 
comme  des  fonctions  de  t. 

Si  ce  point  m  est  astreint  à  se  mouvoir  sur  une  sur- 
face qui  peut  être  iixe  ou  mobile,  mais  dont  la 
forme  est  invariable,  il  devra  demeurer  constam- 
ment sur  cette  surface,  en  vertu  de  sa  vitesse  absolue, 
et  l'on  pouiTa  aussi  supposer  qu'il  y  resterait  cons- 
tamment ,  en  vertu  du  mouvement  commun  du  sys- 
tème. En  représentant  par  L  =  o ,  Téquation  de  la 
surface ,  L  sera  une  fonction  donnée  des  coordonnées 
de  m ,  rapportées  à  des  axes  mobiles  qui  participent 
au  mouvement  commun,  et  cette  quantité  pourra 
être  changée  en  une  fonction  du  temps  et  des  coor- 
données de  m  rapportées  à  des  axes  fixes ,  c'est-à- 
dire,  en  une  fonction  de  t,  x^j,  z.  L'équation 
L  =  o  devra  subsister,  lorsqu'on  j  remplacera  ces 
quatre  variables ,  soit  par  t~\-dt ,  oc  •+•  dx,  J  -^-dj, 
z  +  dz,  dans  le  mouvement  absolu  de  m,  soit  par 
t-^dt,  œ  -\-  d'x ,  j  -)-  d'j,  z  +  d'z ,  dans  le  mou- 
vement commun  du  système.  En  négligeant  les  infi- 
niment petits  du  second  ordre,  on  aura  donc  simul- 
tanément 
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+  J  {dy  +  dj)  +f  {dz  +  d,z)  =  o, 

et,  par  conséquent, 

^l.d,x  +  ^dj+f^d,z^o.        (g) 

Cela  posé,  nous  allons  chercher  la  somme  des 
forces  vives  dues  aux  vitesses  relatives  de  tous  les 
points  du  système ,  et  la  comparer  à  la  somme  des 
forces  vives  qui  résultent  de  leurs  vitesses  absolues. 

6go.  Reprenons,  pour  cela,  la  formule  générale 
du  n°  55 1,  de  laquelle  on  a  déduit  l'équation  {a)  du 
n*^  68o ,  et  formons  successivement  les  termes  de  cette 
formule,  relatifs  aux  différentes  sortes  de  forces  qui 
peuvent  agir  sur  le  système  que  l'on  considère. 

Désignons  d'abord  par  P  une  des  forces  extérieures 
et  données;  J/?  étant  la  projection  du  déplacement 
de  son  poiat  d'application ,  sur  sa  direction ,  et  en 
regardant  cette  projection  comme  une  quantité  po- 
sitive ou  négative,  selon  qu'elle  tombe  sur  la  direc- 
tion même  de  P  ou  sur  son  prolongement,  on  aura, 
comme  dans  le  n**  68  f, 

pour  la  partie  de  la  formule  citée ,  qui  résulte  de  cette 
force  P. 

Soit  aussi  R  l'action  mutuelle  do  deux  points  dii 
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système  dont  les  masses  sont  m  et  m'  ;  appelons  r  la 
distance  mm',  dont  R  est  une  certaine  fonction  ;  .r ,  r, 
z,  œ' ,y ,  z' ,  étant  les  coordonnées  de  m  et  m' ,  on 
aura 

et  si  i^r  exprime  la  variation  de  r  qui  résulte  de  leurs 
accroissemenscTx,  ^jy^z,  ^x\  cT/',  S'z'  ^  on  aura 
aussi 

rS'r  =  (:r  — .  x')  {S'oc  —  t^x') 

Les  composantes  de  la  force  R  appliquée  au  point  m, 
seront 

r  ' . 

et  celles  de  la  même  force  appliquée  au  point  m' , 
X   =±  -~-, 

'Y'   =  db  ^^''^^^^ 


m'^ 


m 


rr^TJ  ^  ±   ^ln^, 


d'où  Ton  conclut 

pour  la  partie  de  la  formule  générale ,  provenant 
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de  la  force  R;  le  signe  supérieur  ou  le  signe  infé- 
rieur ayant  lieu ,  selon  que  cette  force  est  répulsive 
ou  attractive. 

Si  le  point  m  est  astreint  k  demeurer  sur  la  surface 
dont  on  a  représenté  l'équation  par  L  =  o,  dans  le 
numéro  précédent,  et  que  Ton  appelle  cà  l'élément 
de  cette  surface  auquel  le  point  in  répond  au  bout 
du  temps  t^  et  <s?U  la  résistance  qu'il  en  éprouve, 
cette  force  sera  normale  à  la  position  actuelle  de  û>  ; 
on  aura  donc  pour  ses  composantes 

en  faisant,  pour  abréger, 

et  si  l'on  fait  aussi 

il  en  résultera  ^UcTw,  pour  le  terme  de  la  for- 
mule générale  qui  provient  de  H  résistance  g?U. 
Le  facteur  U  exprimera  cette  résistance  rappor- 
tée à  l'unité  de  surface;  ^u  sera  la  projection  du 
déplacement  de  m  sur  la  normale  à  l'élément  c?; 
elle  aura  un  signe  ambigu ,  à  cause  du  radical  V,  et  l'on 
"regardera  ê'u  comme  une  quantité  positive  ou  néga- 
tive, selon  que  la  projection  du  déplacement  de  m 
tombera  sur  la  direction  même  de  la  résistance  aU , 
ou  sur  son  prolongement. 
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Outre  la  résistance  normale  de  la  surface  sur  la- 
quelle le  point  m  est  assujetti  à  se  mouvoir,  il  éprou- 
vera encore  une  résistance  tangentielle  provenant  du 
frottement  contre  cette  surface;  et  si  l'on  désigne 
cette  force  par  &'F,  et  par  c(V  la  projection  du  dépla- 
cement du  point  matériel  in  sur  sa  trajectoire ,  il  en 
résultera  œYé'Sy  pour  le  terme  correspondant  de  la 
formule  du  n°  55i. 

D'après  cela ,  cette  formule  pourra  s'écrire  ainsi  : 

la  somme  2  du  premier  membre  répondant  à  tous 
les  points  du  système ,  et  les  sommes  2  du  second 
membre  s'étendant ,  la  première  aux  points  qui  sont 
soumis  à  des  forces  motrices  extérieures,  la  seconde 
aux  actions  mutuelles  de  tous  les  points  du  système 
pris  deux  à  deux ,  la  troisième  et  la  quatrième  à  tous 
les  élémens  des  surfaces  résistantes  et  frottantes.  Cela 
posé  ,  si  l'obligation  d'une  partie  des  points  du  sys- 
tème, de  demeurer  sur  ces  surfaces  ^  est  la  seule 
condition  qui  restreigne  les  mouvemens  du  système 
entier,  on  pourra  maintenant  considérer  tous  ces 
points  comme  entièrement  libres,  et  faire  telle  hypo- 
thèse qu'on  voudra  sur  les  variations  S'x  ^  j'y  y  j'z^ 
des  coordonnées  d'un  point  quelconque. 
691.  Je  supposerai  d'abord  qu'on  prenne 

J'x  =  djc ,     jy  =  dj ,     d'z  ==  dz  ; 
de  sorte  que  le  déplacement  du  point  quelconque  m 
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soit  celui  qui  a  lieu  efFectivement  pendant  l'instant  dt. 
On  aura,  en  même  temps,  S'r^dr;  et  Ton  rempla- 
cera é'p^  J'u,  eTi',  par  dp  y  du,  ds,  qui  représentent 
les  projections  du  déplacement  réel  du  point  wi  sur 
les  directions  des  forces  P  ,  cùU  ,  oiF.En  appelant  p» , 
la  vitesse  d'un  point  quelconque  m,  et  observant 
qu'on  a 

l'équation  (h)  deviendra 

En  intégrant,  on  aura  donc 

:=:f2.?dp  dzf^Rdr  +J  XœUdu  —f^ceYds  ;    J   ^  ^ 

k  étant  la  valeur  initiale  de  ^  ,  et  les  intégrales  com- 
mençant à  l'origine  du  mouvement. 

Le  terme  flYdp  comprendra  la  partie  du  travail 
moteur  qui  répond  au  poids  du  système  ;  et  si  Ton 
appelle  II  ce  poids ,  et  Ç  la  hauteur  verticale  dont  le 
centre  de  gravité  sera  tombé  pendant  le  temps  t, 
cette  partie  sera  égale  à  11^. 

Lorsque  les  distances  des  points  du  système  que 
l'on  considère  demeureront  invaTiables  pendant  le 
mouvement ,  on  aura  /ir  =  o  ,  et  le  terme  fl.Kdr 
disparaîtra  de  l'équation  (i).  S'il  s'agit  d'un  fluide  , 
ce  terme  comprendra  les  attractions  ou  répulsions 
mutuelles  de  ses  points,  qui  s'étendent  à  de  grandes 
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distances  ;  il  comprendra  aussi  les  actions  mutuelles 
qu'on  appelle  proprement^or^e^  moléculaires  {pP  588), 
qui  ne  s'étendent  qu'à  des  distances  insensibles ,  et  qui 
produisent  les  pressions  intérieures ,  auxquelles  on 
n'a  point  eu  égard  en  formant  l'équation  (i),  La  valeur 
de  cette  intégrale  ySR^^r  dépendra  du  changement  de 
forme  et  des  condensations  ou  dilatations  du  fluide 
pendant  son  mouvement;  et  pour  les  très  petites  va- 
riations de  densité  qui  ont  lieu  dans  le  liquide  ,  elle 
pourra  varier  dans  de  très  grands  rapports ,  à  raison 
des  forces  moléculaires  ou  des  pressions  intérieures 
qui  en  résultent  (n*  ^"-jQ). 

Les  sommes  ^coUdu  et  '^î.coFds  comprises  sous  les 
deux  dernières  intégrales,  sont  elles-mêmes  des  in- 
tégrales doubles  étendues  à  tous  les  élémens  co  des 
surfaces  résistantes  et  frottantes.  Si  la  partie  du  sys- 
tème qui  frotte  contre  une  de  ces  surfaces  est  un  corps 
solide,  la  force  roF  sera  indépendante  de  la  vitesse  de 
ce  corps,  et  proportionnelle ,  pour  chaque  élément  co  ; 
à  la  pression  correspondante,  laquelle  est  égale  et 
contraire  à  la  résistance  wU.  Si  cette  partie  frottante 
du  système  est  un  fluide ,  la  force  cù¥  dépendra  de  sa 
vitesse  relative ,  et  sera  indépendante  de  la  pression 
(n°  456  ).  Lorsque  la  surface  dont  L  =  o  est  l'équa- 
tion, sera  immobile,  la  projection  du  déplacement 
de  m  sur  la  normale  à  cette  surface  sera  nulle,  puisque 
le  point  772  est  assujetti  à  demeurer  sur  cette  surface  ; 
on  aura  donc  du  =  o  ;  ce  qui  fera  disparaître  l'inté- 
^V2\ef1co\]du;  et  si  l'on  fait,  de  plus,  abstraction  du 
frottement,  l'équation  (£)  se  réduira  à  l'équalion  or- 
dinaire des  forces  vives. 

2.  49 
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692.  Prenons  actuellement 

de  manière  que  les  déplacemens  des  points  du  sys- 
tème que  suppose  l'équation  (h),  soient  leurs  dépla- 
cemens relatifs.  Désignons  par  d^p  ^  djLi^  d^s y  les  pro- 
jections des  ^déplacemens  relatifs  des  points  où  sont 
appliquées  les  forces  P,  U,  F,  sur  leurs  directions. 
Les  valeurs  de  cTp ,  ^u ,  ds ,  qui  répondent  à  celles 
de  (S'x ,  Jy,  cTz-,  que  nous  employons,  seront  d^p^ 
duyd^s.  De  plus,  les  autres  parties  d'oc,  d'j^  dz, 
des  différentielles  totales  dx ,  dj,  dz ,  n'influant  pas , 
par  hjpothèse,  sur  les  distances  mutuelles  des  points 
du  système,  cTrse  changera  dans  la  différentielle  dr , 
comme  dans  le  numéro  précédent.  L'équation  (Ji) 
deviendra  donc 

^ui(^-^dx+%dj-^%  dr^)        }  ^^^ 

Si  l'on  appelle  r^  la  vitesse  relative  du  point  m,  dont 

d  X      d  r      d  z 
les  composantes  sont  ~jf  ^  '^j  >  -^^7  O"  ^^^^'^ 


•■=©■+©•+'- 


©■• 


et ,  en  différen liant , 

En  verlu  des  équations  (/) ,  on  aura  donc 
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de    '^  ^   dt"- 

du      7         .     dv'      ,         .    dw' 


-j—  dx  +  — ~  d  Y  -\ ~dz 

de     '      '    de    '^     "^   de    ' 


=  ^  ^-  "'  +  -dT  <-^  +  1^  ^'^  +  IfF  ^'^- 

D'ailieurs,  si  Ton  met^^jr,  d^j^djZy  dans  l'expres- 
sion de  J'ii  du  n*'  6go ,  pour  avoir  celle  de  r/^i^ ,  on 
aura 

^'"  =  ^  (£  <^  +  i^^'^-r  S  ^'=  )  '• 

quantité  nulle,  en  vertu  de  l'équation  {g).  Au  moyen 
de  ces  valeurs ,  l'équation  {k)  prendra  Sa  forme 

=  iVd^p  ±  2R^r  —  looYds  ; 
et ,  en  intégrant ,  il  en  résultera 

l'Emit  ;'^i:Emk;=f:^¥d^p±:fl.Rdr'-f^c^¥d  s  j 

kj  étant  la  valeur  initiale  de  i^^,  et  les  intégrales  CGm« 
Riençant  à  l'origine  du  mouvement. 

693.  Cette  équation  (Z)  fera  connaître  l'accroisse- 
ment,  pendant  le  temps  t^  de  la  demi-somme  des 
forces  vives,  dues  aux  vitesses  relatives  de  tous  les 
points  du  système. 

En  faisant  directement  dans,  la  formule  générale 
du  n°  55t  ,  l'hypothèse  qui  nous  a  conduits  à  l'équa- 
tion (Z),  c'est-à-dire,  en  y  mettant  d^jc y  d^j^d^z^ 
au  lieu  de  S'x,  Sj,  Szy  on  aura 

49- 
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=  277Z  (  ^dx  +  \dj  +  Zd^z)  , 
ou  bien  ,  d'après  ce  qui  précède, 
'-d.im^; 

la  somme  2)  du  second  membre  s'ëtendant  à  toutes  les 
forces  qui. agissent  sur  les  points  du  système,  excepté 
les  forces  provenant  des  résistances  normales  des  sur- 
faces fixes  ou  mobiles,  que  les  valeurs  prises  pour  Sœ^ 
jy,  J^z,  ont  la  propriété  de  faire  disparaître.  Or,  si 
l'on  appelle  H  la  force  dont  les  trois  composantes 
sont 

Qldh  la  projection  du  déplacement  relatif  de  son 
point  d'application  sur  sa  direction ,  on  aura 

selon  que  cette  projection  dfi  tombera  sur  la  direc- 
tion même  de  la  force  H ,  ou  sur  son  prolongement. 
'Donc,  en  conservant  H  et  dk  dans  le  premier  cas,  et 
employant  L  et  d^l  dans  le  second,  on  en  conclura 

i:Emi^;  —  i:Ewk;  z=/lUdh  —  /:ELd/; 

la  somme  XUdk  s'étendant  à  toutes  les  forcer  mou- 
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Tantes  du  système,  et  la  somme  l.Ld/  à  toutes  les 
forces  résistantes. 

Cette  dernière  équation  n^est  autre  chose  que  l'é- 
quation (Z)  présentée  sous  une  forme  différente.  En 
la  comparant  à  Féquation  (d),  on  voit  que  le  principe 
des  forces  vives  a  encore  lieu  à  l'égard  des  vitesses 
relatives  des  points  du  système,  telles  qu'elles  ont 
été  définies  dans  le  n**  68g ,  pourvu  que  l'on  rem- 
place les  forces  données  P  et  Q ,  par  d'autres  forces  H 
et  L,  qui  dépendent  des  premières  et  du  mouvement 
commun  du  système. 

Ce  théorème  est  du  a  M.  Coriolis.  Il  peut  être  em- 
ployé utilement  dans  beaucoup  de  questions  étran- 
gères à  ce  traité  de  Mécanique  rationnelle,  et  pour 
lesquelles  nous  renverrons  au  mémoire  de  l'auteur 
sur  le  principe  des  forces  vives  dans  les  inouvemens 
relatifs  des  machines  (^). 

694.  Le  terme  f^Kdr,  qui  provient  des  forces 
moléculaires ,  est  le  même  dans  les  deux  équations 
(f)  et  (/);  le  plus  souvent,  le  terme  qui  répond  aux 
frottemens  est  aussi  le  même  dans  le  mouvement  ab- 
solu et  dans  le  mouvement  relatif  du  système,  et  ne 
change  pas,  par  conséquent,  en  passant  d'une  équa- 
tion à  l'autre;  alors,  en  retranchant  la  seconde  de 
ces  équations  de  la  première,  on  aura 

{^m{'^'—v;)--'%m{k'—k;')=J^V{dp—d^p>j) 

O  Journal  de  V École  Poljtechnique ,  2i^cabicr. 
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Si  les  forces  P  se  réduisent  aux  poids  des  différentes 
parties  du  système;  que  l'on  appelle  n  le  poids  to- 
tal ,  et  Ç'  la  hauteur  verticale  que  décrit  son  centre 
de  gravité  pendant  le  temps  t,  dans  le  mouvement 
commun  à  tous  ses  points,  il  est  aise  de  voir  que 
l'on  aura  aussi 

De  plus ,  s'il  n'y  a  qu'une  seule  surface  re'sistante, 
et  que  ce  soit,  par  exemple,  un  plan  qui  se  meut 
parallèlement  à  lui-même,  on  pourra  prendre,  pour 
le  mouvement  commun  du  système,  le  mouvement 
donne  de  ce  plan ,  car  il  satisfait  aux  deux  conditions 
du  n^  689  :  il  ne  changera  pas  les  distances  mutuelles 
des  points  du  système,  et  il  n'empêchera  pas  les  points 
qui  sont  en  contact  avec  ce  plan  mobile,  de  demeurer 
ix  sa  surface.  D'ailleurs,  il  est  évident  que  ce  mouve- 
ment étant  perpendiculaire  au  plan  mobile ,  il  n'in- 
fluera aucunement  sur  les  vitesses  relatives  des  points 
qui  glissent  sur  ce  plan ,  non  plus  que  sur  les  tra- 
jectoires qu'ils  y  décrivent;  d'où  il  résulte  que  le 
travail  résistant  dû.  au  frottement  contre  ce  plan,  sera 
le  même  dans  le  mouvement  absolu  et  dans  le  mou- 
vement relatif,  comme  le  suppose  l'équation  (772). 

Pour  simplifier  encore  cette  équation,  je  suppose 
que  le  mouvement  du  plan  résistant  soit  uniforme  ; 
en  sorte  que  tous  ses  points  décrivent  des  perpendi- 
culaires à  sa  position  initiale,  avec  une  vitesse  com- 
mune, qui  sera  rendue,  par  un  moyen  quelconque, 
invariable  et  indépendante  de  l'action  du  système 
sur  ce  plan.  Ses  composantes  u' ^  /,  r/,  scrotit  cons- 
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tantes,  et  l'on  aura 

En  désignant  cette  vitesse  par  a,  et  par  et  l'angle 
que  sa  direction  fait  avec  celle  de  la  pesanteur,  on 
aura  aussi 

^'  =  atcosci. 

Soit,  en  outre,  Q  la  pression  exercée,  au  bout  du 
temps  t  y  sur  la  surface  entière  du  pian  donne,  et  dans 
le  sens  de  la  vitesse  a.  Le  travail  résistant  qui  ré- 
pond à  cette  force  prise  en  sens  contraire  de  sa  direc- 
tion, c'est-à-dire,  à  la  résistance  du  plan,  sera 
— fQadt,  pendant  la  durée  du  temps  t ,  en  supposant 
que  l'intégrale  s'évanouisse  avec  cette  variable.  En 
faisant  passer  le  facteur  a  en  dehors  du  signe  J ,  nous 
aurons  donc 

JlcûlJsdu  =  —  afQdt, 

pour  îa  valeur  du  dernier  terme  de  l'équation  (jn) , 
laquelle  deviendra 

i2/7z(/i:^— A;*)— j277z(i>»— i^/)-f-nrt^COSiZ=ré7/Q//^.    {n) 

La  vitesse  v^  est  la  résultante  de  v  et  de  la  vitesse  a 
prise  en  sens  contraire  de  sa  direction;  si  donc,  on 
représente  par  e,  l'angle  que  fait  la  direction  de  la 
vitesse  v  avec  celle  de/2,  on  aura 

^^*  =  (^=  —  2/zt-'  cos  S  -f-  ^t""  ; 

et  si  l'on  désigne  par  a  la  valeur  initiale  de  e,  on 
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aura  de  même 

k;  =  ^*  —  nak  coscT  +  a^  i 

d'où  il  résulte 

^  27?2(A*  —  k;)  =  a  ^mk  cos  cT  —  ^a»2r/2  , 
j  2/72  (i^^  —  (^/)  =  a  2/7ZP  cos  6  —  ^a^lm  ; 

ce  qui  change  l'e'quation  (ri)  en  celle-ci  , 

:Emk  cos  J"  —  2/72^  cos  e  +  n^cos  a  =  /Q^^,     (o) 

après  qu'on  a  supprimé  le  facteur  a  commun  à  tous 
ses  termes. 

Les  sommes  277z^  cos  <^  et  'Emi^  cos  e  expriment,  au 
commencement  et  à  la  fin  du  temps  t,  les  quantités 
de  mouvement  de  tous  les  points  du  système ,  dans 
le  sens  perpendiculaire  au  plan  donné;  le  produit 
n^  cos  Ci  est  la  quantité  de  mouvement  produite  sui- 
vant }a  même  direction  par  le  poids  n  du  système , 
pendant  la  durée  du  temps  t;  et  l'intégrale /^Q^^ 
est  la  quantité  de  mouvement  détruite  pendant  ce 
temps  par  la  résistance  du  plan  donné.  Or,  il  est 
évident  que  cette  dernière  quantité  doit  être  égale  à 
l'excès  de  la  première  somme  sur  la  seconde,  aug- 
menté de  la  quantité  Hi^cosa;  en  sorte  que  l'équa- 
tion précédente,  qui  exprime  cette  égalité,  peut  être 
regardée  comme  une  vérification  de  notre  analyse. 

695.  Lorsque  la  vitesse  k  de  chaque  point  du  sys- 
tème se  changera  brusquement  dans  la  vitesse  i^, 
l'action  du  système  sur  le  plan  donné  sera  une  per- 
cussion ;  pendant  sa  durée  très  courte  ,   on  pourra 
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riegîiger  TetTet  11^  cos a  de  la  pesanteur;  et  la  quantité 
de  mouvement  détruite  par  le  plan  sera  l'excès  de 
Imk  cos  cT  sur  ^m^>  cos  g. 

Si  le  système  est  un  corps  solide  situé  au-dessus 
du  plan ,  et  qui  demeure  juxta-posé  à  sa  surface  après 
le  choc,  la  composante  t^cosg  de  la  vitesse  inséra  la 
même,  à  cet  instant,  pour  tous  les  points  du  corps, 
et  égale  à  la  constante  a-  en  difîerentiant  Téqua- 
tion  (o)  par  rapport  à  ^,  on  aura  donc 

ricosûfc  =  Q  ; 

et,  en  effet,  la  vitesse  du  plan  étant  invariable ,  par 
hypothèse ,  il  faut  que  sa  résistance  détiniise  inces- 
samment les  accélérations  de  la  gravité,  qui  auraient 
lieu  perpendiculairement  à  sa  surface  ;  il  faut  donc 
que  cette  force  soit  égale  et  contraire  à  la  compo- 
sante du  poids  n  suivant  cette  direction ,  et  que  la 
pression  Q  soit  égale  à  cette  composante. 

On  peut  remarquer  que,  quand  l'angle  et  est  obtus,  la 
valeur  précédente  de  Q  a  le  signe — .  Mais  on  a  supposé 
plus  haut  que  la  pression  exercée  sur  ce  plan  était 
dirigée  dans  le  sens  de  la  vitesse  a;  et,  si  le  con- 
traire avait  lieu,  il  faudrait  changer  le  signe  de  Q 
dans  toutes  les  équations  précédentes.  Or,  la  pres- 
sion Q  s'exerce  efi'ectivement  en  sens  contraire  de  la 
vitesse  a,  lorsque  l'angle  et  est  obtus;  la  valeur 
de  Q  est  donc  alors  —  Il  cos  ût ,  ou ,  autrement  dit , 
cette  valeur  est  toujours  II  cos  et,  abstraction  faite  du 
signe. 

6v.Q.  L'équation  (o),  évidente  en  elle-même,  peut 
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servir  à  déterminer  la  pression  d'une  veine  fluide  en 
mouvement  sur  un  plan  AB  (  fig.  67),  aniùié  de  la 
vitesse  a  perpendiculaire  à  ce  plan,  et  dont  la  di- 
rection fait,  avec  celle  de  la  pesanteur,  un  angle  a. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  le  liquide  sorte 
d'un  vase  par  un  orifice  horizontal,  et  qu'il  forme, 
au-dessous  de  la  contraction  de  la  veine  (n°  676) ,  un 
cylindre  vertical  dont  tous  les  points  ont  une  vi- 
tesse commune  et  verticale,  qj^xq  nous  désignerons 
par  y.  Supposons  aussi  que  le  niveau  du  liquide 
soit  entretenu  à  une  hauteur  constante  dans  le 
vase  ;  ce  qui  rendra  la  vitesse  y  indépendante  du 
temps. 

Jusqu'à  une  section  horizontale  CD,  faîte  à  une 
petite  distance  au-dessus  du  plan  AB ,  la  veine  con- 
servera sa  forme  cylindrique  et  sa  vitesse  y  ;  elle 
s'étendra  ensuite  sur  ce  plan ,  et  finira  par  le  débor- 
der. Au  bout  d'un  certain  temps,  le  fluide  parvien- 
dra à  un  état  permanent ,  dans  lequel  la  vitesse  de 
chaque  molécule  ne  dépendra  plus  que  du  lieu 
qu'elle  occupe,  et  où  la  pression  en  un  point  quel- 
conque du  plan  AB  sera  aussi  indépendante  du 
temps.  C'est  dans  cet  état  qu'il  s  agira  de  déterminer 
la  pression  totale  Q,  exercée  sur  la  surface  entière 
du  plan. 

La  partie  de  cette  pression  due  au  poids  du  li- 
quide ,  sera  la  composante  de  ce  poids ,  perpendicu- 
laire au  plan  AB ,  défalcation  faite  de  la  partie  de  ce 
même  poids,  qui  est  soutenue  par  les  parois  du  vase 
d'où  le  liquide  s'écoule.  Comme  il  sera  toujours  fa-" 
elle  d'y  avoir  égard,  dans  chaque   cas  particulier. 
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nous  en  ferons  abstraction,  et  nous  ferons,  en  con- 
séquence, n=^o,  dans  l'ëquation  (o).  Il  est  évident 
qu  on  pourra  aussi ,  dans  les  sommes  '%mk  cos  cT  et 
Smt»  cos  g ,  ne  pas  tenir  compte  des  molécules  du  li- 
quide situées  au-dessus  de  CD,  puisqu'elles  conser- 
vent toujours  la  même  vitesse,  ce  qui  fait  dispa- 
raître la  différence  de  ces  deux  sommes.  Enfin,  si  le 
diamètre  de  la  veine  fluide  est  très  petit,  l'épaisseur 
de  la  couche  liquide  sera  aussi  très  petite  ,  à  une 
petite  distance  autour  de  l'axe  de  la  veine.  A  cette 
distance ,  les  vitesses  relatives  des  points  de  la  cou- 
che seront  sensiblement  parallèles  au  plan  AB ,  dans 
toute  l'épaisseur  de  la  couche,  ou,  ce  qui  est  la 
même  chose ,  leurs  composantes  perpendiculaires 
à  ce  plan  seront  égales  à  a.  De  plus,  celte  partie 
du  fluide  comprise  entre  AB  et  CD  sera  beaucoup 
plus  considérable  que  la  partie  voisine  de  l'axe  de  îa 
veine,  si  la  surface  du  plan  AB  est  très  grande  par 
rapporta  la  section  CD;  on  pourra  donc  alors  pren- 
dre a,  sans  erreur  sensible,  pour  la  composante 
<s>  cos  €  de  îa  vitesse  ^  de  chaque  point  du  fluide  con- 
tenu entre  AB  et  CD. 

Cela  posé ,  soit  CD'  une  autre  section  de  la  veine 
fluide,  faite  au-dessus  de  CD,  et  telle  que  le  volume 
compris  entre  CD  et  C'D^  soit  équivalent  au  volume 
de  fluide  compris  entre  AB  et  CD.  Appelons  6  le  temps 
que  le  premier  volume  du  liquide  emploie  à  traverser 
la  section  CD  et  à  se  changer  dans  le  second  volume. 
Supposons  que  les  sommes  ^mkco?>  J^  et  Imi^cos  ê,  de 
réquation  (o),  étendues  à  tous  les  points  du  second 
volume,  se  rapportent  au  commencement  et  à  la  fin 
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du  temps   6.  Au   commencement,   tous   ces  points 

étaient  situés  au-dessus  de  CD ,  et  avaient ,  consé- 

quemment ,  une  vitesse  y ,  faisant  un  angle  a  avec 

la  vitesse  a  ;  pour  un  point   quelconque  m ,  on  a 

donc 

k  =^  y  ,     S"  =  ctf     k  cos  S"  z=  y  cos  a. 

A  la  fin  du  temps  6 ,  on  a ,  comme  on  vient  de  le 
dire , 

t»  cos  g  -==.  a, 

pour  un  point  quelconque  m  du  liquide  contenu 
entre  AB  et  CD.  Si  donc  on  appelle  /^  la  masse  de  ce 
liquide,  il  en  résultera 

'^ink  cos  «J^ 2772P  cos  è=:  ^  (^  COS  CL CÙ), 

D'ailleurs ,  la  pression  Q  étant  constante ,  l'inté- 
grale f^dt  est  égale  au  produit  QO  ,  pour  la  du- 
rée du  temps  ^  ;  d'après  l'équation  (o) ,  nous  au- 
rons donc 

/^(^    cos    CL   <2)   =    Q9. 

Soit  n  le  nombre  de  fois  que  le  temps  S  est  con- 
tenu dans  un  temps  t  quelconque  ;  Uf/.  sera  la  masse 
du  liquide  qui  traversera  la  section  CD  pendant  le 
temps  t.  Mais  cette  masse  sera  aussi  {-cyt ,  en  ap- 
pelant p  la  densité  du  liquide  ,  c  l'aire  de  la  sec- 
tion CD ,  et  observant  que  y  est  la  vitesse  constante 
de  l'écoulement  à  travers  cette   section  )  on  aura , 
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par  conséquent , 

nf^  =  çcyt  ; 

si  Ton  multiplie  l'ëquation  précédente  par  tz,  que 
l'on  y  substitue  cette  valeur  de  n/tz  ,  et  qu'on  sup- 
prime ensuite  le  facteur  ^,  commun  à  tous  ses  termes^ 
on  a  finalement 

Q  =  pcy  (  y  cos  et  —  a)  , 

pour  la  valeur  de  la  pression  qu'on  se  proposait  de 
déterminer. 

On  devra  se  rappeler  que  cette  formule  suppose 
l'angle  et  aigu  ;  quand  il  wSera  obtus ,  il  faudra ,  comme 
on  l'a  dit  plus  haut ,  changer  le  signe  de  Q;  en  sorte 
que  l'on  aura  alors 

Q  =  f cy(y  cos  a  +  a). 

Ces  deux  expressions  de  Q  supposent  aussi  que  le 
plan  AB  est  entièrement  recouvert  par  la  veine  fluide 
épanouie  sur  sa  surface;  ce  qui  exige  que  a  ne  soit 
pas  un  angle  di^oit,  et,  qu'en  général,  il  s'écarîe 
sensiblement  de  go°.  Quand  le  mouvement  du  plan 
est  vertical,  on  a  a  =  o,  ou  a=:  i8o°,  et,  consé- 
quemment , 

q  =  pcy{y  =p  à); 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  lorsque  le  plan  se  meut 
dans  le  sens  de  la  pesanteur,  et  le  signe  inférieur 
dans  le  cas  contraire.  Si  l'on  a  <^  =  o,  et  que  y  soit 
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la  vitesse  due  à  la  hauteur  h,  et  ^  la  gravite',    on 

aura 

Q     =      ^g?Ch    'y 

en  sorte  que  la  pression  Q  sera ,  dans  ce  cas,  le  poids 
d'une  portion  de  la  veine  cylindrique  e'gale  en  lon- 
gueur h.  h. 


FIN. 
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